
آن نتایج  و تقارن

شریف صنعتی دانشگاه - فیزیک دانشکده پور- وحیدکریمی

١٣٩۶ آبان ۵

مقدمه ١

و گروه نظریه اصلی مفاهیم با خواننده که است این ما فرض است. فیزیک در آن نتایج و تقارن مطالعه برای لازم و طبیعی چارچوب گروه نظریه

به شروع خواننده که است این هم دیگر راه یک است. گروه نظریه درسنامه به مراجعه کار بهترین نیست چنین گر ا دارد. آشنایی گروه های نمایش

کند. مراجعه درسنامه آن به ندانست کافی را آنها توضیح و شد مواجه گروه نظریه مفاهیم با که جا هر و کند فصل همین مطالعه

کوانتومی های میدان درچارچوب را تقارن اثرات بایست می نهایتا است. کلاسیک های میدان در آثارآن و تقارن مطالعه ما هدف درس دراین

خواص از بعضی که است آن تقارن معنای تعریف ترین درکلی کنیم. محدود تراست ساده که کلاسیک چارچوب به را خود فعلا ولی کنیم بررسی

می حفظ را خود شکل محوری هر حول دوران تحت گرد توپ یک مثال بعنوان کند. نمی تغییر اعمال از معینی مجموعه اثر تحت دستگاه یک

می حفظ را خود شکل دوران تحت چنین هم و فضا و زمان در انتقال تحت فیزیک قوانین ندارد. خاصیتی چنین مکعب یک آنکه حال و کند

کره روی را ها کشور بین مساحت نسبت جغرافیایی کره همسانگرد انبساط ندارند. خاصیتی چنین مقیاس تغییر و انبساط تحت آنکه حال و کنند

ناوردا طولی های نسبت و زوایا تمام انبساط این دراثر چنین هم دهد. می تغییر را آنها مطلق مساحت آنکه حال و گذارد می باقی نخورده دست

است کافی تنها بلکه بگذارد باقی ناوردا را شی یک تمامی نیست لازم تقارنی عمل کنیم کید تا که است آن مثال این کر ذ از منظور مانند. می باقی

شی خود تقارن از تسامح با و رود نمی نظر مورد های خاصیت از کری ذ هامعمولا درگفتار چه گر ا بمانند باقی ناوردا شی در هایی خاصیت که

شود. می صحبت

١



را نظر مورد خاصیت هرگاه دهیم. می نشان O′ = g(O) با را عمل از بعد شی آنگاه دهیم نمایش g با را شده انجام وعمل O با را شی گر ا

: داریم بالا برتعریف بنا آنگاه دهیم نشان P با

P (O′) = P (O) −→ P (g(O)) = P (O) (١)

است. تقارن دارای g عمل تحت O شیء گوییم می و نامیم می ١ تقارنی عمل یک را g حالت دراین

داشت: خواهیم آنگاه باشند تقارنی عمل دو g2 و g1 که کنید فرض حال

O′ = g1(O), O′′ = g2(O
′) −→ O′′ = g2(g1(O)) =: (g2g1)(O) (٢)

نه؟ یا برقراراست P (O”) = P (O) آیارابطه که کنیم می تست کار این برای ؟ نه یا هست تقارنی عمل یک نیز g2g1 آیا که ببینیم خواهیم می

P (O”) = P ((g2g1)(O)) = P (g2(g1(O)) = P (g1(O)) = P (O) (٣)

اعمال مجموعه که شود می دیده تبدیلات معکوس کردن اضافه و e(O) = O تعریف گرفتن درنظر با است. تقارنی عمل یک نیز g2g1 بنابراین

دهیم. می نمایش G با را آن که دهند می گروه یک تشکیل شی یک تقارنی

دارد. آشنایی آن های نمایش و گروه نظریه با خواننده که کنیم می فرض درس این درادامه

خمینه یک روی گروه یک عمل ٢

می تعریف زیر صورت به که است نگاشتی M مجموعه روی G گروه عمل صورت دراین باشد مجموعه یک M و گروه یک G که کنید فرض

شود:

∀g ∈ G, x ∈M (g, x) −→ gx ∈M (۴)

زیر: باشرایط

ex = x g1(g2x) = (g1g2)x (۵)

Symmetry Transformation١
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چنین هم گفت. سخن (g, x) −→ gx نگاشت پیوستگی از توان می باشد توپولوژیک فضای یک M و توپولوژیک گروه یک G گروه هرگاه

گفت. سخن (g, x) −→ gx نگاشت پذیری مشتق از توان می ٢ باشد دیفرانسیل خمینه یک M و لی گروه یک G که هرگاه

دیفرانسیل خمینه یک است زمان فضا یا فضا نوعا که M مجموعه و لی گروه یک G گروه داریم سروکار آنها با درس دراین که مثالهایی درتمام

های روش و مفاهیم از بسیاری پردازیم. می تقارنی های گروه ترین مهم از یکی به بعد بخش در است. پذیر مشتق خمینه روی گروه عمل و است

آید. می بدست نیز گروه همین مطالعه از گروه نظریه در مربوط

دوران گروه ٣

نشان O(n) وبا دارد می نگاه ثابت را Rn اقلیدسی فضای های بردار اندازه که است ای خطی تبدیلات گروه متعامد های ماتریس بعدی n گروه

که است همانی گروه زیر این شود. می مشخص یک دترمینان با های ماتریس با که دارد SO(n) به موسوم زیرگروه یک گروه این شود. می داده

O(n)− با را پارچه این شود. می مشخص یک منهای دترمینان با های ماتریس با که دارد دیگر پارچه یک O(n) گروه دارد. نام دوارن گروه

یعنی زمان وارونی ماتریس با ولی نیست. گروه زیر O(n)− که است واضح . دهیم می نشان

T := diag(−1, 1, 1, · · · 1) (۶)

رفت. دیگری به یکی از توان نمی پیوسته بطور و هستند جدا دیگر یک از دوپارچه این کرد. برقرار یک به یک تناظر فوق پارچه دو بین توان می

: نوشت توان می صورت دراین واحد. عنصر درنزدیکی است عضوی R ∈ SO(n) که کنید فرض حال

R = I + L (٧)

متقارن پاد ماتریس یک L یعنی L+ Lt = 0 که آید می بدست براحتی RtR = I رابطه از صورت دراین . است کوچکی ماتریس L درآن که

از: است عبارت پادمتقارن های ماتریس برای پایه یک داد. بسط پادمتقارن های ماتریس از ای پایه برحسب را L توان می است.

Mij := Eij − Eji i, j = 1ton (٨)

SO(n) گروه بعد بنابراین است. یک با برابر درایه این و است واقع ام j ستون و ام i سطر در آن صفر غیر تنهادرایه که است ماتریسی Eij درآن که

.n(n− 1)/2 با است برابر

Differentiable Manifold٢
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نوشت توان می صورت دراین

L = ϵθijMij (٩)

اعضایی تمام برای که کند می تضمین SO(n) بودن لی گروه صورت دراین کند. می راتضمین L کوچکی که است کوچک پارامتر یک ϵ درآن که

: نوشت بتوان نیستند،  کوچک نهایت بی ولزوما هستند واحد عنصر از همسایگی دریک که

R = lim
N−→∞

(I +
1

N
θijMij)

N = eθijMij . (١٠)

می SO(n) گروه های مولد را Mij بپوشاند. را صفر اندازه با ای مجموعه بجز را SO(n) گروه تمام تواند می فوق همسایگی که کنیم دقت باید

نامند.

رابطه از استفاده با دارد. هااهمیت مولد این جابجایی رابطه که دانیم می لی های جبر و لی گروه های نظریه از

[Eij , Ekl] = δjkEil − δliEkj (١١)

آورد: بدست را ها مولد بین رابطه توان می

[Mij ,Mkl] = δjkMil + δilMjk − δikMjl − δjlMik. (١٢)

کنید. ثابت را بالا رابطه تمرین:  n

گروه یک های مولد دیفرانسیلی نمایش ۴

مشتق و حقیقی توابع فضای دهیم. نشان دیفرانسیلی های عملگر صورت به را G لی گروه یک های مولد که داریم احتیاج موارد دربسیاری

صورت دراین . f ∈ C(M) که کنید فرض است. برداری فضای یک حال درعین مجموعه این دهیم. می نشان C(M) با را M روی پذیر

هر ازای به که صورت ین ا به داد نمایش فضا این روی را G گروه توان می است. M روی پذیر مشتق و حقیقی تابع یک f : M −→ R

کند: می عمل زیر ترتیب به که کرد تعریف U(g) : C(M) ∈ C(M) مثل عملگری g ∈ G

U(g) : f −→ f ′ | f ′(x) ≡ (U(g)f)(x) := f(g−1(x)) (١٣)

۴



نقطه به xi مختصات با ای نقطه g عنصر اثر تحت صورت دراین . g = I + θαTα یعنی است واحد نزدیکی در عضوی g که کنید فرض حال

: نوشت و داد بسط گروه پارامترهای برحسب را (δx)i توان می شود: می نگاشته x′i = xi + (δx)i بامختصات نزدیکی درهمان ای

(δx)i = θαξiα(x) (١۴)

: داشت خواهیم درنتیجه

(gx)i = xi + θαξiα(x) (١۵)

(g−1x)i = xi − θαξiα(x) (١۶)

(١٧)

فضای روی Tα مولد نمایش Tα درآن که U(I + θαTα) = id + θαTα نویسیم می U(g) بجای و کنیم می جایگزاری (13) رابطه در حال

: است توابع

f(x) + θα(Tαf)(x) = f(xi − θαξiα) = f(x)− θαξiα
∂

∂xi
f (١٨)

: آوریم می بدست دیفرانسیل های عملگر بصورت را ها مولد نمایش θα ضرایب بامقایسه

Tα = −ξiα
∂

∂xi
(١٩)

را دوران گروه های مولد دیفرانسیلی نمایش درزیر . است صحیح کند می عمل دیفرانسیل خمینه یک روی که لی گروه هر برای رابطه(19)

: آوریم می بدست

آورد. بدست گروه اثر تحت را مختصات کوچک نهایت بی تغییر بایست می تنها مولد هر دیفرانسیلی نمایش برای است معلوم (19) رابطه از

: داریم دوران مورد در

ψk
ij = δki x

j − δkj x
i (٢٠)

: داشت خواهیم نتیجه در نوشت. پایین یا بالا را شاخص هر توان می نداردو اهمیت ها اندیس جای اقلیدسی فضای درمورد که کنید توجه

Mij = −ξkij
∂

∂xk
= xi∂j − xj∂i (٢١)

۵



انتقال گروه دیفرانسیلی های مولد ١ . ۴

به آنها دیفرانسیلی نمایش که است مولد n دارای بعدی n فضای در انتقال گروه آورد. بدست را انتقال گروه های مولد توان می ترتیب همین به

بود: خواهد زیر صورت

Pi = −∂i (٢٢)

مقیاس تغییر گروه دیفرانسیلی لد مو ٢ . ۴

کند: می عمل زیر ترتیب به Rn فضای روی s ̸= 0 ∈ S عضو هر و ندارد بیشتر پارامتر یک S با را آن که مقیاس تغییر گروه

s : x −→ sx (٢٣)

.x′i = xi + ϵxi درنتیجه و s = 1 + ϵ کوچک نهایت بی تبدیلات برای

: داریم و است گروه این پارامتر تنها ϵ

ξi = xi (٢۴)

از: بود خواهد عبارت دهیم می نمایش S با نیز را آن که مقیاس تبدیل گروه مولد تنها دیفرانسیلی نمایش بنابراین

S = −xi∂i (٢۵)

لورنتز گروه ۵

داخلی ضرب یک متریک این است. شده مجهز η = diagonal(1,−1,−1, · · · − 1) متریک با که است Rn+1 فضای مینکوسکی فضای

: نویسیم می زیر شکل به را آن که کند می تعریف فضا های بردار بین طول یا

⟨x, y⟩ = ηµνx
µyν (٢۶)

های درایه که آن معکوس و متریک این با دهیم. می نشان ηµν با را متریک های درایه و xµ, µ = 0, 1, 2, · · ·n با را نقطه هر مختصات

.ηµ,νην,α = δµα : داریم برد. پایین و بالا را ها شاخص توان می دارد ηµ,ν

۶



زیر دررابطه Λ : Rn+1 −→ Rn+1 : x′µ = Λµ
νx

ν لورنتز تبدیل هر ندهد. تغییر را دوبردار بین داخلی ضرب که است تبدیلی لورنتز تبدیل

کند: می صدق

ηµνΛ
µ
αΛ

ν
β = ηαβ (٢٧)

نوشت توان می لورنتز: کوچک نهایت بی تبدیلات

λµν = δµν + Lµ
ν (٢٨)

رسید: زیر نتیجه به بالا رابطه در آن جایگذاری با و

Lµν + Lνµ = 0 (٢٩)

بسط پایه عناصر برحسب را L ماتریس توان می است. پارامتر n(n+1)/2 دارای لورنتز گروه بعدی n+1 درفضای که دهد می نشان رابطه این

هرکدام که دید براحتی توان می سازند. می جبر این برای مناسب پایه یک شوند می نامگذاری شاخص دو با کدام هر که زیر های ماتریس . داد

دارند: را (29) خاصیت ها ماتریس این

M0i = E0i + Ei0 i = 1, · · ·n

Mij = Eij − Eji i, j = 1 · · ·n (٣٠)

: داشت خواهیم آورد. بدست توان می براحتی را ها ماتریس این جابجایی رابطه

[Mij ,Mkl] = δjkMil + δilMjk − δikMjl − δjlMik

[M0j ,Mkl] = δjkM0l − δjlM0k

[M0j ,M0l] = Mjl. (٣١)

کنید. ثابت را بالا روابط تمرین:  n

: نوشت زیر شکل به را فوق جابجایی روابط تمام توان می

[Mµν ,Mαβ ] = ηναMµβ + ηµβMνα − ηµαMνβ − ηνβMµα (٣٢)

٧



کنید. ثابت را بالا رابطه تمرین: n

شرط در که است ماتریسی L آن مطابق که کنیم توجه (٢٩) رابطه به که است آن بالا روابط و لورنتز گروه های مولد آوردن بدست دیگر راه یک

Mµν هر که کنید دقت دهیم. می نمایش {Mµν = −Mνµ}, µ, ν = 0, 1, · · ·n با را ها ماتریس این پایه کند. می صدق Lµν +Lνµ = 0

یعنی دارد: ها ماتریس این برحسب بسطی L و است ماتریس یک خود

L = ωαβMαβ (٣٣)

تنها هستند: چه (Mµν)αβ یعنی ها ماتریس این های درایه که بدانیم خواهیم می حال .n(n + 1)/2 با است برابر ها ماتریس این تعداد

است: این نوشت (Mµν)αβ های خاصیت با تانسور یک تانسور این از توان می که راهی تنها بنابراین هست ηµν داریم دردست که تانسوری

(Mµν)αβ = ηµαηνβ − ηµβηνα (٣۴)

آورد. بدست را (٣٢) جابجایی روابط تمام توان می رابطه ازاین

لورنتز گروه دیفرانسیلی های مولد ١ . ۵

کند: می تبدیل را مختصات زیر صورت به لورنتز کوچک نهایت بی تبدیل یک

xµ −→ x′µ = Λµ
νx

ν = (δµν + Lµ
ν )x

ν = xµ + δxµ (٣۵)

که دانیم می اما

δxµ = Lµ
νx

ν = ωαβ(Mαβ)
µ
νx

ν = 2ωµ
νx

ν (٣۶)

: آوریم می بدست (١۵) با بامقایسه بنابراین بنابراین ست. ا شده استفاده (٣۴) رابطه از آخر قسمت در که

ξµαβ = (Mαβ)
µ
νx

ν (٣٧)

: آوریم می بدست (١٩) رابطه از استفاده با درنتیجه و

Mαβ = −ξµαβ∂µ = −(Mαβ)
µ
νx

ν∂µ = xα∂β − xβ∂α (٣٨)

٨



یعنی

Mαβ = xα∂β − xβ∂ (٣٩)

آورد. بدست را ها مولد بین جابجایی روابط تری راحت روش به توان می [∂µ, xν ] = ηµν که واین رابطه این از استفاده با حال

چهاربعد در لورنتز گروه های نمایش کلی ساختمان ۶

داد: نشان زیر شکل به توان می را لورنتز گروه های مولد بعد چهار در

k1 :=



0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


k2 :=



0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0


k3 :=



0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0


(۴٠)

J1 :=



0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0


J2 :=



0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 1 0 0


J3 :=



0 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0


(۴١)

تر: فشرده صورت به یا

Ki := E0i + Ei0 i = 1, 2, 3 (۴٢)

Ji := ϵijkEjk (۴٣)

است: زیر شکل به ها مولد این جابجایی رابطه

[Ki,Kj ] = ϵijkJk

٩



[Ki, Jj ] = −ϵijkKk

[Ji, Jj ] = −ϵijkJk (۴۴)

شود: می نوشته زیر صورت به چهاربعد در لورنتز گروه عضو هر

Λ = e
−→
θ ·J+

−→
β ·K (۴۵)

هستند. ٣ خیز پارامترهای −→β و دوران های پارامتر ها −→
θ درآن که

0 ≤ −→
θ ≤ π و 0 ≤ −→

β <∞ بردار دو این اندازه چنین هم دهند. می نشان را دوران جهت −→
θ بردار جهت و لورنتز خیز جهت −→

β بردار جهت

دهند. می نشان را دوران و خیز اندازه

ساخت: زیر شکل به ها مولد این از جدیدی ترکیب توان می

Ak :=
1

2
(Jk +Kk) Bk :=

1

2
(Jk −Kk) (۴۶)

است: زیر شکل به جدید های مولد جابجایی رابطه که شود می معلوم براحتی

[Ai, Aj ] = iϵijkAk

[Bi, Bj ] = iϵijkBk

[Ai, Bj ] = 0 (۴٧)

کاهش های نمایش از بااستفاده توان می درنتیجه است. یکسان su(2)⊕ su(2) جبر با چهاربعد در لورنتز گروه جبر که دهند می نشان روابط این

ساخت. را لورنتز گروه های نمایش درنتیجه و جبر ناپذیر کاهش های نمایش su(2) جبر ناپذیر

SL(2, C) گروه با لورنتز گروه که دهیم می نشان درواقع دهیم. نشان را تناظر این توانیم می نیز دیگر روش یک به ها نمایش این ساختن از قبل

روشی به شبیه کاملا ۴ اثبات روش است. یکسان su(2)⊕ su(2) جبر با لورنتز جبر که دهد می نشان باردیگر یک امر این خود که است یکسان

دو هرمیتی ماتریس xµ چهاربردار هر ازای به که ترتیب این به شود،  می کاربرده به SU(2)/Z2 گروه و SO(3) گروه تناظر اثبات برای که است

Boost٣

Special Linear Group of Complex 2*2 matrices۴
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کنیم: می تعریف زیر شکل به ای بعدی

P =

 x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

 (۴٨)

تبدیل یک توان می ،x −→ x′ = Λx لورنتز تبدیل ازای به حال .det(P ) = xµxµ که است خاصیت این دارای چنین هم ماتریس این

کرد: اعمال زیر شکل به ماتریس این روی

P −→ P ′ = U(Λ)PU †(Λ) (۴٩)

نیز P که است واضح است. SL(2, C) گروه به متعلق ماتریس یک یعنی است یک دترمینان با مختلط دوی در دو ماتریس یک U(Λ) درآن که

همان با x′ چهاربردار یک با توان می نیز را P ′ ماتریس بنابراین .det(P ′) = det(P ) = xµxµ داریم چنین هم است. هرمیتی ماتریس یک

یعنی: کرد متناظر x چهاربردار طول

P ′ =

 x′0 + x′3 x′1 − ix′2

x′1 + ix′2 x′0 − x′3

 x′µx′µ = xµxµ (۵٠)

که شوند گرفته درنظر نیز لورنتز متوالی تبدیلات که است لازم تناظر این بودن کامل برای است. x ر چهاربردا یافته دوران x′ چهاربردار یعنی

شود: می زیر رابطه به منجر امر این

U(Λ)U(Λ′) = U(ΛΛ′) (۵١)

کنیم: می تعریف را زیر های ماتریس نوشت: نیز کاملتری شکل به را بالا رابطه توان می باشد. لورنتز گروه از نمایش یک بایست می U(Λ) یعنی

σµ := (σ0, σ1, σ2, σ3) (۵٢)

نوشت: زیر شکل به را P توان می .σ0 = I درآن که

P = xµσµ (۵٣)

کنیم: می تعریف چنین هم

σµ := (σ0,−σ1,−σ2,−σ3) (۵۴)
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که کرد تحقیق توان می براحتی

tr(σµσν) = 2ηµν . (۵۵)

دریافت توان می فوق روابط تلفیق با آورد. بدست U(Λ) های درایه و Λ لورنتز ماتریس یک های درایه بین مستقیمی رابطه توان می درنتیجه

: که

x′µ =
1

2
tr(σµUσνU

†)xν (۵۶)

لورنتز جبر های نمایش ١ . ۶

لورنتز گروه ناپذیر کاهش نمایش هر بنابراین شود. می مشخص صحیح نیمه عدد یک با su(2) گروه ناپذیر کاهش نمایش هر که دانیم می

با را su(2) گروه برای j اسپین نمایش گر ا تر دقیق عبارت به شود: می مشخص (j, j′) مثل مشخص صحیح نیمه عدد زوج یک با درچهاربعد

: آنگاه دهیم نمایش Uj

U(j,j′)(Aa) := Uj(A)⊗ I , U(j,j′)(Ba) := I ⊗ Uj′(Ba) (۵٧)

.(2j + 1)× (2j′ + 1) با است برابر (j, j′) نمایش هر بعد

کنیم. کر ذ صراحتا را آن خلاف آنکه مگر است ناپذیر کاهش نمایش ما منظور کنیم می نمایش از صحبت هرجا درزیر

لورنتز گروه بدیهی نمایش همان و است بعدی یک نمایش این .Ai = Bi = 0 درآن که است (0, 0) نمایش لورنتز گروه نمایش ترین ساده -

شود. می داده نسبت یک عدد گروه عضو هر به که است

: داریم درآن و است دوبعدی نمایش این . Bi = 0 و Ai =
1
2σi نمایش دراین . است (1/2.0) نمایش بعدی نمایش -

Ka =
1

2
σa Ja =

−i
2
σa (۵٨)

آید: درمی زیر صورت به نمایش دراین لورنتز تبدیل یک (۴۵) رابطه به توجه با
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U(1/2.0)(Λ) = e
1
2 (
−→
θ −i

−→
β )·−→σ (۵٩)

خواهیم و است بعدی دو نیز نمایش این . Ai = 0 و Bi =
1
2σi نمایش دراین .(0, 1/2) نمایش از است عبارت دیگر نمایش یک -

داشت:

Ka =
1

2
σa Ja =

i

2
σa (۶٠)

آید: درمی زیر صورت به نمایش دراین لورنتز تبدیل یک (۴۵) به توجه با

U(1/2.0)(Λ) = e
1
2 (
−→
θ +i

−→
β )·−→σ (۶١)

: داریم نمایش دراین گیریم. می درنظر را (1/2, 1/2) نمایش حال -

Ka :=
1

2
(σa ⊗ I + I ⊗ σa) Ja =

−i
2
(σa ⊗ I − I ⊗ σa) (۶٢)

مختلف مختصات های دردستگاه که کرد تعریف میدانی توان می هرنمایش با مطابق شوند. می ساخته ترتیب همین به نیز دیگر های نمایش همه

البته دهیم. ربط شناسیم می که تری ساده و معروف های نمایش به توان می را فوق شاخصی دو های نمایش شود. می تبدیل نمایش آن طبق

یک جلد واینبرگ میدان نظریه کتاب به موضوع این تر کامل و بهتر فهم برای تواند می خواننده کنیم. می اشاره فقط موضوع این به جا دراین

کند. مراجعه ٢٢٩ صفحه
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