
����� ����	�
 �� ���� � � �����
��� ������	
 �� ���� �	��� ���� ���� ���� �� ��� ����� ����� ��  !���"� ���#
 �$��% �&'
 �(% )���� �� *�$
�� ��  ����+,��� )�����&� -���'  � .��� ����
  �����/�� 0#���� �	��� )�� �12� �/3� ��4	���� ��$�5 -�&�6$ 7�8
�� ���� �
 ���� �	��� )�� ��  9:� ���' -�&&� ��� *�; �</<= )�� �����3 �� �&���!  � �����  1>?  ��&'
 �	��� )��
�� -�&'�� .��! @��� )���3 �A� �!  <��?  1/3 ����+,��� ���� �	��� )���<$ �$ ���' -�'�� .��! �!  <��? ����+,���

-�'�� BC� D�% ��3 ���3 �� ����!  � �����  !���"� E��3 ��  ��&'
 F� G�H�$

����� ������ �

�� ��' �%�� k �A�  I/I; ��� .�J�$ a|b �/6���  � # ���<'  � �� b K/I; ��� a K/I; ��� �/��J  � � �����
-a � b �/6���  � �'�>� )/&L .�J�$ -b = ka ��  <6?

-6 � 8 # 5 | 115 )�����&�

-��' .��<' � ��3 # F� ��� M��! �4&! .�J�$ ��'  � .����3 G#� p ��� ������

-��� ���
 ��� �/9? N�>O�

���	

-a|c .���
 P b|c # a|b .�J�$ ����

-a|xb + yc .���
 P�&'�� K/I; ��� #� x, y # P a|c # a|b .�J�$ �

-a = b .���
P b|a # a|b �J� ��

���?�� b|n �� # a|n �' #� ��  Q� �<�H  &:� -���<'  � �� n ��� b �� a ���#� ��  Q� �R<�H .���
 P ab|n .�J�$ ��
-��� �&$��3

�I! �4&! M6� )�� -���� ��3 G#� ��$ ���� �6H��  ���Q�  ��= M6� n ∈ Z K/I; ��� �$ ���� ����� ��	

�� K/I; ����$ �$ ���� �,���S ��Q�� �� ���� ��� *�;�� ���� N��>� �� -�6/� ��Q� ��3 G#� ��$ ���� ��$ �,���S

T



U��� ��V+! ��� N��; �� G#� ��$ ���� ��  ���Q� �Q' �� ���!  �

n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k W1X

-�&�6$ G#� ����� �$ pi �
�� ��

������ ����� !" # �$ %�	�����
 &�'( �

k �A�  I/I; ��� �Q&��  &:� Pn|a− b .�J�$ �&�6$ ��� �$ �� .���</?�� �$ n Y&� �� b # a K/I; ����� �/��J  � ������
����� 7�<! �/!�! )��� # ��� ���� �$ ����� F� ����� )�� �� ��� K=�# -a − b = kn ��  <6? �� �'�� ��'�� ��S#
����� )�����&� -�/$�  � ��,� [i] �� �� i �� .���</?�� �$ 0@� -���'  � ���%� n Y&� �� .���</?�� �$ ��$ 0@� �� K/I;

[i] = {i, i + n, i + 2n, i + 3n, · · ·}. W2X

 &:� -n �� ��� ����� �$ 0@� ���:!

[0] = {0, n, 2n, 3n, · · ·}
[1] = {1, 1 + n, 1 + 2n, 1 + 3n, · · ·}
[2] = {2, 2 + n, 2 + 2n, 2 + 3n, · · ·}
· · ·
[n − 1] = {n − 1, n − 1 + n, n − 1 + 2n, n − 1 + 3n, · · ·}. W3X

Zn�� ���� N��>� �� -�/$�  � B��<� Zn �� ��� .�' �"	� �
 �#� Z �� ��  :<S �<� �� �� �$ 0@� )�� ���<+�
U �����

[a] + [b] := [a + b] W4X

-��� [n − i] P [i] �A� �9��$ 0�Q:� �9� # [0] �
  A&3 �9� �� ��'  �  1�
 .#�J F� �� ���>! Zn Z��:! )�� ��
�/6���  � Zn = {0, 1, 2, · · ·n− 1}[N��; ��  J��� �� �� Zn .#�J # �/&�  � ��� *�; ����� ��@� )�'�� �� 8R �<:�

-��'  � 7�+�� n[Y&� �� \<S �
�� ��

)�� -���<,� �� ���#��$ �� ���  I/I; ��� )���J�V� P b # a K/I; ��� #� ]��,� �/1� 7�6"� ���J�V� ������
�/1� 7�6"� )���J�V� ��&:� �� greatest common divisor  6/1��� ^_	 �� gcd �
�� �� �/$�  � ��,� gcd(a, b) �� �� ���
����� )��  ���% ���� �� -gcd(a, b) ≥ r .���
 r|b # r|a �� �/'�� ��'�� r �A� ���� �J� )�����&� -��� .�' ��%�J ]��,�

`



�� �����QL�� ��� #� �
 �/1� 7�6"� )���J�V� �� ��� )�� �R<�H P���<,� �� b # a �[�� Pr �A� ���� �J� �� �&��J  � ��$
U������a  � �/_� # �4� �/9? F� ��/� �� �+&���� -��� �#�6� �
 ��

��� N��; �� �� �
 ���!  � �� ���  �>A� K/I; ��� )���QL�� a, b ��� #� ]��,� �/1� 7�6"� )���J�V� ���	

U �'��

gcd(a, b) = xa + yb x, y ∈ Z. W5X

��,� -�'�� 7�% )�� �� �� �
 ����� �� �'��  �>A� K/I; ��� )���QL�� s = xa + yb ��� �� �/&� b�% ������
�� ��� �/$��3

s ≤ gcd(a, b) , gcd(a, b) ≤ s W6X

)���J�V� Z��:!���&� �� �/&�  � �S�! ��� )�� ���� - gcd(a, b) = s �� �%�J �/$��3 �+/�� T �/9? �� c���� �+�
�� #
]��,� �/1� 7�6"�

gcd(a, b)|a , gcd(a, b)|b W7X

�$�  � �+/�� �� gcd(a, b)|s �� # gcd(a, b)|xa + yb PT �/9? �� �S�! �� �+/����

gcd(a, b) ≤ s. W8X

�� ���&:� )�� �� ]��,� �/1� 7�6"� )���J�V� Z��:! �� �S�! �� �� s|b # s|a �� �/$�  � ��,� G�H

s ≤ gcd(a, b). W9X

�/9?# gcd(a, b) = s �� �/��  � �+/�� )�� �� ��  1>? ����� �� �
 �/��!�� �/$� ��,��� �/3� ����� �I; .�J�$ )�����&�
N��; )���� - �'�>� )/&L �� �/&�b�% -���'  � ����� Z13 ��$�� �� P s|a �� )�� ���� ��,� ���� ��� -��'  � ���O

�'�� �/$��3

a = ks + r, W10X

�'�� �/$��3 )�����&� -�&�  � d�; 0 < r < s �'�� �� ���  I/I; ��� r �
�� ��

r = a − ks −→ r = a − k(xa + yb) = (1 − kx)a − kyb W11X

�/	#� b�% Z	�C� �� �'�� b # a  �3 �/��! N��; �� �� �
 ���!  � �� ��� ��%�� s �� ��QL�� �>A� ��� F� )�����&�
G8���� e�� )/<$ �� -s|a �� ���/J  � �+/�� )�����&� -��� .��� �/;�3 )�� �� ��� )���QL�� s �� )����  &>� ����

f



-��'  � ���� �/9? N�>O� �/!�! )�� �� -s|b �� ���/J  � �+/��

-c|gcd(a, b) .���
 P c|b # c|a �� �/&� b�% ���	


-��� K=�# �/9? )�� Pgcd(a, b) = xa + yb �� )�� �� �S�!�� ������

�/'�� ��'�� �J� M"%# �J� ���� ��S# a−1 mod n N��; )���� -�&'�� K/I; ����� a # n > 1 �� �/&� b�% ���	

-�&'�� G#� �$ �� �>6� n # a �J� M"% # �J� �Q&��  &:� Pgcd(a, n) = 1

�� �S�! �� )�����&� - 1 = a−1a− kn �+�
 �� # a−1a = 1 + kn ���/J  � �+/�� �'�� ��'�� ��S# a−1 mod n �J� ������
�� xa = 1 + yn �+�
�� # 1 = xa + yn .���
 �'�� gcd(a, n) = 1 �J� gQ��� - 1 = gcd(a, n) �� ���/J  � �+/�� ??�/9?

-��� a−1 mod n ��<$ x �� ���&:� )�� ��

-����Q� n Y&� �� ��� a  ��= 0�Q:� .���
 P��� G#� n �� �>6� �� �'�� .��C	� ��� F� a .�J�$ ��	


�� ���/J  � �+/�� N��; )���� -b′ = a−1 mod n # b = a−1 mod n �� �/&� b�% ������

ba = 1 + kn , b′a = 1 + k′n W12X

���#
  � ���� �
 �� ��

(b − b′)a = (k − k′)n −→ b − b′ ≡ 0 mod n −→ b = b′ mod n. W13X

���#� ]��,� �/1� 7�6"� )���J�V� )�%�� ���� 0�/1?� ������	
 ��&>� �� ������a  �  <h 4� �/9? ��/� �� �S )����
-���

-a = kb + r  &:� �'�� b �� a �/6"! .���</?�� r �� �/&�b�% # �&'�� �>A� K/I; ����� a ≥ b �� �/&�b�% ���	

N��; )����

gcd(a, b) = gcd(b, r). W14X

�� �/���  � G�H -m := gcd(b, r) # M := gcd(a, b) �/$�  ����?  J��� ���� ������

m|b , m|a (since a = kb + r) −→ m ≤ gcd(a, b) = M. W15X

i



�� �/���  � ���� *�j ��

M |b , M |r (since r = a − kb) −→ M ≤ gcd(b, r) = m. W16X

-m = M )�����&�

������ ��	
��� ���

F<� �� -�#�  � ��� �� ��� #� F���,� �/1� 7�6"� )���J�V� )�%� � ���� �� ���  <�����	
 P0�/1?� �� ����	

�/$��3  �  &: � -�%� � �� b # a ��� #� ]��,� �/ 1� 7�6"� )�� � J�V � ��� 1<S�&L ���� �� ��� !  � �� ���� 	
 )��

U������ D�' �� ������	
 �H��� -�/&� ��/a ������	
 )�� �� ��M ≡ gcd(a, b)

-M = gcd(b, r1) �/$� ���? N��; )���� -��� �$��3 r1 .���</?�� - �/&� �/6"! b �� �� a k T

-M = gcd(r1, r2) N��; )���� -��� �$��3 r2 .���</?�� - �/&� �/6"! r1 �� �� b k `

-M = gcd(r2, r3) N��; )���� -��� �$��3 r3 .���</?�� - �/&� �/6"! r2 �� �� r1 k f

--------------

-�/��� rk = 0 �� �! �/$� �������"�
 �� �<� )��

M := gcd(128, 62) ��� ����

128 = 2 × 62 + 4 −→ M = gcd(62, 4)

62 = 15 × 4 + 2 −→ M = gcd(4, 2) = 2. W17X

M := gcd(150, 66) ��� ����

150 = 2 × 66 + 18 −→ M = gcd(66, 18)

66 = 3 × 18 + 12 −→ M = gcd(18, 12)

l



18 = 1 × 12 + 6 −→ M = gcd(12, 6) = 2. W18X

�'�� s = xa + yb N��; �� �� �
 ����� �� s K/I; ��� )���QL�� )/&L �$ ���!  � 0�/1?� ������	
 �� .��_��� ��
G�A� #� ���� �� ��� )�� -���  j 0�Q:� N��; �� �� 0�/1?� ������	
 �H��� �� ���  %����� )�� ���� -��#
 ���� ��

-�/$�  � ��,� 8��

��� ����

2 = 62 − 15 × 4

= 62 − 15 × (128 − 2 × 62)

= 31 × 62 − 15 × 128. W19X

��� ����

6 = 18 − 12

= 18 − (66 − 3 × 18)

= 4 × 18 − 66 = 4 × (150 − 2 × 66) − 66

= 4 × 150 − 9 × 66. W20X

)�� �� �R &<= -��� 7�+�� ��� !  � P ��� b # a ����� ��$ �/ � G�j L �
�� �� O(L3) ������ �� 0�/1 ?� � � ���� 	

�� )�����&� -�'�� gcd(a, n) = 1 �� ���� ��S#  !��;�� ��� )�� ���� P��� .��_��� a−1 mod n )�%�� ���� ���!  � ������	

�'�� �/$��3 �+/���� -�&&� d�; 1 = xa + yb ����� �� �� �/&�  � ��/a �� �� y # x ����� 8�� �#� �� 0�/1?� ������	


xa = 1 − yn −→ x = a−1 mod n. W21X

U��� �H �� ��� �	��:� # �%� �!��% 7�? F� �$ )�� �� ���!  �

ax + b = c mod n W22X

U�/&�  � �<� ��� �/!�! �� �	��:� )�� �H ���� -��� gcd(a, n) = 1 �
�� ��

ax = c − b mod n −→ x = a−1(c − b) mod n. W23X

m



�/9? F� ���&� �I! �
 �/<$� �� ��� e�=�� )�� -��� �H �� d�% e�� ��  !8��:� .����� # �%� �!��% ���!  � �$���
-��'  � ��/� ���J��S

���� ��� ��!"� m1, m2, · · ·mn ��!"� �# !�$# %�& �Chineese Reminder Theorem �$�' (�) *!+�,�
�- ��	

�.���� *�/0�� �12 3��1� 4gcd(mi, mj) = 1 ∀i, j � !$5�-

x = a1 mod m1

x = a2 mod m2

x = a3 mod m3

· · · = · · ·
x = an mod mn W24X

4���M = m1m2m3 · · ·mn 6$� �- �07� �28 �� (�1��

9�1�� �� mi 6$� �- Mi �:�0+1� 4!$0�) ��� ;) �- ���+ mi � Mi �12 3��1� 4Mi = M
mi
;�)� ��1��
 ������

;�1�� �:0�+1� 4;�)� �� <��,+ Ni �- �1 9= �# �1��

MiNi = 1 mod mi W25X

;�)� �� 1��
 ���

x :=
∑

i

aiMiNi W26X

�!+��
�- ��> ?-�� 1 �# �25 �� *!�� �0���-

MiNi = 1 mod mi

MiNi = 0 mod mj W27X

��5�� ;�)�2@ �A-�1 �� 3�� �:�0+1�

x = ai mod mi ∀i W28X

9�,) >� (�/�� B� x′ �# ;�$# �� %�& 9= ���07� 9��� 9�C+ (��- 4��� (24X �.���� *�/0�� >� B� �� xD���� 3�� �-
E�5�� ;�)�2@ �12 3��1� 4!5�- �.���� *�/0��

x − x′ = 0 mod mi ∀i

�7$�� �$��

x − x′ = k1m1

n



x − x′ = k2m2

x − x′ = k3m3

· · · = · · ·
x − x′ = knmn W29X

3�� >� �-�28���) �# 3�� �$�� ;�$# �-�� ;�0��2@ �� �# �2- (F�' 9�,) 3�� � x − x′ = kM ;�1�= �� ��!- 9= >� �#
4!$0�) (���� �/�!7��- M 6$� �- *�/0��

�;�1�� G��0�� *��� ;� �� �- ��H+ 4;�>���I �� ���& �'2# ��	
 �- J2�2� �/�� ;K� � !�L� ��	
 �� 9��- �- �����1�

4p|
(

p
k

)
�12 3��1� 4!5�- {1, 2, ·p− 1} �"2,:� �- MN�0� ��!"� >� �7� k � ��� �!" �� p �# !�$# %�& �;�

�# ;�+�� �� ������

p(p − 1)(p − 2) · (p − k + 2)(p − k + 1) =
(

p
k

)
k(k − 1)(k − 2) · · · 3.2.1 W30X

!+�2� �,+ p ��� 4�1�,C- ����- �� F�+ �1 ���1 O�P QI 4�1�,5 �� �1 .�- (���� R' O�P p �# ;�$# �� �82� ���
4�1�,C- �1

(
p
k

)
����- �� p ET ��	
�-�$- E 3���-�$- E�1�,C- �1 K := k(k − 1)(k − 2) · 3.2.1

�12 3��1� 4!5�- ���� �!"�) a � ��� �!" �� p �# !�$# %�& ����& �'2# ��	


ap = a mod p. W31X

3��1� 4ap = a mod p �# !�$#%�& ��� 41p = 1 mod p �# ;�+�� �� 4;�$# �� *��L0�� ��S0�� >� ����� (��- ������
�12 

(a + 1)p =
p∑

k=0

(
p
k

)
ak

= 1 + ap mod p W32X

�# ;���T �� �:�0+ � ;�$# �� *��L0�� ��S0�� %�& >� �$�� 4;�� *��# *��L0�� T-` ;� >� 9=1� �#

(1 + a)p = 1 + a mod p. W33X

��� 9= �- ���+ �# ;���T �� n >��07'2# ��� ��!"� ��!�� �1 φ(n) 4��� �0��� ��� �!" n �# !�$# %�& ������
4φ(7) = 6 � φ(4) = 2 ���� 9�2$" �- 4!$5�-

o



��� �!"�) � p ��� �!" �) (�>� �- �# ��# �-�� 9�2� �� �0���- 4φ(p) = p− 1 ;�1�� E p ����!" �) (��- �# ��� ;N��
���# �-�� �1 ��> ��	
 9�2� �� �$�' (�) *!+�,�
�- ��	
 >� *��L0�� �- ��� 4φ(pα) = pα−1(p − 1) α����

4φ(ab) = φ(a)φ(b) *�/+= !$5�- �� � ;) �- ���+ b � a *�T�) ���	


������
*�/+= 4��� ��� n �- ���+ a �# !�$# %�& � �N��� ��	


aφ(n) = 1 mod n. W34X

� ����

n = 5 a = 2 −→ φ(5) = 4 −→ 24 mod 5 = 16 mod 5 = 1

n = 6 a = 5 −→ φ(6) = 2 −→ 52 mod 6 = 25 mod 6 = 1 W35X

�� *��L0�� α (�1 ��S0�� >� 1�# 3�� (��- 4;�$# �� �-�� ��� n = pα �12 �- n �# �0��� (��- �1 ��	
 ��H+ � �����
4���& �'2# ��	
 9�,) F8 ���+ (F�' �# aφ(p) = ap−1 = 1 mod p �# ;�+�� �� α = 1 (��- 4;�$#

�$�� E!5�- ��� α ≥ 1 (��- ��	
 �# !�$# %�& ���

aφ(pα) = 1 mod pα, W36X

�# ���$�� 3�� �- �#

aφ(pα) = 1 + kpα mod pα. W37X

�# ;���T �� �:�0+ �A-�1 3��>�

aφ(pα+1) = apα(p−1) = aφ(pα)p = (1 + kpα)p

=
p∑

j=0

kjpjα

(
p
j

)
. W38X

�# ;���T �� �:�0+ pα|pjα ∀j = 1, 2, · · ·p − 1 � p|
(

p
k

)
∀j = 1, 2, · · · p − 1 92' ���

aφ(pα+1) = 1 + pα+1R −→ aφ(pα+1) = 1 mod pα+1. W39X

� J�,��+ UUUUUUUUUU 4;�>���I �� �N# ���� ����� �- ���
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n �/�� �1��" �- 4!+1�� 9�1�� 2	" n 6$� �- �# ��� Zn 1� (��!"� J�,� �"2,:� Z∗
n � �����

4!$0�) ��� n �- ���+ �# ��� Zn 1� (��!"�
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Z∗
6 = {1, 5} Z∗

10 = {1, 3, 7, 9}. W40X
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r
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p = 3, α = 2 pα = 9, φ(pα) = φ(9) = 6,−→ d = 1, 2d = 2. W47X
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∗ = {1, 2, 4, 5, 7, 8} W48X
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