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H =
P 2

1

2m
+
P 2

2

2m
− Ze2

r1
− Ze2

r2
+

e2

|r1 − r2| = H0 +H1. F1C
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Ψn,l,m(r1, r2) = ψn1,l1,m1(r1)ψn2,l2,m2(r2), F2C
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+
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)(Zα)2mc2. F3C
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Ψs
n,l,m(r1, r2) =

1√
2

(ψn1,l1,m1(r1)ψn2,l2,m2(r2) + ψn1,l1,m1(r2)ψn2,l2,m2(r1))χsinglet, F4C

�

Ψt
n,l,m(r1, r2) =

1√
2

(ψn1,l1,m1(r1)ψn2,l2,m2(r2 − ψn1,l1,m1(r2)ψn2,l2,m2(r1))χtriplet, F5C

�*�� ��

χsinglet =
1√
2
(|+,−〉 − |−,+〉), F6C

�

χtriplet =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

|+,+〉,
1√
2
(|+,−〉 + |−,+〉),

|−,−〉

F7C
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En = En1 + En2 = −1
2
(

1
n2

1

+
1
n2

2

)(Zα)2mc2. F8C
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φs
0 = ψ1,0,0(r1)ψ1,0,0(r2)χsinglet = ψ1,0,0(r1)ψ1,0,0(r2)

1√
2
(|+,−〉 − |−,+〉). F9C
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E�� %#� ����� %��5 ��� ����

E0 =
−1
2
mc2(Zα)2 − −1

2
mc2(Zα)2 = −8 × 13.6 ev = −108.8 ev. F10C

"Q�� �  8�� n = 2 %��5 �� ����� � n = 1 %��5 �� �� ���.D�� !� �D� �� �	8 �� %#�� �.7� �.N����� %��5 �����
E��  ����� %��5 ����� ���� ��� %��5

φs
1 =

1√
2

(ψ1,0,0(r1)ψ2,l,m(r2) + ψ2,l,m(r1)ψ1,0,0(r2))χsinglet , F11C

�

φt
1 =

1√
2

(ψ1,0,0(r1)ψ2,l,m(r2) − ψ2,l,m(r1)ψ1,0,0(r2))χtriplet, F12C

E�� %#������ �)* ���
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E1 =
−1
2
mc2(Zα)2 − −1

2
mc2(

1
4
)(Zα)2 = −5 × 13.6 ev = −68 ev. F13C
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ΔE0 = 〈φ0|H1|φ0〉 =
∫
d3r1d

3r2ψ
2
1,0,0(r1)ψ

2
1,0,0(r2)

e2

|r1 − r2| F14C

E%8	 ��! 4D8 �� �� %#�� 9�, ��	
 �� ����� �� �B	
 �* �D�L�& ��<�
 �� I��<1 ��� �<#�^�!� 4<7

ΔE0 =
∫
d3r1d

3r2ρ(r1)
1

|r1 − r2|ρ(r2) =
∫
d3rρ(r)V (r), F15C

r ��O ��D� �� ���.D�� (� �� %#� �� 4�3�.G V (r) � %#� r ��O �� ���.D�� ��� ����M ρ(r) = e|φ(r)|2 �*�� ��
� �� �� ��2��
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�� ���� �� ���!���G �� %#�� 9�, �<#�^� �� H�5

ψ1,0,0(r) = Ae
−Zr

a0 , F16C

�*�� ��

A =
1√
π

(
Z0

a
)

3
2 . F17C
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ΔE0 = A2

∫
d3r1d

3r2e
−2Zr1

a0 e
−2Zr2

a0
e2

|r1 − r2| . F18C

��� �<#�^��� �� r1 ����� ��� z �	^� �� ����' ���;�� ��	, �� I�_.N� ��� �	^� >r2 ��� H���.� �<#�^� ����
%8�� ����	/ %��5 ����� ��	8 6<��� >�	8 ��b�& %��= H���.�

|r1 − r2| =
(
r21 + r22 − 2r1r2 cos θ2

)1/2 F19C

�2�.���

ΔE0 = A2

∫
d3r1e

−2Zr1
a0

∫
r22dr2e

−2Zr2
a0

∫
dΩ2

e2

r21 + r22 − 2r1r2 cos θ2
. F20C

��  �� �� ��S "��# �<#�^� (� E%#� �<#�^� 4��7 �.5��� cos θ2 ��� H���.� ���∫
dΩ2

1
|r1 − r2| =

4π
r>
, F21C

�r2 � r1 �������� ����� �.'�L������ "!� � ���� r> �*�� ��

����*�� %# � ��������

ΔE0 = e2A2(4π)2
∫
dr1r

2
1r

2
2dr2e

− 2Zr1
a0 e−

2Zr2
a0

1
r>

= (4πeA)2
∫ ∞

0

r21dr1e
−2

Zr1
a0

[∫ r1

0

r2dr2e
−2Zr2/a0 +

∫ ∞

r1

r22
r1
dr2e

−2Zr2/a0

]
F22C
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ΔE0 =
5
8
Ze2

a0
=

5
4
Z(

1
2
mc2α2). F23C
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�� �	�  ��	/����� �� O� ��� (Z = 2) �	��� ����

ΔE0 ≈ 34 ev. F24C
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 ��� ���L&� ��

E0 ≈ −108.8 + 34 = −74.8 ev. F25C

E�� %#������ ���2
�� O�

Eexp ≈ −78.975 ev. F26C
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Ψ(r1, r2) = φ(r1)φ(r2) F27C

���� I��<1 �� �Z∗ �� %#������ �* �.3� ��� �� %#� �	' ���� �� �
� (� ���� ���G %��5 T	� U��
 φ1,0,0(r) �*�� ��
E �� �� e : ��! �������� φ1,0,0

H∗φ = (
P 2

2m
− Z∗e2

r
)φ(r) = E∗

0φ(r) F28C

�*�� ��

E∗
0 = −1

2
(Z∗α)2 mc2 = − (Z∗e)2

2a0
. F29C
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����� �� ����� Z∗ ��j.� !� ����
 ��	�1 �� �� �*�� O� � "��� `�35 �S���!* U��
 ��� ���� �� 〈Ψ|H |Ψ〉 U��
 Y#	.� H�5
d5 �� ���.D�� !� �� ��� �� �.3� �=	� ��� ���� ��� O� ���� (� �� �� �  �� �� %# � ���� �V��  5 (� �� ��� ���

����� � �� �� %# �  ��� ��

〈Ψ|H |Ψ〉 =
∫
d3r1d

3r2φ
∗(r1)φ∗(r2)

(
P 2

1

2m
+
P 2

2

2m
− Ze2

r1
− Ze2

r2
+

e2

|r1 − r2|
)
φ(r1)φ(r2) F30C

��! 4D8 �� �� �	.����� ���	
 �� ���! ����  �� H���.� "��� �� �<#�^� �� �!�� �k �7�� %#�� 9�, �<#�^� ����
E���� �3�	!��

H =
P 2

1

2m
− Z∗e2

r1
+
P 2

2

2m
− Z∗e2

r2
+

(Z∗ − Z)e2

r1
+

(Z∗ − Z)e2

r2
+

e2

|r1 − r2|
= H∗

1 +H∗
2 +

(Z∗ − Z)e2

r1
+

(Z∗ − Z)e2

r2
+

e2

|r1 − r2| . F31C

E%8�� ����	/ φ2 � φ1 U��	
 !� �� ��� ��	� ��2�)� �� �B	
 �� ��������

〈Ψ|HΨ〉 = 2E∗
0 + 2(Z∗ − Z)e2〈1

r
〉 + 〈 e2

|r1 − r2| 〉. F32C

JN� �� �� 〈 e2

|r1−r2| 〉 I��<1 � ���� ���7 ���� �� �
� �� l	��� $�� !� �� �*�� O� 〈1
r 〉 I��<1 ���� %3��� �� �*�� ��

����� ���� "��� `�35 ��<7

〈1
r
〉 =

1
a0

F33C

�

〈 e2

|r1 − r2| 〉 =
5
8
Ze2

a0
. F34C

����* �� %# � �* ���� [
�� � 〈H〉 %#�� 9�, �� ����O� ��� ���c���B ��

〈Ψ|H |Ψ〉 = − e2

2a0

[
−2Z∗2 + 4Z∗Z − 5

4
Z∗

]
. F35C

���� V��  5 ���.)� ���	
 �� �������� �%#��.S�� ���G %��5 ���� !� Z∗ �m� O� �� ���� I��<1 ��� �8��� 4:� �� 6����
����� �� O� �� ����* �� %# � I��<1 ��� 6.S� �<#�^� �� �����* %# � Z∗ [35�� I��<1 ��� ���� ����� �� �� ����

�� %#������ � ���� ���7 Z∗ = Z − 5
16 ��O �� �*

〈H〉min = −2 × 1
2
α2mc2(Z − 5

16
)2. F36C
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��	8 Z − 5
16 �=	� �� O� �� Z !� �.3� �D��.D�� ��� J��� h1�� ���.D�� (� �� ��� ��<�
 4D8 ��� �� ��	
 �� �� �2�. ���

��.�� ��!�� I��A
 %�� ���.D�� −79.975m6�7� �� O� �� �� %�� ���.D�� −77.38 �� �	8 �� ����� Z = 2 ���� V�� I��<1
����� �����* %# � H-./� 0�� 6��, !� �� �n* �� %<3

�� �S���!* T	� U��
 (� ������� �� !� �8� �)�
 ��� "���* %# � 6�7� �� O� �� �� ��	/ ���/ 6���
 �� ���� �� ���*���
��.)� o��. ��!�� ��!* ����.����G ��.S�� �� �
 �� �S���!* T	� U��	
 !� "��A.#� �� ��	
 �� �%#� "�	� ��!* �.����G (�

����* %# �

��!�"���� ��� #$�% �&���'�()� �

� �* �� %# � {(1, n)} = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), · · ·} ��	.�	� �� 1� ���� �	��� �
� �p .N����� ��� %��5 !� ��# �����
�� ��� T	� U��
 �� �� �� �����* %# � �� �� %��5 ��� ���� ]�^_
 >H-./� 0�� !� "��A.#� �� ����	/ �� JN� �����

E%#���! 4D8�� !� �D� �� �� %��5 ���!�

Ψs(r1, r2) =
1√
2

(ψ1,0,0(r1)ψn,l,m(r2) + ψ1,0,0(r2)ψn,l,m(r1))χsinglet , F37C

�

Ψt(r1, r2) =
1√
2

(ψ1,0,0(r1)ψn,l,m(r2 − ψ1,0,0(r2)ψn,l,m(r1))χtriplet. F38C

��.N<8	/ ��� �%#� ��DS� ��� ���� ]�^_
 �<#�^� ��  #� �� �; �� H�� ���� �� � ���� �	B� ��'�� L� �B �����
�� ��7 ��� �:��1 ���� ]�^_
 ����* %# � ���� �� %#� �&�� � %#� ���7 �� %��5 "Q�� ��� ���G �� H-./� 4�3�.G
�� ����1 ��� ��* �� %#� ��� ��.3� �B�	� �* �� �� ���	# ��.3N �� e2

|r1−r2| E�� %#� ����� H-./� 4�3�.G ����� `�35
��@#� �p �' �# � ��A�� %��5 �������� ��	�  ���.� 4�� � �� ���� �� �� �<#�^� K	 �� !� 4<7 q��/�� %#� ���7 e	& ���G

�D��� ���� �%#� ���7 ��	�� e	& ���G�� ����1 ��� ��� D���

〈Ψt| e2

|r1 − r2| |Ψ
s〉 = 0. F39C

4� �� ����! ��D
 ��� �A�	� ���
 �� ���� %#����D#� ����1 (� "�r �� ��X&�� 1
|r1−r2| ����1 �� ���� �� %7� H�5

��D
 ��� �A�	� �� �� 4��� ���� �� � %3� ���D#� (� "�r (� ��X&�� ����1 ��� �� ����  ���
  ��� ��	8 �� �2��B
���7 e	& ���G �� ����1 ��� ��  �#�� �2�. ��� �� �� �� %#� �D�� ��� ��� ��	8 �� �2��B "�r (� �� l	��� �� ����!
�� ���� "�r ���! �	8 �� U&� ���� ��� 4��
 ��� �� ��� > �.3� "�r (� ��D
 �� l	��� l,m ��	.�	� �� 1� ���! %3�
�� 1� � %#� 4� �� ����! ��D
 ���� "�r (� �� ����! ��D
 �2�.�� � %#��A: -k ��� �* �� ����! ��D
 �� %#� �.��5

s



]�^_
 ���� ����� ���O
 !	�� 4� �	.����� �� ��� 4��� �� �k��t � �.3� L� 4� �� ����! ��D
 " ��� ��S l, m ��	.�	�
E����* �� %# � �������� �%8��  ��	N m ��	.�	� � 1 �� ��.3� ����

ΔE(s,t)
n,l = 〈Ψ(s,t)

n,l,m| e2

|r1 − r2| |Ψ
(s,t)
n,l,m〉

=
1
2

∫
e2

|r1 − r2| [ψ1,0,0(r1)ψn,l,m(r2) ± ψ1,0,0(r2)ψn,l,m(r1)]
2

=
∫

e2

|r1 − r2| |ψ1,0,0(r1)|2|ψn,l,m(r2)|2 ±
∫

e2

|r1 − r2|ψ
∗
1,0,0(r1)ψ1,0,0(r2)ψ∗

n,l,m(r1)ψ∗
n,l,m(r2)

= Jn,l ±Kn,l F40C

�� �� �n* ���� ����	N ��2� �2����� �� ��� ��� �� �M �'� ��� `�35 ����^
 6��, �� ��	
 �� �� �,	��� ��� H���.�
E ��� �� e : ��!  �7�� ���M �� �  �.3� %<u� �� H���.� ��� �� %#� �* ��� ����	/ �B	
 �*

0 ≤ Kn,l ≤ Jn,l F41C

����* �� %# � ��������
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