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�=		 %�+#$	�. >?@� A?! :'?B	 �	 %@�C� 1��6� +��� 0�3� /0!	 %���+@� %!�� �� %!�� ��	 /
�#$ %� %!��
���-� �� %�"��	"$ � ��!'$ %�+#$	�. �	�� �0!	 %��9)����� � %��D� :'?B	 �� :'?B	 ��	 �$ �D���	 /
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/0!	 ���E�� �� �F!�G� �"G� �H ��	 ���  %��-�
+I	� � �$ �	 �+#��� �	� �	+6� �$ +�#$J�K /
��� %� ��)� k 	 *+� �� �+#��� �	� ���� 0�L ���� ���� 	�


�	 ��K�� �+#��� �	� 0$�I 0�L �� �"�& 	 A?! 0�L �$ �D���	 /I0 �� +8����	�� +�M� %� k �� �"�& A?! +I	� �	 ����

/0!	 ���E�� 
� �� ���� �"������� �H ��	 0!	��	�� �	� ����L %N�9H %#6� J0 	+@� �� I0 ��+& 	+@�

I0 = J0 O1P

>C	� � dΩ /dI(θ, φ) �� +8����	�� +�"8 %� �+#$	�. dΩ = sin θdθdφ %��QK ���	� ���N	 �� ���� +I	� � �$ %�	� �	+6�
�+#��� �-��� �	� �	+6� �$ �H�� 	��� /I0 �� 0!	 R!�#�� dI �$ 0!	 
2�� /+#$ %� ���6� 	 �� ��!�-8� �	 ���	� �����
�	 ���	� ��	+�	 �� R!�#�� dI ���#H 
� /0!	��)�� 0F�� ���� �� ,�� �"8 %� �+#$	�. %��L ��� �$ %�	� �	+6� �+8����)��
��	���#� /+#$ %��-8� 	 �	� ��)�� �	+6� 0F�� ���� �� +8����)�� ��!�-8� ����� �$ �H�� 	��� �0!	 dΩ %��QK
0F�� ��	 /�	� %9��� %�+#$	�. ���	� ��#H 
� � �	� %9��� �	� ��<3)� � %�+#$	�. 7�����. �� ��#� I(θ,φ)

I0dΩ S0F��

���"� %� ��	���#� /
��� %� ��)� σ(θ, φ) �� 	 0F�� ��	 /0!	 0I��� ��6� �		� ��T�

dI(θ, φ) = σ(θ, φ)I0dΩ. O2P

�$ %�	� 7$ �	+6� �	 0!	 ��F& %2$ %�+#$	�. >?@� A?! /�"8 %� �+���� %�,L %�+#$	�. >?@� A?! σ(θ, φ)

U+�� %� 0!+� ��� V��( �� � +�"8 %� �+#$	�. �"���"� ���	�� �

W



σ :=
1
I0

∫
dI(θ, φ) =

∫
σ(θ, φ)dθdφ. O3P

�� ��	���#� /
�#$ %� *"?6� ���$ ��@� �		� ��� 7�����. �	�� %�+#$	�. �2;�� 7I �� 	 �" �L"� �� 7<K ��	�
U���� %� 	�C ��� %�"�2���� ��X�� 0G� �+#���

H =
p2

2μ
+ V (r) ≡ H0 + V (r), O4P

%�+#$	� . �2;�� 7I �	�� ���! �	 �� 0�3� /0!	 �$�! *+� �� �$ 
�	���$ J�K /0!	 �� Y�L μ ��� �$
�2;�� �	�� R!�#� ���� Z�	�8� �$ 
�#$ %� 	+�. ["K %�"�2�����	 	 %��� 0N�I �\�� ��#� �	 ��	� /
�#$ %� ���#)�.
%� %N� 
�	��$��! %�"�2���� 0N�I �\�� �� �� 	��� �	+� �"L� %���� ]"G� "̂� _�� 7I �	 ��	� /+##$ [+B %�+#$	�.
%� `"� ���� �� %���� ]"G� �� +6� �3� � ab! /
�#$ 	+�. 	 %�+#$	�. >?@� A?! �� 0N�I �\�� ��	 ��8	� �� 
��	"�
,�� V�C� 7I �	 �� �$ 0!	 �,�H ���� �c6C	� 
�	 ���� 0!+� �" ���! 7I �	 �� �$ 	 �d�� �$ 
��� %� ��)� � 
��	��.

/+�� %� 0!+�

��� ���� �	�
��� � ���� ��� �� �

*+� �"! �� � �+8 0&�! 
� � 0�L 
� %F�� 0C��� �	� �	 %���� �$ 0!	 �� +�� %� e �c6C	� ��9)������ �$ �d��
�"8 %� 1��6� ��� >��� �� �$ `"� ���� �� ,L 0��� �,�H �+#��� �� �� 0N�I �EB �fGN� ��	���#� /+�"8 %� �+����

ψ(r, 0) =
∫
d3kφ(k)eik(r−r0), O5P

U0!	 
$���� k0 �� 0F�� �� ��#�. � 0!	 �#�)�� �		� k0 7g� �?@� �� � �$ 0!	 %6��� φ(k) >��� ��� �

Δk
k0

� 1. O6P

W 7-8 /0!	 r0 �?@�� `"� ���� ,$�� t = 0 �fGN� /v0 = �k0
m �� 0!	��	�� `"� ���� ��	 0$�I 0&�! ��	���#�

/+�� %� ��)� ��N�	 �fGN� 	 `"� ����
�$ 
�#�F� � 
�#$ ���6� 0C� �� 	 `"� ���� ��	 ]"G� 0���� %� 
�#$ 7I V�C� "( �� 	 %�+#$	�. �2;�� �$ �� �	��

��	" Y�D�	 �+6� �3�� �$ 0!	 ��$ ��	 /+�� %�� 7-8 �H �� +#$ %��X	 �� �� U = e−i Ht

� �� 7�& �$ %�C�
+�� 
��	" 
���$ 7I 	 �+#$	�. �2;�� �+6� �3�� �$ %�C� / 
�#$ ]�F�� 	 ��� ���! �	 
��	" %� �3� ��	� /�	�
�� %-�� � 0!	 %)����� 0�6T� �	 ��K�� Y��N	 
���� �� ���! �	 ��	 /�"� +�	" ���-� ���! �	 ��	 h���� ��	 �� i	 h���� �$
+�"8 %� 1�B"� 03� `	"�	 �� �$ �	� �	 Y�	+� � %9)��� %����L �$ 
�#$ %� J�K /0!	 %�"��	"$ ����-� ��"� %? 
%���� %9��� �� ��"� Y�	+� � %9)������#� %��6T� ��#H /+�"8 %� �+#$	�. ���$ `	"�	 �"B �� � +#��� %� 7�����. ��
%���� ]"G� �-�� ��D� �� ���! �	 ��	� ��	���#� /
�	��$��! %�"�2���� 0N�I �\�� �� �� �$ 0!	 ��	 7g� ��	���#� /�	+�

j



r0

/0!	 *+� �"! �� �+#��� �� �+#�� ��)� �$ %L"� ���� UW 7-8

`	"�	 � k0Sk3)� ���-� �� 03� `	"�	 �	 %F�$�� �$ 
���� %�"�2���� �	 %��� 0N�I �\�� ]�F�+� 
�#$ 	+�. 	 `"� ���� ��
0N�I �\�� ��#H �c6C	� �$ �	� 
��	" ��)� �+6� �3�� l+�	� �"L� %��� 0N�I �\�� ��#H ��� /+#8�� �  ���� ���$

U0!	��� 7-8 �� �+��� m,� ���� 7�����. ��� �	 �$ %��� r %#6� m,� ��� r �	�� �� �� �K��C � +�	� �"L� %���

ψ+

k(r) ∼ 1
(2π)

3
2

(
eik·r + fk(r)

eikr

r

)
. O7P

���� ��� r � �-#�	 �� �L"��� /
��� �X	 ���� �� 	 H �$ 0!	 %K�$ 
�#$ 	+�. 	 �� 0N�I �\�� ��	 �4��	 �-�� �	��
7�� �EB 0�! �� ,�� V (r) �$ ��-� ��	 �� �L"� �� ��#H 
� � �"8 %� ���$�f� *�B 7��C 0N�I �\�� ��	 Y�� �2�L m,�

�$ 
���� %� �D��� �+#$ %�

Hψ+

k(r) = Eψ+

k(r), O8P

/E = �
2k2

2μ ��� �$

k 0�L � �$ 0!	 �	�� �+#�� ��)� �$ k S̀ "� 	��� �� 0!	 03� `"� �� %N�	 /0!	 `"� >��� �� �	 %F�$�� >��� ��	
R!�#�� ��FN	 �� �#�	� /�"8 %� 
$ 1

r �"B �� �� �#�	� ��"� ���$ 7�N+� �$ 0!	 ���$ `"� �� %��� /+#$ %� 0$�I
0�L 	 k 0�L ����� /�	� r S	��� � k 	��� %F�� 0�L �� %9��� �� �#�	� �$ 0!�#6� ��	 �� �$ 1

(2π)
3
2
fk(r) �� 0!	

VK	"� %�+#$	�. �2;�� ���� Z�	�8 �� �$ +#��� %��� 0N�I �\�� �+#�� ��)� %�"3� �� 0N�I �\�� ��	 
���9� �+#��� �� ���-�
U��� %�� ��� 7-8 �� 	 ���� �$ 
���9��f� � 	 �� 0N�I �\�� ��	 %���� ]"G� �$ 0!	 %K�$ ��-� ��	 n� �	�� /+�	�

ψ+

k(r, t) ∼ 1
(2π)

3
2

(
eik·r−iωt + fk(r̂)

eikr−iωt

r

)
. O9P

U
��� ��)� ��� 7-8 �� 
��	"� %� 	 >��� �\�� ��	 
���9� ẑ 0�L� 	 k �$ %�C� o"<3� /ω = E
�

= �k2

2μ ��� �$

p



/ ψ+

k(r) `"� >��� Uj 7-8

ψ+
k (r, t) ∼ 1

(2π)
3
2

(
eik z−iωt + fk(θ, φ)

eikr−iωt

r

)
= ψin + ψsc. O10P

`"� �� � 0!	 0$�I ]�I� O�+#��� �	� 0�L %#6� P z 0Fg� 0�L� �$ 0!	 03� `"� �� �	 %F�$�� `"� ��	
�X	 � ��N�	 03� `"� �+8 �+#$	�. �	 %8�� �	"� %� 	 ���$ `"� ��	���#� /�"8 %� �� ����� 0�! �� ,$�� �	 �$ ���$

/ j 7-8 �0��	� 7�����. �� �" ��

�������� 	
��
� ������ ���

� 0!	 I0 �� R!�#�� ����L %N�9H 03� `"� �	�� /
�#$ �F!�G� 	 ����L %N�9H `"� �� ��	 �	 ���� �	�� 
��	"� %�
U�� 0!	��	��

Jin =
�

2im
(ψ∗

in∇ψin − ψin∇ψ∗
in) =

1
(2π)3

�k

m
ẑ. O11P

0!	��� 7-8 �� ∇ �92�& ���$ ��<�3� ��9�!� � �$ 
�#$ %� 0C� �+8 �+#$	�. `"� �	��

∇ = r̂
∂

∂r
+ θ̂

1
r

∂

∂θ
+ φ̂

1
r sin θ

∂

∂φ
. O12P

��� �?�	 � �92�& ��	 ��	� 	�C ��

Jsc =
�

2im
(ψ∗

sc∇ψsc − ψsc∇ψ∗
sc) O13P


��� %� 0!+� m,� ��� r � RN�q �'�L ��8	� ��9� �

r



Jsc =
1

(2π)3
|fk|2
r2

�k

m
r̂. O14P


�	� 2S1��6� �� �L"� �� /
��� 0!+� 	 %�+#$	�. >?@� A?! 
��	"� %� ����L �� ��	 ��8	� 0!����

σ(θ, φ) =
dI(θ, φ)
I0 dΩ

=
Jscr

2dΩ
I0 dΩ

=
Jscr

2

Jin
= |fk(θ, φ)|2. O15P

� 7�����. R�I�� f �-#�	 ]�	 /0!	 �+��� %C�� ]	"! �� �3� ��	� /0!	 |f |2 >��� ���� %�+#$	�. >?@� A?! ��	���#�
/0!	 (7P 7S g� %��� 0N�I �\�� �		� H %�"�2���� �$ 
�#$ 0��X 
��	"� %� ��"9H �-�� Y�� �0��H �+#��� �	� �4��	

��������� ��� 	��� ���� ���

�� 	 ���� �	 7@��� �9#����8 �N��6� �$ ��	 �	�� /
�#$ 	+�. E = �
2k2

2μ �4��	 �� (4P %�"�2���� �	 %��� >��� �\�� 
��	" %�
U
���"� %� ��� �"B

(∇2 + k2)ψ(r) = U(r)ψ(r) O16P

>��� ∇2 + k2 �S92�& �	�� /��$ 7I ���� >�	"� �	 ��K�� ��$ �� �	"� %� 	 �	 �N��6� ��#H ��	 /U = 2μV
�2 ��� �$

U+#$ [+B ��� �N��6�� �$ 0!	 %6��� �����

(∇2 + k2)G(r, r′) = −4πδ(r− r′) O17P

�S "B �� (16P �N��6� ��8"� � ���� >��� �� ��8	� ��

(∇2 + k2)ψ(r) =
∫
U(r′)ψ(r′)δ(r − r′)d3r′ O18P

U08"���� 7-8 �� 	 �� %�"�& 7I �	"� %� �	"�� (16P �N��6� ��"� %? �	 ���E�!	�

ψ(r) = ψh(r) − 1
4π

∫
G(r, r′)U(r′)ψ(r′)dr′. O19P

%� 	+�. 	 ���� >��� 0�3� /0!	 (∇2 + k2)ψ(r) = 0 �N��6� %#6� �9�� �N��6� �	 %�"�& 7I �� ψh(r) 7I ��	�

�	� /�"8 %� ��K�� (16P ��K�( � δ(r − r′) � G(r, r′) ��"K Z�� �� >��� ��	 /
�#$

δ(r − r′) =
1

(2π)3

∫
d3qeiq·(r−r′), G(r − r′) =

1
(2π)3

∫
d3qG(q)eiq·(r−r′). O20P

U+�� %�� ��� �"B �� (16P �N��6� ��	���#�

(−q2 + k2)G(q) = −4π O21P

s



U08	� +�	" ]�F�� �� 	 ��� 7I �$

G(q) =
4π

q2 − k2
. O22P

�� �$ 0!	 ��	 �	 %8�� %9#�-� ��	 /0!	 %9#�-� �		� +##$ [+B q2 = k2 t�8� �$ q �GEB �	 %(�@� � 7I ��	
�\�� �� >��� ��		��� �\�� eik·r >�	"� 0@�@I� /
�#$ ��	� �0!	��M.�� ��	� �92�& �� �$ (∇2 + k2) �S92�& 
�	 ���$ %6!
1��6� i" ���� >��� ��	"�� �� �	 �+u I �	"#& �� 	 G(q) �$ 0!	 �� �� %9#�-� ��	 �	 	�K �	 /+#����EB 	+@�

U
�#$ 1��6� 	 ��� ��	"�� 
��	"� %� ]�g� �	"#& �� /
���9��f��

G+ε(q) =
4π

q2 − k2 − iε
O23P

>��� �� 	 %#�6� ���� Z�	�8 �+�� 
��	" �-��#H ����� >��� �	 ����+I �"G� /G(q) := limε−→0Gε(q) 
��� 	�C �
/
��� Y�D�	 	 ���� +I �
�	� `���I	 �$ %F!�#� ���� t�8 �� �L"� �� 0���� %� �� � ��$ +�	" ]��&	 ����


�	� /
�#$ %� �F!�G� 	 Gε >��� ���+@� ��	��

G+ε(r) = 4π
1

(2π)3

∫
d3q

eiq·r

q2 − k2 − iε
=

1
2π2

∫
q2dqd cos θdφ

eiq·r

q2 − k2 − iε

=
1
π

∫
q2dqd cos θ

eiqr cos θ

q2 − k2 − iε

=
1
π

∫ ∞

0

q2dq
eiqr − e−iqr

iqr

1
q2 − k2 − iε

=
1
iπr

∫ ∞

−∞
qdqeiqr 1

q2 − k2 − iε
=

−1
πr

d

dr

∫ ∞

−∞
dqeiqr 1

q2 − k2 − iε
=:

−1
πr

d

dr
I(r). O24P

�$ ��	 �	�� /
�#$ %� 	+�. 	 �� ]	�9��	 ��� R?C 0�3� /
�#$ v��I �� �+����C�� i� �� 
��	"� %� 	 q �� ]	�9��	

���"� %�

q2 = k2 + iε −→ q = ±k(1 +
iε

k2
)

1
2 = ±(k +

iε

2k2
) ≡ ±(k + iε). O25P

/+�� %� ��)� 	 �� R?C 7G� (pP 7-8
U��$ v��I ��� �"B �� 	 ]	�9��	 �	"� %� ]�I

I(r) =
∫ ∞

−∞
dqeiqr 1

q2 − k2 − iε
= 2πiRez(eiqr 1

q2 − k2 − iε
)q=k+iε = 2πi

eikr

2k
O26P

U
��� %� 0!+� ��	���#�

G+(r) =
eikr

r
O27P

���

w



� � � �	� � �� ���	+�� � ��	 �� ]	�9��	 	� �� /0�� �	"� %� �� x�� ��� ���	+�� � �	 Y	+$�� �� 	 ]	�9��	 "� ��$ Up 7-8
>��� �� � 0K�� %�	�C �� `� � 0!	 0�! R?C� "���$ 7 	� � yH 0�! R?C 
��K�� %� %E#� 	 ε ��	 /0!	�EB

/
���	 %� 0!+� O+#$ %� 0$�I ,$�� *�( �� 0���� %� �	 �$ %L"�P � ��� ����

G+(r, r′) =
eik|r−r′|

|r − r′| . O28P

%�� ��� 7-8 �� 
�#$ %� v	"L �9�� 0��C �	�� φh(r) = 1

(2π)
3
2
eikz Y�K �� �$ %��3��	 �� %�"�2���� >��� �\�� ]�I

U+��

ψ+

k(r) =
1

(2π)
3
2
eik·r +

1
(2π)

3
2

∫
eik|r−r′|

|r − r′| U(r′)ψ+

k(r′)d3r′. O29P

R��@� `�3�� �$ ��	 �	�� /08"� ��� ���! 7-8 �� r � r′ �	�� �	"� %� 	 Y�� �2�L %#6� �9�� ��q 0��C ��	
%� ��K ��	 �	���z� � 0!	 ��K��	�C ��K �� ���"��� |r − r′| �-#�	 7�N+� �"B� ��	 /
��� %� �$ �� 	 |r − r′| ≈ r

U
��� `� �� ���)�� t���I	 0���� %� +8�� >��!���� +�	"�

|r − r′| = (r2 + r′2 − 2r · r′) 1
2 ≈ (r2 − 2r · r′) 1

2 ≈ r − r̂ · r′. O30P


��� %�	�C ��	���#�

eik|r−r′| ≈ eikr−ikr̂·r′
. O31P


��� %� 0!+� �D����

ψ+

k(r) =
1

(2π)
3
2
eik·r +

eikr

r

1
(2π)

3
2
fk(r̂), O32P

��� �$

{



fk(r̂) =
1

(2π)
3
2

∫
e−ikr̂·r′

U(r′)ψ+

k(r′)d3r′. O33P

�� fk(r̂) �� �	�� R!�#� ���� �� ��	���#� /0!	 k %#6� �� �4��	 ��#H 
� � r 	��� 0�L �	 %6��� f �$ �"8 %� �+��
/0!	 fk(θ, φ)

 !�� "���� ���

	 >�	"� ��	 7-8 � +�	� �"L� %�+#$	�. �2;�� �	�� R!�#� ���� Z�	�8 �� %�"�2���� �	 %��� 0N�I �\�� �6C	� �$ 
��	� ��)�
*�(� �$ �#6� ��	 �� 0!	 �+8 ��	� %#�T 7-8 �� >��� ��	 ��	 /+�� %� ��)� 	 f(r) >��� 33 �?�	 /
���� 0!� ��
�"B �� 	 �� �	"� %� �$ 0!		�-� �?�	 �� �"B �� 32 >��� �$ 0!�#6� ��	 �� ��	 ��	 /�	� �"L� ψ+

k �� 0!	
Z�� ��	 ]�	 �2�L ��#� ��	� %�+#$	�. 7=��� � %6�!� ���� ����$ �$ �"� �� Y"!"� R��@� � /08"� ,�� ��! ��

��� �$ 
��� %� 	�C �$ �#6� ��	 �� /�"8 %� ��K���f��

fk(r̂) =
1

(2π)3

∫
e−ikr̂·r′

U(r′)eik·r′
d3r′. O34P

�
��� ��)� k �� 	 �+#��� �� ���-� � k′ �� 	 �+8 �+#$	�. �� ���-� ����� /�	� �	 ���! %2� ��#6� f >��� R��@� ��	�
U+�� %�� ��� 7-8 �� �"� R��@�� f >��� �"B ��	� /q := k − k′ �	 0!	 ��F& *+� �� �+8 7@�#� ���-�

fk := − μ

2π�2

∫
eiq·rV (r)d3r. O35P

/0!	 7�����. >��� ��"K 7�+F� �R��T �� ���#� f >��� �9�� ��F& ��
� 0!	 % �" � �� � R �� @ � +8� � �� �� �#$ 
�� � 7 �� �� � . � � 0F� � �+ # �� � �	� �4� �	 � $ % � C� �	� � �" � R �� @ �
/0!	 ��K�� �	���� � %��	 ��,�K � %�	�	�K �������$ %�+#$	�. >?@� A?! �	 %F��@� �F!�G� ��N�	 �	"#& �� 7�N� ���� ��

+8�� ��8	� �"� R��@� � %�+#$	�. 7���� 7I �	�� %<3)� 7�6N	"�!� %�x"( Z�	�  ��	 a. �	 �+#�	" �-�� �	��
+�� %� 0!+� ��� �?�	 �	 %�+#$	�. >?@� A?! V S���$ ��@� �		� 7S �����.�� �	�� /
�#$ %�	�-� ��� � 	 %2B	 Z�	� 

U

σ(θ, φ) = |fk(θ, φ)|2 O36P

��� �$

fk(θ, φ) := − μ
2π�2

∫
eiq·rV (r)d3r O37P

/0!	 θ, φ0�L %#6� r̂ �S 	+��	� �� 0�L %N� k ��	+�	 ���� �� 0!	 �	��� k′ �?�	 ��	� /q = k − k′ �

|



�	�
��� � !�� �� " #�$� ���� �

��	 �	�� /
�#$ ��9� ���� � 	 `"� ��� ���� ]"G� �$ 0!	 �� %�+#$	�. �6N�?� �	�� V�C� �	 
��E� ��+@�� �$ "?����

�	� /
���� %��f�� 0!	 �+#��� �� �� `"� >��� �+#�+��)� �$ 	 %L"� ���� "f#�

ψ(r, 0) =
1

(2π)
3
2

∫
φ(k)eik·(r−r0)d3k O38P

U�	� Z����� 7-8 �� H %�"�2���� >�	"� �\�� �	 7��$ ��!� �� R�I�� 	 `"� >��� ��	 �	"����	

ψ(r, 0) =
∑

n

cnψn(r) O39P

U�� �"� +�	" ��	�� �	"3N� ������� � `"� ���� 7-8 ��9��

ψ(r, t) =
∑

n

cnψn(r)e−
i
�

Ent O40P

U 0!	 1

(2π)
3
2
eik·r 7-8 �� %�"�2���� ��� 0N�I �\�� �	 %?�� ψ(r, 0) >��� �$ +! %��f� �� ]�	 ��9��

ψ(r, 0) =
∫
φ(k)e−ik·r0

1
(2π)

3
2
eik·rd3k O41P

+#��� H0 %�"�2���� 0N�I �\�� 1

(2π)
3
2
eik·r >�	"� �$ 0!	 ��	 �2;�� ��	 / 0!	 �+8 7B�I 7FC �	 x�� �"<@� ��	���#� �

�� �L ��	� ��	 /��� 0!+� %�I	 �� 	 ["K Z�� %���� ]"G� �	"� %�� ��	���#� � H = H0 + V S7��$ %�"�2���� �� �
�\�� R�I�� Z�� R�	�T ������ ��N�	 `"� ���� 
��� %� ��)� �+#�� �3� � �-#�	 �� � +�� %� �� ��$ �� 
�� ��-�

�$ �#6� ��	 �� ��"8 %� ��8"� 
���$ 	+�. %2FC ��� �3�� �$ ψ+
k (r) >�	"� %#6� H %�"�2���� >�	"�

ψ(r, 0) =
∫
φ(k)e−ik·r0

1
(2π)

3
2

(
eik·r + fk(r̂)

eikr

r

)
d3k. O42P

%#6� �+�� %� 0!+� %���! �� `"� >��� ��	 ]"G� +#��� Ek = �
2k2

2μ = �ω �4��	 �		� ψk(r) `"� >�	"� �$ �D���	

ψ(r, t) =
∫
φ(k)e−ik·r0

1
(2π)

3
2

(
eik·r−iωt + fk(r̂)

eikr−iωt

r

)
d3k =: ψ1(r, t) + ψ2(r, t). O43P

�" B � � k �S � 8" � � � � $ 
 � # $ % � 0 C� 0 � 3 � /
 � # $ % � % !� � 	 `" � > �� � � �	 �� � �  � ! ]� I

���"#� 
��	"� %� Δk

k0
� 1 �$ ��-� ��	 �� �L"� � k = k0 + (k − k0) = k0 + Δk

k2 = (k0 + Δk)2 ≈ k2
0 + 2k0 · Δk, O44P

�D���� �

}



ω =
�k2

2μ
≈ �

2μ
(k2

0 + 2k0 · Δλ) = ω0 +
�k0

μ
· Δk. O45P

U��$ %��"���� ��� 7-8 �� 	 x�� �?�	 �	"� %� �k0
μ = v0 �-#�	 �� �L"� ��

ω ≈ ω0 + v0 · (k − k0) = ω0 + v0 · k − 2ω0 = −ω0 + v0 · k. O46P

U+�� %�� ��� �"B �� ψ1(r, t) `"� >��� ��	���#�

ψ1(r, t) =
1

(2π)
3
2

∫
e−ik·r0φ(k)eik·r−i[−ω0+v0·k]t

=
1

(2π)
3
2

∫
eik·(r−v0t)−ik·r0+iω0tφ(k)d3k. O47P

�$ +�� %� ��)� ψ(r, 0) %#6� ��N�	 `"� ���� �� >��� ��	 ����@�

ψ1(r, t) = eiω0tψin(r − v0t, 0). O48P

0�! �� t �� �EB �	 %���� �2B�K � v0 0&�! �� �$ �+#��� �� ��N�	 `"� ���� ���� ,L 0��� �,�H ψ1(r, t) ��	���#�
/0!	 ���$ 0$�I "2L

U
�#$ %� ��9� 	 ψ2(r, t) >��� ]�I

ψ2(r, t) =
1

(2π)
3
2

∫
e−ik·r0φ(k)

fk(r̂)
r

eikr−i(−ω0+v0·k)t

=
fk(r̂)
r

eiω0t

∫
φ(k)e−ik·r0+ikr−iv0·kt. O49P

08"� �	"� %� ��	

k =
√

(k0 + Δk)2 =
√
k2
0 + 2k0 · Δk = k0(1 +

k0 · Δk
k2
0

)

= k0 +
k0 · (k − k0)

k0
+ k0 + k̂0 · k − k0 = k̂0 · k. O50P

��	���#�

ψ2(r, t) =
fk(r̂)
r

eiω0t

∫
φ(k)e−ik·r0+i(k̂0·k)r−i(v0·k)t

=
fk(r̂)
r

eiω0t

∫
φ(k)eik·(k̂0r−iv0t)−ik·r0 , O51P

W~



0!	��� 7-8 �� ���$ `"� �� ψ2(r, t) >��� +�� %� ��)� �$

ψ2(r, t) =
fk(r̂)
r

eiω0tψ(k̂0r − v0t, 0). O52P


$ 1
r �	"� �� ���L Y��� � �� �#�	� �$ ���E� ��	 �� �	� 	 *+� �� �+8 �+���� ��N�	 `"� ���� �	 %���8 >C	� � `"� ��	

/0!	 ���$ ���z� fk(r̂)SR��T �� �� �#�	� ,�� %��L��� � O0!	 %6�F( ��	 ��	 ���$ `"� �� �	�� �$P 0!	 �+8
	 �+#��� `"� ���� �	"� %� �$ �#6� ��	 �� 0!	 A�GB (42PSZ�� �c6C	� �$ 
��� %� ��)� �3� ��	 %����. 0��C�

��F& �$ 
��� ��)� +��� �$ ��	 �	�� /�	� Z�� H %#6� 7��$ %�"�2���� ��� 0N�I �\�� R�I��

M :=
∫
φ(k)e−ik·r0d3k

∫
eik|r−r′|

|r− r′| U(r′)ψ+

k(r′)d3r′ O53P

�� 	 x�� Z�� 
��	"� %� �	��EB��q 	+@� k0 �� ���,� ���� ��� k �	�� ��#� φ(k) >��� �$ %��D���	 /0!	�EB �� ��	��

�#$ %��"���� ��� 7-8

M =
∫

1
|r − r′|U(r′)ψ+

k0
(r′)d3r′

∫
φ(k)e−ik·r0+ik|r−r′|d3k O54P

�-#�	 �� �L"� �� ��	

k|r− r′| ≈ (k̂0 · k)|r − r′|, O55P

�$ 
���� %� �D���
∫
φ(k)e−ik·r0+ik·k̂0|r−r′|d3k ∝ ψ(k̂0|r − r′|, 0). O56P

��)� ["K >��� �-�� ]�I � �"� �EB��q *+�SyH 0�! � �$ �"� `"� ���� �� �+#�� ��)� ψ(r, 0) >��� �$ 
��	� %� ��	
��	 �� /0!	�EB �� ��	�� �c��I %6��� ��#H ��	���#� 0!	 *+�S0!	 0�!� �� ��-�	��� �$ 0!	 `"� >��� ���� �+#��

/�"8 %� 7��$ 
���$ :�( �$ �	 ��QC ��FX	 R����

WW


