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c��$�� ��$�� M4��� �� �2� �� M��9 �<� �� 
� �� ��)
* ���� !�����2�

[X̂, P̂ ] = i�I, _3^

c�2$�� 
��O�� ��7 A��# 
 M4��� �� �2� �� M��9 �<� �	 
� �� ��)
* ���� �� #

[X̂k, X̂l] = [P̂k, P̂l] = 0

[X̂k, P̂l] = i�δk,lI. _4^


� �T���� �����/3= (�2�4��� ����#�7��� � ����.V�� �� � ���2�� �����Y�� �`2� �� �2��	 �)
* ���� !�2� ��
c�22� �� e�; ��7 A��# 
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� # ��� !��<� ���� �
 �`�I �#��� ���� �� )���I �2$�� 
�&7�	 ���� B # AaNQ� M/,G
���
�� �
 bj 
a��D� baM/,G 7� # ai 
a��D� AaM/,G 7� �� MV�9 P�� !�� ���� !��<� |ai, bj〉��� MV�9 
� �
 �� ��� U	�2� ���

����$ �� !��<� M/,G �� �� AD �� ��� �� ��2� �� [� '
� !�� ������ 
� �&��	 ����

A ���& )7���� )���	� 7� �/;��� �&�^ {|a1〉, |a2〉, · · · |aN 〉} ��� MV�9 7� � �
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N(x+ |ψ) +
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N(x− |ψ). _31^
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P12(z + |ψ) = P (z + |x+)P (x+ |ψ) + P (z + |x−)P (x− |ψ). _32^
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P12(m+ |ψ) �= P (m+ |n+)P (n+ |ψ) + P (m+ |n−)P (n− |ψ). _33^
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〈m+ |ψ〉 = 〈m+ |n+〉〈n+ |ψ〉 + 〈m+ |n−〉〈n− |ψ〉. _34^
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∑
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P1(y|ψ) = P (y|1)P (1|ψ). _36^
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P12(y|ψ) = P (y|1)P (1|ψ) + P (y|2)P (2|ψ). _38^
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�2��� �� �<� �� !�� 7� ������ �� i/�"� ��� ���@
� 
���� �� ��� �.V�� !�� �� �E��
 ���2= �� (44^ �E��
 ��6O�� !�2� ��

�� M	� !�� [� !�� ��>��� �� ���2� )��� 〈b|a〉 M���� ��3� �� 
���� #� �/G�� k�C ���2= �� 〈b|a〉 ��3�9�

P (a, b) = P (b, a) _45^

���� �� �
 [� !�� �M	� �#�4� |a〉aMV�9 �� |b〉aMV�9 
�%& ��3�9� �� |b〉aMV�9 �� |a〉aMV�9 
�%& ��3�9� �2<�
�� ��� �� ��8� (27^ �E��
 �I�� )#�= ���� �� ��8� �
 �I Mo; ��8� ���>� # ��S	 ���>� ���7I �� �/;���

〈ai|aj〉 = δij . _46^

��2�4� ��3= ���� �22� �� ��+ �� 7� �f ��� �
 :�
* �� �� ���& )7���� P�� !�� �� d���� ����@ ���
���� �2<�
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#�%&'( �

��2� �� ��V�� |〈ai|ψ〉|2 ��3�9� �� �
 ai ����D� AM/,G ���& )7���� M	� |ψ〉 MV�9
� )
* ��O# �� ��� ���&��� ��2� ��
�� ��8� 〈A〉ψ �� �� �
 
��D� !�� ���2� k�49 ��I �� M	�� ���& )7����
�� �2� 7� R@ �� �
 �E	��� 
��D� ������ �� ��9

c�� M	� ����� ����

〈A〉ψ =
N∑
i=1

ai|〈ai|ψ〉|2 =
N∑
i=1

ai〈ψ|ai〉〈ai|ψ〉

〈ψ|Â|ψ〉, _47^

cM	���7 N $ �� # M	� )�$ )��� M64� ���& )7���� !�� �� �� M	� ���/3= Â �I
� ��

Â =
N∑
i=1

ai|ai〉〈ai|. _48^

c�
�� �
 ��7 N $ # M	� ��EO A ���@ �2<� ���G ���@
���/3= !�� �� M	� �/4�

ÂA =

⎛
⎜⎜⎝

a1 . · .
. a2 · .
. . · .
. . · aN

⎞
⎟⎟⎠ _49^

'
� !��)�2�I ��� g"� 
� ���� ����"� ��EO ���� �I �4����� N $ ��4��2� ����� ���@ 
� )�&�� �
 ��/3= !�3� ���
��
#I M	�� ���� �� �
 ����/3= !������� �� ��� �����G ��8� 1/2 !�S	� :�
* �� d���� ��� g���7I �a � -�O� �<V�E� ��

�	�
)�� �

��� ����G |ψ(t)〉aMV�9 
� ��4�	 !�� t ��KoV 
� ��$�� |ψ(0)〉aMV�9 
� �.; ��KoV 
� �� �������� ��4�	 �� ��2� [�
��$ �� )��� Û(t) NQ� ��� � ��/3= �� �� MV�9 #� !�� �E��
 #

|ψ(t)〉 = Û(t)|ψ(0)〉. _50^

��
#I �� M	�� # ����& �� -�8� �E��
 !�� !��T 7�

d

dt
|ψ(t)〉 = ˙̂

U(t)|ψ(0)〉 = ˙̂
U(t)Û †(t)|ψ(t)〉. _51^
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�� A �I
� �� ���� �� ��8� iÂ �� �
 �I !�����2� �M	� ��������@ ��/3= �� ˙̂
UÛ † �a�/3= �� ��$ �� 1�/<� ��9���
��4��� �� !�����2� �M	� ������ ��/3=

d

dt
|ψ(t)〉 = iÂ|ψ(t)〉. _52^

�������� ���� � v���� �� ��2� �� )��.�	� �� � !��7� 
�� !�� ���� �M	� ���/3= �� Â �a�/3= �� ��2�6� �����G �� ��9
!�� A	��� �����& �� �K� 
� �
 Q̂ NQ� ���3� ��$�� :#�.�� M4��� �� ��	�� ���� � v���� �� �� M�3� A	��� ����

c�� M	������ �I :����Y� � 〈Q̂(t)〉 := 〈ψ(t)|Q̂|ψ(t)〉 �� M	� ����� M�3�
d

dt
〈Q̂(t)〉 = 〈ψ̇(t)|Q̂|ψ(t)〉 + 〈ψ(t)|Q̂|ψ̇(t)〉

= −i〈ψ(t)|ÂQ̂|ψ(t)〉 + i〈ψ(t)|Q̂Â|ψ(t)〉 = −〈ψ(t)|i[Â, Q̂]|ψ(t)〉. _53^

cM	�
��O�� ��7 � ���2�� �E��
 Q NQ� )��"V� M�3� �� A	��� ���� �� ����& �>��� !�����2�

d

dt
〈Q̂〉 = −i〈[Â, Q̂]〉 _54^

a��	�� ��E��
 �� �
 �E��
 !�� )�&��

d

dt
Q = {Q,H} _55^

�� A�
 ��	�� ��� M�3� ��	��@ ��$#�� �� �
 �� ��/3= �&�>��+ �� �
 ?���� g����� N;� !�2� �� # ��2� �4��D�
���

��E��
 �2<�

{Q,H} −→ i�[Q̂, Ĥ ] _56^

�V��<� �>�I 7� # Â = �Ĥ �2<� �$�� ��4�	 ����/���� �/�3= �� ����� M4��� �� Â �a�/3= �� ��
#I �� M	�� ��
#I �K� 
�
c��I �� M	�� ��2��#�$ �V��<� �� 1�	�� �������� ��4�	 � ���2��

i�
d

dt
|ψ(t)〉 = Ĥ |ψ(t)〉. _57^

(M4�� �������� ��`+ -�3= �` ��2<� �� wo� !�� ��	
 �� ����@ �� �+ !��
� P�C�� ��;� ����� )
�� 
� �� wo�
# ��`$ ��� M��#�o� !�2� �� # :����8� # :����>� 7� ����� �������� ���� � P�C�� ��;� �� M	� �I ��2<� �� � /�
��$%& ��	 �, � ��T 
� ��K� k��
�� !�� # P�C�� ��;� !�� ����$ �� �$�� �@� 	#� �� ��`+ i�;�� ���� �� ���7
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7� )��� P���� ���3� # (�� �� V�� (�� ��� 7� �@� 	#� �� '��D� 
� M<�6T i�;�� ���� �� �D�O� 
��4� # ��	# ( ���+ ��26�
�6��+ �3� �$
 �� # M	� )��� ���� �+
�G A���$ ��/� # �V��� # 
�8 # ��� 7� ��)���4& A���$ 
� ���� # 7�& # ���+
# ��$ 
����@ �� �2�<� ��`$ �� ��
�&7�	 # �� �` N��O ���K� �� �� 7#
 �I �M	� ��G�	��%@ �� �� �
 �@� 	#� �� ���V�2 �
�� (
�� �3��O ���K� ��� �� # �&��	 �� �������� ���� � (��� W�C�� �
 ��	# ��2`@ !�� ���3� ������ �&��	 !�=
�

�M	�)��	�� �� 7�2� 7#
 �I �V# ��$ ����G )��`� 
�2� ����S� ���K�

*	+,� �

��8� ��2� �� �<	 # ��2� �� �<V�E� �� -�O� 
�T �� �
 1/2 !�S	� :�
* �� )�$ 1�>�� ��� g���7I g"� !��GI !�� 
�
�� �2� �� 
��O �
 �� ������������ � ����� �� !�� # ��$ �� 1�>�� ������������ � 
� �`8���7I !�� i�;�� ����� ����
|x+〉aMV�9 
� �
 ���
* ��O# �� ����� �� g���7I 7� ���7���S� :�
* !�� �
�� 
� ���� ��`8���7I v���� -�O� �2�� g�@ ��

c�2�4� ��7 :
�; �� :F�3�9� ���� �� 
�6= SzauF�& ���$� g���7I 7� �
 �`�I RS	 # ��2� �� ��`�

P (z+, x+) = P (z−, x+) =
1
2
, _58^

��$ �� �>��� �I 7� ��

|〈z + |x+〉| =
1√
2
, |〈z + |x+〉| =

1√
2
, _59^

�>���
� #

|x+〉 =
1√
2
eiα|z+〉 +

1√
2
eiβ |z−〉. _60^

c��I ��
� ��7 :
�; �� e� �E��
 !�����2� � ���6� !�� 7� �
 e� ���7� ������ �� |z−〉 # |z+〉 ��� MV�9 i��<�7�� ��

|x+〉 =
1√
2
|z+〉 +

1√
2
|z−〉. _61^

���>� A��# 
 7� ���8� -��T ��

P (z+, x−) = P (z−, x−) =
1
2
, _62^
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M�& �>��� ���� ��

|x−〉 =
1√
2
eiγ |z+〉 +

1√
2
eiδ|z−〉. _63^

7� |x−〉 i��<�7�� �� ���� �� �
 �`�I 7� � � �`2� ���� !�� 7� |z±〉 ��� MV�9 i��<�7���� ���� �3� ���� �
 e� ���7�
cM$�� �����G �>���
� # ��� !��

|x−〉 =
1√
2
|z+〉+

1√
2
eiδ|z−〉. _64^

c ��
#I �� M	�� # ��2� �� )��.�	� 〈x+ |x−〉 = 0 ��# P (x+, x−) = 0 ���>� �E��
 7��>2��
�

|x−〉 =
1√
2
|z+〉 − 1√

2
|z−〉. _65^

c M$�� ���� �� y ���	�
 
� uF�& ���$� g���7I ���� ���8� ���>� A��# 
 7� )��.�	� �� U���� !�3� ��

|y+〉 =
1√
2
|z+〉+

1√
2
eiγ |z−〉,

|y−〉 =
1√
2
|z+〉+

1√
2
eiδ|z−〉. _66^

7� 
�� !�� ���� �M	� γ 
��D� ��2� !��<� ���� �� �0�� !��GI �eiδ = −eiγ ��
#I �� M	�� 〈y + |y−〉 = 0 �E��
 7� ��9
� 2�� �I # ��2� �� )��.�	� )���3�O�� ���>� �E��
 ��

P (x+, y+) =
1
2
. _67^

�� �2� �� 1�0V� �E��
 !��

|〈x + |y+〉|2 =
1
4
|(1 + eiγ)|2 =

1
2

_68^

c M$�� �����G !�����2� ���2� �� k�"��� �
 i k��+ �;�G M�o+
� x�� �#�� �γ = ±i ��� �� �>��� ��

|y+〉 =
1√
2
|z+〉 +

1√
2
i|z−〉,

|y−〉 =
1√
2
|z+〉 − 1√

2
i|z−〉. _69^
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c�2�I ��
� ��7 N $ �� e� A��# 
 ��2� )��.�	� Sz ���@
� ��
���� W��; g��3� 7� )�&��

|z+〉 =
(

1
0

)
|z−〉 =

(
0
1

)

|x+〉 =
1√
2

(
1
1

)
|x−〉 =

1√
2

(
1
−1

)

|y+〉 =
1√
2

(
1
i

)
|y−〉 =

1√
2

(
1
−i

)
. _70^

�E��
 !�2� �� # �4�T�2Y� ��� ��3� �� MG��2 ��� �4�T�2Y� ����� �� g2� ���� )�o� # ��	����0� 7� 1�`V� ��
�� �
 ���
* Sz uF�& ���$� g���7I
� (�$ ��.& N, !�� ���D�
� �� �/ $ ��3� �� �� ��#�7 
#��8&$ �� �4�T�2Y� ��3�
MV�9
� �� �
 ���
* # M	� �

2 �� ����� z ������
��`�I �� ��#�7 
#��8& �.V�� �� ��2� �� ��4.� !�2� ��
��
��O |z+〉 MV�9
�
����� # ���@ M��] � �I
� �� M	� −�

2 �� ����� z ������
��`�I �� ��#�7 
#��8& �.V�� �� ��2� �� ��4.� !�2� ��
��
��O |z−〉
�M	� ����] �#� 6.627× 10−34 h # M	� # h2π ��

c ��4��2� ��7 N $ �� �
 Sz # Sy (Sx �����/3= (48^ �E��
 �� �+���� ������ �� �>���
�

Sx =
�

2
(|x+〉〈x + | − |x−〉〈x− |) =

�

2

(
1

1

)

Sy =
�

2
(|y+〉〈y + | − |y−〉〈y − |) =

�

2

( −i
i

)

Sz =
�

2
(|z+〉〈z + | − |z−〉〈z − |) =

�

2

(
1

−1

)
. _71^

c�2�4�
��O�� ����/3= !�� !�� ��7 A��# 
 �� ��� ��8� ���� �� )��	 �6	�o� ����

[Sx, Sy] = i�Sz, [Sy, Sz] = i�Sx, [Sz, Sx] = i�Sy. _72^

M	� N�V� !�� �� � �
�� ��+# ��	�� ���� �
� �� ��#�7 
#��8& ��� �.V�� !�� �� M	� �� �E��
 �� ��6$
��4� �E��
 !��
��2�4� )
* �� ���* M��9 )7���� ����.V�� M�3� �	 !�� ����& �� ��

J��G ���$ �� i��<� ��7 N $ �� �� �� R����� !�� ���2� )
�$� �V##�@ ��� R����� J��G �� �+ !��
� M4�� ��
��
�� ���$ �2$I �`�I �� ���"� �� �� M	���`� �>8��� # ��
�� �3`� # UV�+ 
��4�

σx =
(

1
1

)
σy =

( −i
i

)
σz =

(
1

−1

)
. _73^

1�3� ����� �� )�2���G �
�%&��3� !�� �� ����� �� ��8� σ1, σ2, σ3 �� σx, σy, σz ��+ �� �
 �V##�@ ��� R����� Ff �3<�
c��� ��8� )��	 �6	�o� �� �
 ��7 �C��
 A��# 


σ2
i = I, σ†

i = σi,

h~



σjσk = δjkI + 2iεjklσl {σi, σj} = 0, i �= j, _74^


a���� �� ��7� �� �&� �{A,B} = AB +BA �2<� M	�`�I �&�>��+��@ ����/3= ���� {, } 7� 
�K2� �GI ��E��
 
� ��
:
�; �� �
 a · σ �a�/3= a = (a1, a2, a3)

a · σ = a1σ1 + a2σ2 + a3σ3, _75^

c�2�4� 
��O�� ��7 A��# 
 �� ��� ��8� ��9�
 �� ���� �� F�� A��# 
 7� )��.�	� �� )���I ��2� i��<�

(a · σ)(a · σ) = a · bI + 2i(a× a) · σ, _76^

n �� � 
���� �� ��7� �� #

eiθn·σ = cos θ + in · σ sin θ. _77^

�� �b�2�� �� ������/3= !�2L3� �M	� Sz = �

2σz (M	� z M`+
� !�S	� ���& )7���� �� �b�2�� �� ���/3= �� �����
�� ���/3= �<� 6T 
�T � � �Sy = �

2σy # Sx = �

2σx � � � ��� ��b� 2 � � � ��� � y # x :�`+
� !� S	� ��� ���& )7�� ��
�I
� �� Sn = �

2 n̂ · σ 7� M	� :
�6= M	� n̂ = (n1, n2, n3) )��"V� M`+
� !�S	� ���& )7�������b�2��

n · σ =
(

n3 n1 − in2

n1 + in2 −n3

)
. _78^

|n,+〉 �� �
 ��
���� )j�# !�� �−1 # 1 �� ������� �I ����D� )j�# !�����2� ��2� �� e�; (ν · σ)2 = I M�;�G
���/3= !��
c���� �� ��8� |n,−〉 #

(n · σ)|n,+〉 = |n,+〉
(n · σ)|n,−〉 = −|n,−〉 _79^

c7� M	� :
�6= ��
���� )j�# !�� W��; N $ �� ��� �� ��8� �6	�o� �3�

|n,+〉 =
(
n1 − in2

1 − n3

)
=

(
cos θ2e

−iφ

sin θ
2

)
, _80^

#

h�



|n,−〉 =
( − cos θ2e

−iφ

sin θ
2

)
. _81^

�� �� # +�

2 
��D� �V�3�9� ���� z M`+
� �I !�S	� ���& )7���� M	� |n,+〉 MV�9
� )
* �� ��O# ��	�@ �� ��9
���
#��� M	�� �
 Pz(−) # Pz(+) 
�,� �����/3= �� M	� ��� 
�� !�� ���� ���� ����G M	�� �
 −�

2 
��D� �V�3�9�
��
��

Pz(+) = |z,+〉〈z,+| =
(

1 0
0 0

)
Pz(−) = |z,−〉〈z,−| =

(
0 0
0 1

)
_82^

c��
#I �� M	�� �>���
�

Pr(z+, n) = 〈n,+|Pz(+)|n,+〉 = cos2
θ

2
,

Pr(z−, n) = 〈n,+|Pz(−)|n,+〉 = sin2 θ

2
. _83^

cM$�� �����G U���� !�3� ��

Px(+) = |x,+〉〈x,+| =
1
2

(
1 1
1 1

)
Px(−) = |x,−〉〈x,−| =

1
2

(
1 −1
−1 1

)
_84^

Pr(x+, n) = 〈n,+|Px(+)|n,+〉 =
1
2
(1 + sin θ cosφ),

P r(x−, n) = 〈n,+|Px(−)|n,+〉 =
1
2
(1 − sin θ cosφ). _85^

)�GF�� #

Py(+) = |y,+〉〈y,+| =
1
2

(
1 −i
i 1

)
Py(−) = |y,−〉〈y,−| =

1
2

(
1 i
−i 1

)
_86^

Pr(y+, n) = 〈n,+|Py(+)|n,+〉 =
1
2
(1 + sin θ sinφ),

h�



Pr(y−, n) = 〈n,+|Py(−)|n,+〉 =
1
2
(1 − sin θ sinφ). _87^

��
#I M	�� i/�"� ��� ���& )7����
� �
 !�S	� ����D� A	��� ���� �� !�2� ��

〈Sx〉 =
�

2
〈σx〉 =

�

2
〈σx〉 =

�

2
sin θ cosφ

〈Sy〉 =
�

2
〈σy〉 =

�

2
〈σy〉 =

�

2
sin θ sinφ

〈Sz〉 =
�

2
〈σz〉 =

�

2
〈σz〉 =

�

2
cos θ. _88^

�
 �3�4�	 !�2� ����/���� ���2� �<V�E� z 
�o� ��9 M��] �4�T�2Y� ����� ��
� �
 !�S	� ����2�� ������ �� ��9
�M	� )
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〈Sx(t)〉 = sin θ cos(φ+ ωt)

〈Sy(t)〉 = sin θ sin(φ + ωt)

〈Sx(t)〉 = cos θ. _94^
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〈�S〉(t) := (〈Sx(t)〉, 〈Sy(t)〉, 〈Sz(t)〉) _95^
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{Si, Sj} = iεijkSk,

{Si, xj} = {Si, pj} = 0, _97^
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�μ · ê2 = ±μ
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Sx, Sy, Sz. _103^
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〈Sx(t)〉, 〈Sy(t)〉, 〈Sz(t)〉. _104^
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〈X(t)〉, 〈X2(t)〉, ΔX(t) :=
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