
مرها ͳپل و آماری Έفیزی

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانشده پور‐ ͳوحیدکریم

١۴٠٠ دی ١٧

مقدمه ١

گستره در را ͳمهم مسایل توانیم ͳم ها آن از استفاده با که دهد ͳم یاد ما به را هایی روش که است این آماری Έانیم مهم های جذابیت از ͳی

ͳیعن موضوعات این از ͳی به درس این در کنیم. مطالعه ͳشناس زیست تا گرفته اقتصاد از Έفیزی از خارج در ͳحت دیΎر موضوعات از ͳوسیع

معمولا ساختار Έی در که هاست مولول از ͳطولان ای زنجیره پروتئین) (مثل ٢ ماکرومولول Έی یا ١ پلیمر Έی پردازیم. ͳم پلیمرها ساختار

Έی آنها گذاشتن هم کنار از که مولولها از ͳکوچ اجزاء دهد. ͳم نشان را پلیمر Έی از ای نمونه (١) شل اند. شده چیده هم دنبال به ͳخط

بسیار مر ͳپل Έی ساختار است. 109 ͳحت یا و 105, 1000, 100 بین چیزی معمولا مونومرها تعداد شوند. ͳم نامیده ٣ مونومر شده درست پلیمر

انعطاف و نرم بعدی سه اشال یا نازک فیلم و غشا یا فیبر، قالب در چه شوند، ͳم ساخته مر ͳپل که موادی نیز دلیل همین به و است پذیر انعطاف

پذیرند.
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آل ایده زنجیره یا پلیمر ٢

پلیمر کنیم. مطالعه و تعریف را آل ایده پلیمر Έی که است این ͳجمع صورت به چه و انفرادی صورت به چه ها پلیمر ساختار فهم برای قدم اولین

گونه هیچ ساخته پلیمر Έی آنها از و پیوسته هم به را Έنزدی مونومرهای که نیرویی آن بجز که گیریم ͳم نظر در ها اتم از ای زنجیره را آل ایده

مر ͳپل و ندارند یدیΎر با ͳهمبستگ گونه هیچ هم به Έنزدی مونومرهای و ندارد وجود مونومرها این بین بلندبرد چه و برد کوتاه چه دیΎری نیروی

این (؟؟) شل گرفت، نظر در بعدی سه فضای در ولΎرد Έی مسیر عنوان به توان ͳم را پلیمری چنین فضایی شل است. پذیر انعطاف کاملا

دف΄ را یدیΎر ها مونومر که است این معنایش ندارد وجود مونومرها بین بردی کوتاه یا بلندبرد نیروی هیچ گفتیم که این دهد. ͳم نشان را تناظر

آن از قبلا که هایی مان از تواند ͳم ولΎرد که است این معنایش ولΎشت مدل در بΎیرند. قرار فضا از نقطه Έی در اگر ͳحت کنند ͳنم جذب یا

با است. چقدر متوسط طور به شل این به مری ͳپل طول که است این کنیم طرح توانیم ͳم که ͳسوال ترین ساده کند. عبور دوباره کرده عبور ها

بنویسیم: توانیم ͳم خاص مسیر Έی برای کنیم. پیدا ͳسادگ به را سوال این پاس توانیم ͳم (؟؟) شل در شده داده نشان تشابه به توجه

RN = r1 + r2 + · · ·+ · · · rN (١)

که دانیم ͳم متوسط طور به حال

⟨ri⟩ = 0 ⟨bi · bj⟩ = b2δij . (٢)
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دو های جهت بین ای ͳهمبستگ گونه هیچ و بΎیرد قرار یسان احتمال با جهات همه در تواند ͳم مونومری هر که کند ͳم بیان واق΄ در رابطه این

داشت: خواهیم رابطه این به توجه با ندارد. وجود نیز همسایه مونومر

⟨R ·R⟩ = Nb2. (٣)

با: است برابر مری ͳپل چنین متوسط اندازه دهیم نشان RN با را مونومر N با را مری ͳپل اندازه اگر نتیجه در

Rn ∼ N
1
2 b. (۴)

متوسط مقدار سوال این شود. ͳم مچاله ابعادی چنین در پلمیر اصطلاح به گیرد. ͳم جای N
1
2 b شعاع به گویی در پلیمری چنین ساده بیان به

از ͳناش کیفیت این ندارد. گرفته قرار آن در پلیمر که فضایی بعد به ͳربط متوسط طول این که است این جالب و عجیب نکته دهد. ͳم را طول

پلیمرهای به ادامه در ندارد. تاثیری فضا بعد که رسد ͳم نظر به پلیمری چنین برای کند. قط΄ را خود تواند ͳم اینکه ͳیعن است پلیمر بودن آل ایده

مدل Έی سوال این به پاس برای چیست؟ پلیمر طول توزیع تابع اینکه آن و بپرسیم تری دقیق سوال توانیم ͳم حالا ͳول پرداخت. خواهیم تر ͳواقع

عمودی یا ͳافق جهت دو در توانند ͳم آن مونومرهای و گرفته قرار ͳمربع شبه Έی روی پلیمر کنیم ͳم فرض اینکه آن و گیریم ͳم نظر در ساده

با بنامیم، z را نقطه هر های همسایه تعداد اگر بنویسیم. ͳمارکوف معادله Έی توانیم ͳم شبه این در ولΎشت به تشابه با .(٢) شل بΎیرند، قرار

ͳجهت هر در تواند ͳم آخر قدم ولΎشت تصویر در یا کند،  انتخاب خود برای را دلخواه جهت z تواند ͳم مونومر هر پلیمر، بودن آل ایده به توجه

نویسیم: ͳم نتیجه در باشد. شده برداشته قدم اخرین معکوس که ͳجهت ͳحت شود ͳط

PN (R) =
1

z

N∑
i=1

PN−1(R− bi) (۵)

(ͳضلع (شش زنبوری لانه دوبعدی شبه Έی و ͳمثلث بعدی دو شبه Έی برای چنین هم کنید. پیدا بعدی d شبه Έی برای را z پارامتر n

کنید. پیدا

فرض با توانیم ͳم است زیاد ͳخیل مونومرها تعداد که انجا از

|bi <<< |R

بنویسیم: پیوسته صورت به را ͳمارکوف معادله و برویم پیش

PN−1(R− bi) = PN−1(R)− bi,α
∂PN−1(R)

∂Rα
+

1

2
bi,αbj,β

∂2PN−1(R)

∂Rα∂Rβ
, (۶)
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رسیم: ͳم دیفرانسیل معادله Έی به ͳمارکوف معادله در رابطه این جایΎذاری با است. bi بردار ام α مولفه bi,α آن در که

∂PN

∂N
(R) =

1

z

N∑
i=1

(
− bi,α

∂PN−1(R)

∂Rα
+

1

2
bi,αbj,β

∂2PN−1(R)

∂Rα∂Rβ

)
(٧)

است: برقرار زیر رابطه منظم شبه Έی برای که کنیم ͳم دقت حال

z∑
i=1

bi,α = 0. (٨)

۴



که دهید نشان بعد سه در ͳمربع شبه Έی برای الف: n

3∑
i=1

bi,αbi,β = b2δα,β . (٩)

آورید. بدست دلخواه بعد در ͳمربع شبه Έی برای را عبارت این مشابه ب:

آورید. بدست دوبعد در دو هر (ͳضلع (شش زنبوری لانه شبه Έی برای و ͳمثلث شبه Έی برای را عبارت این مشابه پ‐

رسیم: ͳم زیر دیفرانسیل معادله به است گرفته قرار بعدی سه شبه Έی در که پلیمری برای ترتیب این به

∂PN (R)

∂N
=

1

6

∂2PN (R)

∂Ri∂Ri
, (١٠)

ͳگاووس تابع Έی دیفرانسیل معادله این حل ایم. کرده استفاده PN = PN−1 تقریب از ها مونومر تعداد بودن زیاد دلیل به راست طرف در که

است:

PN (R) = AeβR
2

(١١)

است. R بردار اندازه R آن در که

آورید. بدست را PN (bfR) بازبهنجارش ضریب چنین هم و β پارامتر تمرین:  n

وقت هیچ ها پلیمر ͳول ندارد. ای ͳسفت گونه هیچ و است شل بسیار آل ایده پلیمر Έی . کردیم مطالعه را آل ایده کاملا پلیمر Έی کنون تا

نشان rn بردار با را ام n مونومر جهت اگر بنابراین بΎیرند. قرار جا Έدری توانند ͳنم هیچΎاه مونومر دو تقریب مرتبه اولین در نیستند. آل ایده

−rn جهتِ در تواند ͳنم اما بΎیرد قرار (b1,b2, · · ·bz) مثل شبه بردارهای از کدام هر بر منطبق تواند ͳم ام n+1 مونومر جهت آنگاه دهیم،

هر تواند ͳم rn+1 آنگاه rn = b1 باشیم داشته مثال عنوان به اگر ترتیب این به است. شده داده نشان (؟؟) شل در وضعیت این بΎیرد. قرار

شود: ͳم محاسبه ترتیب این به rn+1 مونومر بردار متوسط بنابراین باشد. −b1 بجز برداری

⟨rn+1⟩ =
1

z − 1
(b1 + b2 + b3 + · · ·bz − (−b1)) =

b1

z − 1
(١٢)
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بنویسیم: توانیم ͳم ͳکل صورت به نتیجه در

⟨rn+1⟩rn =
rn

z − 1
. (١٣)

با: است برابر متوسط این بود. نخواهد صفر با برابر دیΎر ͳمتوال مونومر دو بین زاویه متوسط نتیجه در

⟨rn+1 · rn⟩ =
b2

z − 1
. (١۴)

ͳم همبسته یدیΎر به نیز است بیشتر هم با شان فاصله که مونومرهایی آیا اما است. هم سر پشت مونومر دو بین ͳهمبستگ Έی معنای به رابطه این

رویم. ͳم پیش زیر صورت به آنها ͳهمبستگ میزان تعیین برای است. مثبت نیز سوال این پاس است؟ غیرصفر نیز ⟨rn+2 · rn⟩ آیا ͳیعن شوند؟

دانیم ͳم باشد، ثابت rn+1 اگر

⟨rn+2⟩rn+1 =
rn+1

z − 1
. (١۵)

نویسیم ͳم بنابراین بΎیریم. متوسط هم آن روی باید نیست،  ثابت rn+1 که آنجا از

⟨rn+2 · rn⟩ = ⟨⟨rn+2⟩rn+1
· rn⟩ = ⟨ 1

z − 1
rn+1 · rn⟩ =

b2

(z − 1)2
. (١۶)

رسید: خواهیم زیر نتیجه به کنیم تکرار را استدلال این اگر

⟨rm · rn⟩ =
b2

(z − 1)|m−n| . (١٧)

که دهد ͳم نشان رابطه این چنین، هم دهد. ͳم بدست را مونومر Έی طول مجذور و شود ͳم منجر دلخواه نتیجه به نیز n = m برای رابطه این

در تا کرد خم تر راحت بزرگ های مقیاس در توان ͳم را مر ͳپل بنابراین است. ͳطبیع کاملا که شود ͳم تر کم شان فاصله با ها مونومر ͳهمبستگ

درک قابل کاملا نیز رفتار این شود. ͳم کمتر ͳهمبستگ این شود تر زیاد z چه هر که دهد ͳم نشان چنین هم رابطه این .Έکوچ های مقیاس

این بالاخره و است. کمتر شان همسایه مونومر از آنها پیروی یا ͳهمبستگ و دارند خود جهت تعیین برای بیشتری آزادی درجه ها مونومر زیرا است، 

شود. ͳنم کم فاصله با هم با مونومرها ͳهمبستگ بعد، Έی در ͳیعن است z = 2 ͳوقت که دهد ͳم نشان رابطه

بدست را ͳواقع پلیمر Έی متوسط شعاع R := ⟨RN ·RN ⟩
1
2 = bN

1
2 صورت به متوسط شعاع آل ایده پلیمر Έی برای دیدیم تمرین: n

بیاورید.

۶



کنیم فرض را زیر ͳشرط احتمال بیایید بدهیم. انجام نیز تری دقیق آنالیز توانیم ͳم

P (rn+1|rn) =


0 rn+1 = −rn,

α ها حالت دیΎر

 (١٨)

است: این ͳشرط احتمال تابع بنابراین .α = 1
z−1 بنابراین باشد بهنجار ͳشرط احتمال کل که باشد باید چنان α مقدار

P (rn+1|rn) =


0 rn+1 = −rn,

1
z−1 rn+1 ̸= −rn

 (١٩)

بنویسیم: زیر خلاصه صورت به را ͳشرط احتمال این توانیم ͳم

P (rn+1|rn) =
1

z − 1
(1− δrn+1−rn,0). (٢٠)

آوریم: ͳم بدست را زیر احتمال بوده، گوناگون جهات در ینواخت احتمال با rn مونومر اینکه فرض با و ،ͳشرط احتمال این از

P (rn+1, rn) = P (rn+1|rn)P (rn) =
1

z

1

z − 1
(1− δrn+1−rn,0). (٢١)

شود: ͳم پذیر امان زیر ͳهمبستگ محاسبه نتیجه در

⟨rn+1 · rn⟩ =
∑

rn+1,rn

rn+1 · rn
1

z

1

z − 1
(1− δrn+1,−rn) = 0− 1

z(z − 1)

∑
rn

(−b2) =
b2

z − 1
(٢٢)

نویسیم: ͳم شیوه همین به

P (rm, rm−1, · · · rn) = (
1

z − 1
)m−n

∏
k = mnδ(1− δrn+1−rn)P (rn) (٢٣)

بالا مشخصات با پلیمری برای که دهید نشان تمرین: n

⟨R2
N ⟩ = Nb2

z

z − 2
. (٢۴)

ͳگاووس های زنجیره ٣

مدل این به توان ͳم ساخت. ͳم متناظر ͳمربع شبه Έی روی در ولΎشت Έی به را پلیمر Έی شل ساختیم پیشین های بخش در که پلیمر از ͳمدل

مونومرها از ͳخیل شود. منطبق ͳمربع شبه Έی روی بر فقط مونومرهایش جهت که نیست صلب اینقدر الزاما پلیمر اینکه آن و گرفت ایراد Έی

٧



وارد ایراد این کنیم نگاه پلیمر Έی به Έنزدی ͳخیل از اگر گیرند. ͳم قرار ͳقبل مونومر به نسبت ای زاویه هر با هم آن دار زاویه هایی جهت در

های مقیاس ͳیعن ͳولمول مقیاس در پلیمر شمایل و شل بدانیم که نیست مهم آنقدر ما برای کنیم. ͳنم را کار این وقت هیچ معمولا اما است

مقیاس این در یادبΎیریم. این از تر بزرگ ͳخیل های مقیاس در را پلیمر Έی طرح و شل بدانیم خواهیم ͳم بیشتر بله است. چΎونه نانومتری

با که است این مثل نتیجه در ببینیم. مونومر Έی صورت به را مونومر تا چند هر است ممن بله بینیم ͳنم را مونومر Έی جزییات بزرگ های

Έی نه و دارد متوسط و تقریبی مقدار Έی ͳن مونومرها این طول بله است دلبخواه کاملا مونومرهایش جهت تنها نه که داریم سروکار پلیمری

نویسیم: ͳم ͳگووس تابع Έی صورت به را rn مونومر توزیع تابع پلیمری چنین برای دقیق. ͳخیل مقدار

P (rn) = Ae
−3rn

2

2b2 (٢۵)

کنید. حساب را مونومر Έی طول متوسط سپس کنید. تعیین را A مقدار فوق، توزیع تابع در n

داریم: دهیم، نشان Rn+1 و Rn با ترتیب به دهند ͳم تشیل را n مونومر انتهای و ابتدا که را ام n+ 1 و ام n های مولول مان اگر

Rn+1 −Rn = rn. (٢۶)

داشت: خواهیم کنیم، ثابت را R1 ͳیعن اولیه نقطه اگر

P (R1,R2, · · ·RN ) =

N−1∏
i=1

P (Ri+1 −Ri) = (
3

2πb2
)

3
2 (N−1)e−

3
2b2

∑N−1

i=1
(Ri+1−Ri)

2

. (٢٧)

بنویسیم: زیر صورت به را احتمال تابع این توانیم ͳم کنیم کامل را تشابه این و کنیم استفاده آماری Έانیم مفاهیم و ها روش از کاملا اینکه برای

P (R1,R2, · · ·RN ) =
1

Z
e
− 1

kBT U(R1,R2,···RN ) (٢٨)

آن در که

U(R1,R2, · · ·RN ) =
3kBT

2b2

N−1∑
i=1

(Ri+1 −Ri)
2 (٢٩)

را است) گرفته قرار آن درون پلیمر که رقیق محلول Έی حضور اثر در یا حرارت اثر (در مونومرها جوش و جنب و وخیزها افت اثر بخواهیم اگر

ͳهامیلتون صورت این در کنیم. ͳبررس را پلیمر آماری Έانیم و کنیم اضافه نیز ͳجنبش انرژی جمله Έی پتانسیل این به توانیم ͳم کنیم ͳبررس نیز

رابطه از فنر ثابت آن در که شد خواهد فنر و جرم از مجموعه Έی ͳهامیلتون به شبیه پلیمر

k =
3kBT

b2

آید. ͳم بدست

٨



شاخه شاخه پلیمرهای ۴

اخرین و اولین بین فاصله مرهایی ͳپل چنین برای دارند. ۴ شاخه شاخه ساختاری (؟؟) شل مثل بله ندارند ای زنجیره ساختار پلیمرها از ͳخیل

بجای بنابراین ندارند. مشخص انتهای و ابتدای نقاط اصولا پلیمرهایی چنین چون نیست، پلیمر ͳگستردگ دادن نشان برای خوبی ملاک مونومرها

را پلیمر اندازه یا ͳگستردگ میزان بهتر که بریم ͳم کار به را دیΎری کمیت ای زنجیره پلیمرهای چنین هم و ها پلیمر این مورد در |RN −R1|2

شود: ͳم تعریف زیر شل به و دارد نام ۵ ژیراسیون شعاع کمیت این دهد. ͳم نشان

R2
g :=

1

2N2

N∑
m,n=1

⟨(Rn −Rm)2⟩. (٣٠)

مونومرها متوسط فاصله ژیراسیون شعاع است. زیر شل به دیΎرش تعبیر Έی مونومرهاست. های جفت بین متوسط فاصله ژیراسیون شعاع واق΄ در

است. مر ͳپل جرم مرکز از

است. مر ͳپل جرم مرکز از مونومرها متوسط فاصله ژیراسیون شعاع که دهید نشان تمرین: n

ژیراسیون شعاع و مونومرها ͳالΎچ ۵

بیاوریم. بدست آن شمایل و شل باره در بیشتری اطلاعات خواهیم ͳم حال کردیم. صحبت آن ته و سر فاصله و پلیمر اندازه باره در فقط کنون تا

تر زیاد پلیمر ته و سر فاصله که هرچقدر مونومر معین تعداد Έی برای که است ͳطبیع البته است؟ فشرده چقدر مر ͳپل Έی ببینیم خواهیم ͳم مثلا

شمایل و شل از تری دقیق توصیف مناسب توابع درست تعریف با توانیم ͳم بازهم ͳول دارد کمتری ͳفشردگ مر ͳپل که است این معنای به باشد

تابع این است؟ چΎونه نقطه این اطراف در مونومرها ͳالΎچ که پرسیم ͳم خود از و ایستیم ͳم ام n مونومر روی منظور این به کنیم. پیدا پلیمر Έی

P (R1, · · ·RN ) احتمال تابع . کنیم ͳم دقت تابع این تعریف به نخست کرد؟ حساب را تابع این توان ͳم چΎونه دهیم. ͳم نشان rn(r) با را

صورت این در دهد. ͳم بدست فضا مختلف نقاط در را ها مونومر وجود احتمال که بΎیرید نظر در را

gn,m(r) = ⟨δ(Rm −Rn − r)⟩ (٣١)

جم΄ دیΎر مونومرهای تمام روی n مونومر Έی برای اگر باشد. r با برابر ام m و ام n مونومرهای نسبی بردار که دهد ͳم بدست را این احتمال

در را مونومرها تعداد ͳالΎچ دیΎر عبارت به باشد. داشته وجود دیΎری مونومر ام،  n مونومر از r موقعیت در که داد خواهد را این احتمال بزنیم

Branched Polymers۴

Radius of Gyration۵

٩



داریم مونومر این برای بنابراین آوریم. ͳم بدست ام n مونومر اطراف

gn(r) =

N∑
m=1

⟨δ(Rm −Rn − r)⟩. (٣٢)

این است بهتر باشیم داشته یدیΎر حول مونومرها تراکم از ͳاحساس آنکه برای دهد. ͳم نشان را ام n مونومر اطراف در مونومرها ͳالΎچ تابع این

کنیم: ͳم تعریف را زیر تابع که است دلیل این به کنیم. حساب مونومرها همه برای متوسط طور به بله خاص مونومر Έی برای نه را تابع

g(r) :=
1

N

N∑
n=1

gn(r). (٣٣)

مونومر Έی اطراف در ͳالΎچ تابع که معنا این به باشد r اندازه از ͳتابع تنها تابع این که داریم آنتظار باشد نداشته تقارن عدم پلیمر اگر البته

باشد. همسانگرد

اگر است. پلیمر شدن مچاله معنای به که شوند جم΄ مونومر مونومر Έی گرد دارند ͳسع مونومرها بقیه که است این معنای به g(r) بودن زیاد

ͳم بر در را ξ تقریبی شعاع به ای محدوده مونومر Έی اطراف در مونومرها ترام که معناست این به شود کم e−
r
ξ صورت به g(r) مثال عنوان به

باشد. داشته ژیراسیون شعاع با ای رابطه نوع Έی g(r) که است ͳطبیع پس گیرد.

آل. ایده پولیمر Έی برای g(r) تابع محاسبه n

کنیم: ͳم محاسبه را g(r) تابع فوریه تبدیل

g̃(q) =

∫
d3rg(r)eir·q =

1

N

N∑
m,n=1

eiq·(Rn−Rm)⟩

=
1

N

[
N2 +

N∑
m,n=1

iq · ⟨Rn −Rm⟩ − 1

2
qαqβ⟨(Rn −Rm)α(Rn −Rm)β⟩

]
+ · · · . (٣۴)

داریم: همسانگر پلیمر Έی برای

⟨Rm −Rn⟩ = 0 ⟨(Rm −Rn)α(Rm −Rn)β⟩ =
1

2
δαβ⟨((Rm −Rn))

2⟩+ · · · . (٣۵)

به رسیم ͳم محاسبه ͳکم از پس نتیجه در

g̃(q) = N(1− q2Rg) + · · · = g(0)(1− 1

3
q2Rg) + · · · (٣۶)

داد. خواهد بدست را ژیراسیون شعاع q Έکوچ مقادیر برای g̃(q) تابع ترتیب این به

کنید. تکمیل را ͳقبل مثال محاسبات تمرین: n

١٠


