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�> ����?<� �p��/ b�c �S|��% 6� )�,#� ux′(t) � ux(t) �\ �;#��� -M�� � x′(t) � x(t) -j1 2#U��� �� %� �\ d#w�j� �>

dx′

dt
=
dx

dt
− v bIc

����?<� �p��/ b�c 6� &��mJ


dt′ = dt b�c

^3
dx′

dt′
=
dx

dt
− v b�*c

#�

u′x = ux − v b��c

2�=M ��

u′y = uy b��c
u′z = uz

%� � �,#� u� -M�� ��%�� +�% �� -.�/ %#|N �� �?� (-�� ���=> ��/#� �#
-M�� 7J8 � /#N �#J
 b��c � b��c ���� %
�?� #�� )u� + u� #� -�� ����� +�% �� -.�/ � ! -M�� �,#� u� %#|N �� -.�/ �\ -M�� �> �% D ��/#�	_� �% <3 ! %#|N +Q��
�
 �!y#M �% �1#S�� �� !<� ��.1� )-�� �#�� +�% �� -.�/ � %#|N �� -.�/ �\ -M�� �� JM �S R1 S � ����> 9#!�3 � 
 �� �% � !
�� ! <� ��/6#�� θ′ � θ �#���6 x′ � x �#
% h� #� s�!�! �� <1� ��,#� � JM z % h� �� �#�mJ
 �u′ �p��/ %� � �u �?� )��> <�%��

���\ <� %� ��6 +, �� -M�� +��.! ���� % �> ���

u′cosθ′ = ucosθ − v b��c
u′sinθ′ = usinθ b�Fc

��\<� -�� �� b�Fc �� b��c ���5! 6�

tanθ′ =
sinθ

cosθ − v
u

b�Kc
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� b�Fc %�{p� �u′ 2S6��/� &��#� ���� &��mJ
 )�
� <� -�� �� v � u �#
-M�� 26��/� � θ �S ���6 s�$ �� �% θ′ �S ���6 �>
(���><� 7J8 �
 #� �% b��c

u′ = u(�− �
v

u
cosθ +

v�

u�
)�/� b�@c

(-�� s1#8 �p��/ )��%�\ -�� �� �
 �% 9#�, +��.! ��/� !<� n�% &�J
 #�

a′x = ax b�Gc
a′y = ay

a′z = az

��/#� %� �> <���c �,#� �;#/ 6� +5��� �
 y�8 2S6��/� ���> E�� �?� ]#$ )-�� �#�� #
�;#/ �SJ
 ���� 9#�, �#
�R1 S� %��5�
���� �� ��/� !<� b-�� ��hg ���=>

m�a′ = m�a b�Ic

�� ,<� E M d=��.! &�� -h! ���/ #�\ o-�� �#�� �;#/ �� �
 ���� � ! �/ y�� � /#N +, �> �
�<� �#'/ �v�
#; �|��% &��
�� ������c +��/#�3 6� 2�#R��� #� �> � ! �/ y�� � /#N 6� <	, )-�� <�%�� ���� <� Q "#Y� +��/#�3 s�$�� ->�$ �S 1�#C� &�, /

-�� ��6 d% g �� � , <� ��, / b�#�

m
d��x

dt�
= −∇U(r��) b��c

�� &�� �S 	g#� ��/ r�� )��><� ->�$ �\ �V� -h! 2%X �> -�� <	��/#�3 U � 2%X &�� y�8 m �z�h�� 2S%X �#�%���� �x �\ %� �>
���� �� ��/� !<� � -�� 2%X

r�� =
√

(x� − x�)� + (y� − y�)� + (z� − z�)� b�*c

�> ��� �� !<� �	�1#? +��.! �� �8 ! #�

r′
��

= r�� b��c

���� �� ��/� !<� �p��/ %� �

U(r′
��

) = U(r��) b��c

"#Y� ���� )�/ , �.�#h� ��#� �
 �w�j� �
 �� -.�/ +��/#�3 d#5�'�

− ∂U

∂x�
= − dU

dr��
.
∂r��
∂x�

b��c
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=
dU

dr��
.
x� − x�
r��

− ∂U

∂x′
�

= − dU

dr′
��

.
∂r′

��

∂x′
�

=
dU

dr′
��

.
x′
�
− x′

�

r′
��

&����#��

− ∂U

∂x�
= − ∂U

∂x′
�

b�Fc

-,�� ��
� Q ���.� %#> �� �
 �U�� d#w�j� �% � %� �% n�% &�J
 �?�

−∇U = −∇′U b�Kc

)-�� %�����3 d#w�j� �� -.�/ �#����? #� s�, ∇′ 6� % e�� #p��� �>
&�� �> ���> �8 ! )�/#�<� �#�� � ! �/ ->�$ �#
�1�#C� +, &����#�� )� ,<J/ E M ���/ �> �
�<� �#'/ d#.�#h� &��
9� 8 �p��/ %� � </ ! �/ ��/#� %� ->�$ d]�#C� +, �> -R? �� !<� �p��/ %� )-�� ��#g <M#C, +��/#�3 �
 ���� 2%��?
�#
9 :%#: +��.! -h! b��c �S 1�#C� �: f�D �
 � -��% f�D �
 7N�� %� )-�� �#�� �d�#R�� -j1 �#
�;#/ ��� 6� #L/\
�;#/ �� � �>� )-�� f��C� �6�K�! i���� (:� (=�3 iY��,	 &������. �� -�CN�� &�� )���><� �R$ �% � Q d% g -j1
�� �> �%�� � 8� <�/#� 4�#�6\ ��
 #�\ ��� U� �</ ! �/ ��/#� %� ->�$ d]�#C� <���% J
 �� �8 ! #� )����U� �e/ %� �% -j1
���� <	�% ��% �� -Q� �� =v �#> -M�� #� �> ���> E�� �% �%#|N �-�� z�h�� y��> � &>#� 9 :%#: y��> �
� �#'/ #�
%� �> <wj, )��� ����� %� �% ���: �� ! <J/ �\ ��%� 6� �> -�� 2�, ��Q#� �% D � ��><� ->�$ �Q-��% � z#|g�
�?� �-�� ->�$ "#$ %� 2#U���� � � �� -.�/ �> ��> �e/ %#L;� <�/#� �#
4�#�6\ `#�� �� �5� �/� ! <� �/ U: �,#� %#|N
��/#� &�/� N ��� 6� d�#R�� -j1 �#
�;#/ �> �, �8 �� �� !<� +�#S! �%�N #� �-�� �/ U: -�C�� ���� ��3 �� �� %#|N

)����
 6%��


)*��+� #$%� ('('(

�;#/ �� ��� 6� ����� % �� a�g ! �> ��%�\<� -�� �� �% <�#
+��.! �#�6#B� �#
�%#5! <Q�� � -�.�/ +g� 6� 2�#R��� #� � �>�
�S M Jp� �<?�#� ���� )� ,<� �	�1#? +��.! &��U�#8 � ��><� � ��� �U�� -j1 �;#/ ��� 6� ����� % �#J
 a�g ! �� �% -j1
�� T.|�� �% x′ � x �#
% h� ������ (����?<� �e/ %� bG)�c +, T�#|� � +.N +Y� �% S′ � S -j1 �#
�;#/ �� � ��� �#
% h�
��/ y′z′ � yz d#hRg )����?<� x% h� #� �6� � ��% 9 :%#: �� &�� <.�/ -M�� �#J
 #� �v ������ &J� %� � ���> <� E�� �

<!#�g wQ �S J
 +�#, P#Q -1#$ &�� <1� -��/ P#Q -1#$ &�� �� x�j� ��/% 1 +��.! �> -,�� �8 ! ��#� )�/��6� � �
 #�
-1#$ ��/#� 2�=M�� )��> ��
� Q -.hg �
 y#M d=��.! �� 78�% �C� �#
4j� %� ��.1� )��%�� %#e�/� ��/% 1 +��.! 6� �> -��

)-�� T.|�� 2#U��� �� �#� �S�.� �#�6 &�� %� � -�� <� 9 :%#: �� �#�6 �S�.� ���><� E�� �<?�#� ���� �	�1#? d=��.!
%� � bt,x,y,zc d#w�j� #� S 9 :%#: %� P xj'� ����� % ���> E�� )��� %<� -j1 2#U��� �� �#�� +��.! ���� �� ]#$
���� % &�� ���\<� -�� �� % |: ��><� � ��� �U��� �� �% a�g ! �� &�� �> <|��� % �SM Jp� )� , a�g ! bt′,x′,y′,z′c #� S′

� <�UJ
 +g� 6� 2�#R��� #� �� !<� �% s	|� &�� <��%� )�,#� <|Q b</#�6 � </#� d#w�j� �#J
 <�C�c #
��_�� �� -.�/ ��#�
����, #� #B� 6� d�#R�� �S |5/ �� %� �% &�C� ���?26��/� �� �?� �, 2��� ��� ! =v .N �> % |/#J
 )�, �8 �� #B� ���U/#�J

%� 4�#�6\ �� �Sp��/ ���U/#�J
 +g� ��#�� )�,#� <� �� �
 �Sp��/ ��#� <�UJ
 +g� ��#�� ���
� y#p/� �#�� =v �#> <����

)�,#� ��,�� �#�� A�#�/ ��#� b�#�� <���� ����, %�c #B� a	�j� �#
#���%
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v

y'

x

z z'

y

x

(G)� +,

�S′ � S &�� +��.! ���� % �?� �> ��� �� ! <� )�,#� �.�C� ��/ S′ %� #
2%��? &�J
 ��%�� %#e�/� -�.�/ +g� ��#�� �> -�� <L���
+, �� 2%#��� "#$ )�, �
� Q �5/ <�UJ
 � � � �
� j/ %��N�� 0 � � &�� �,#� <|Q��� ��/%�� </#�� �#�6 � #B� `#�5� �>
��%�� �J
 �hRg &�� �#
�|5/ ) x % h� �� � JM � yz �ShRg #� �6� � -�� ���hRg �S 1�#C� x = const. �S|��% �]v �� )���> �8 !
�S 1�#C� #� S %� �/%�� %��N x′ = � �ShRg ��% S′ %� �> <�#
����� % y#J! �+, � ��/ &�� �� �8 ! #� �#v�/#V )�/��#�� x �Sw�j�

(�> �
�<� �p��/ ���� % �� � <|Q �S �#�� �� 0 � � &�� ^3 )^C1#� � �/ ,<� a�g ! x = vt �ShRg

x′ = γ(x− vt) b�@c

���> E�� ]#$ )b��> <� %#��% -�#V �� ��/#� =v JMc -�� +5��� d#w�j� 6� � v -M�� 6� -�� <C�#! �5� γ �\ %� �>
E M �
 #� �% ���3 ���� � %�����3 �#
��_�� �#8 &J� %� � ���> ` C� �% v -M�� -L8 �#��J
 � x′ � x �#
% h� -L8
b�@c �S|��% ��% �% #
+��.! 6� �1#./� &�� �?� )� � �
� Q �, 2��� �#'/ bG)�c +, %� �> "�� -1#$ ��#'� -�%� -�C�� ����>

(-,�� ��
� Q ���> "#JM� �


x = γ(x′ + vt′) b�Gc

��
�<� %��N b�Gc %� b�@c 6� �% x′ � �>� )-�� %#,\ ]#� ��� ! �� �8 ! #� 2�, 2�#R��� γ s��� �#J
 6� �v��p� ���� -	M

x = γ[γ(x− vt) + vt′] b�Ic
= γ�x− γ�vt+ vt′γ

��%�\ -�� �� t � x s�$�� �% t′ ��/� !<� &����#��

t′ = −γ
� − �

vγ
x+ tγ b��c

= γ(t− γ� − �

vγ�
x)
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a��C! #� �>

V � ≡ v�γ�

γ� − �
b�*c

-,�� ��
� Q

t′ = γ(t− v

V �
x) b��c

�� b��c �S|��% 6� )-�� V � > � ^3 )���><� �% E�� &�J
 �
 #� )� ,<� v�

V �
< � � V � > � �,#� γ� > � �?� �> ���> �8 !

�� �% +��.! �S|��% �� ��/� !<� �p��/ %� )�,#� �#�6#B� �Swj'� ��#� -M�� &�� ^3 )-�� -M�� �C� V <���� �C� �> ��\<�
���� �� ��6 +,

x′ = γ(x− vt) b��c
t′ = γ(t− v

V �
x) b��c

� , <� � ��� V �� ��6 d% g �� γ ����% &�� %� �>

γ =
�√

�− v�

V �

. b�Fc

% D �� �v�C� �% -M�� &�� �� � -�#V )�,#� ��,�� <��#V %��5� ��#� V �> ��%<� �e/ �� -�� v �� ������ #L�! γ ��/��<� � :
)���> &,�% ��/ �% z � y d#w�j� +��.! a�	! -�� ��L� �\ 6� 4�3 )���><� d#.V� +5���

�'�J
 bx′z′ �ShRg <�C�c y′ = � � bxz �ShRg <�C�c y = � �#
�hRg �> ��� ��
� Q ���> -N� bG)�c +, �� 2%#��� �?�
��,#� ��,�� ��#� z � x d#w�j� %��5� 6� +5��� ^3 )�/�T.|�� �
 ��

y′ = Ay b�Kc

���: ��
 ���> ` C� 2#U��� �� �
 %� �% z � x �#
% h� -L8 �?� � �>� )-�� d#w�j� 6� +5��� s��� �� �\ %� A �>
^3 )� ,<� E M S′ � S �#8 �5� � ��><J/ ���_!

y = Ay′ b�@c

�p��/ %�

A = ±� b�Gc

z, y �� -.�/ �%#5! �� �8 ! #� )� , +��.! y = y′ �� ��� �3 % D �� -�C�� ��#� v → � �$ %� ���6 -��/ " .N +�#N <R�� -�=M
(��\<� -�� �� �p��/ &�J
 �
 z �Sw�j� ���� �%

y = y′, z = z′ b�Ic



�� 0����� �1��% .$�	23 �1��% �'�'

&�� �� 78�% ��
� j� �> &�� 6� +.N #�� )���> <� &��C! �% S′ � S -j1 �#
 9 :%#: &�� ��/% 1 +��.! b�Ic � b��c�b��c ���� %
t���> <?���% V -M�� -�C�� �� ��#� ��
� ��� ! d=��.!

-j1 �#
9 :%#: &�� &��mJ
 )�/ , �.!�� �U��� �� L� ��/% 1 +��.! �� ! S� � S� -j1 78�� 9 :%#: �� ���> E��
T.D �> &�� �� �8 ! #� )���> �e/ %#L;� S� � S� &�� +��.! �% � %� ��
� Q<� � �>� )-�� %��N�� L� ��/% 1 +��.! ��/ S� � S�
&�� +��.! ��#� ��%��/ � 8� �6#�J� 9 :%#: �p��/ %� � �/��?<� %��N �6%��
 �S ��� �� %� -j1 �#
 9 :%#: �SJ
 -�.�/ +g�
�,#� ������ L� � L� ��/% 1 +��.! �� V -M�� �> ���> E�� ]#$ )�,#� ��/% 1 +��.! �� ��/ ����#/<� L� �% �\ �> �S� � S�

��%�� ^3 o�,#� V� � V� s�!�! �� S� �� S� � S� �� S� +��.! �� ���� �\ %��5� <�C�

x� = γ�(x� − v�t�) b��c
t� = γ�(t� − v�

V �

�

x�)

�

x� = γ�(x� − v�t�) bF*c
t� = γ�(t� − v�

V �

�

x�)

-,�� ��
� Q ��.8 d#.�#h� �%��5� � bF*c %� b��c|��� % ���� %��N #�

x� = γ�γ�(�− v�v�

V �

�

)[x� − v� + v�
�− v�v�

V �

�

t�] bF�c

t� = γ�γ�(�− v�v�

V �

�

)[t� −
v�
V �

�

+ v�
V �

�

�− v�v�
V �

�

x�
] bF�c

V -M�� &����#�� )V �

�
= V �

�
= V � ��#� �,#� ��/% 1 +��.! 0 / 6� �
 L� �,#� %��N �?� �> ��
�<� �#'/ bF�c � bF�c ���� %

(��6����� <
#U/ γ a��C! �� 2%#��� )-�� -j1 �#
2#U��� �SJ
 ���� </#L8 -�#V �� � -�� +��.! 6� +5���

γ =
�√

�− v�

V �

bF�c

-�#V -M�� �� 2S��
� �#'/ V &����#�� ov ≤ V �p��/ %� � �,#� <5�5$ ��#� γ �-�� ���?26��/� +�#N <��J> x′ �> <�#p/\ 6�
&�� �> �/�2��� �#'/ #
4�#�6\ �S J
 � �> #! )��\ -�� �� ���p! 6� ��#� -M�� &�� %��5� )-�#
-M�� �S J
 �]#� �$ � </#L8
i$#.� �%�� </#L8 -�#V �� +, �� % / -M�� T��D &�� 6� )��
�<� 4�#J/ c #� �% �\ �> -�� =S Q %� % / -M�� #� ����� -M��

)���?<� %��N G 4/��? -�#V � h �/=3 -�#V ��/#� �U�� �#
 -�#V %#�> %� � � ,<� <����
�S �#�� �� -�.�/ +g� #L�! � �����/ y#p/� V %��5� #� � �C�� �� 78�% <��� ��
 �4�3 6� #� �> -�� -�J
� ��#$ ��/ &��
��*K���IF �S 1#5� %� �% �\ &��'��� �> �, -j1 �#
 9 :%#: &�� +��.! 6� <wj'� +, �� �p�� #B� ���U/#�J
 � <�UJ

� �>� #�� )��> 2�#R��� % / -M�� �� � -�#V ��/ � -�.�/ +g� �� 6� ��/% 1 +��.! ��%�\ -�� �� ���� &��'��� )��> �%�� � Q
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)-�� �#�6#B�



$�%�&��	 �' ��� �*

�*��" #$%� ������

��� ����� ���� �= ��� <�.��H <�4= u�� �� ��	�w�]� &45�. �!� �= �0 ��d! �����K ����� ���
D (J� �� ��
�D �� P�	$
 � &!��$ �� �= <M	 �̀�  ! ����� �� t (J� ��G��� �S,��
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AD = �, AB = �, BD =
√
�− � =

√
� bG�c
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AD > AB +BD bG�c
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����� % �#B� %� &����#��
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s� = t� − x� bG�c

+��.! -h! bz � y <�C�c <.�/ ->�$ -L8 �� � JM d#w�j� � : #8 &�� %� )�/�<�#L�/� ����� % �#
�w�j� t � x �\ %� �>
-�C�� �� �8 ! #� � �>� )� � �
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��+",��� 7���� ; s� > � (�

-, / �� ! <� -1#$ &�� %�

x� < t� bGFc

^3

| x
t
|< � bGKc
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x′ = γ(x− vt) = γt(
x

t
− v) bG@c

-j1 9 :%#: <�C� �x
t = v ��#� ����? %��N %�� ���3 -j1 2#U��� �#�6 % h� ��% <�#L�/� ����� % <�C� ��,#� x′ = � �> &�� ����
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��%�� -�C�� &�� %�

x� > t� bG�c

^3

| t
x
|< � bI*c

%�����3 �;#/ ��� 6�

t′ = γ(t− vx) = γx(
t

x
− v) bI�c

��,#� ��,�� ��#� �,#� t′ = � �> &�� ����
t

x
= v bI�c

#�

v =
t

x
bI�c

��%�� bI*c �S|��% �� �8 ! #� "#$

v < � bIFc
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 <�C� ����R�� �#R!� �#��J
 % D �� �/ ?#B� ����� % �� �\ %� �> ��> ���3 -j1 9 :%#: �� �� ! <� �'�J
 ^3
)�/��? %��N x′

��+"�+� 7���� ; s� = � (�
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| x
t
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Δx′ = γ(Δx− vΔt) b�*�c
Δy′ = Δy

Δz′ = Δz

Δt′ = γ(Δt− vΔx)

����U� �e/ %� �
 <	��/��R�� �% #
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dx′ = γ(dx− vdt)

dy′ = dy

dz′ = dz

dt′ = γ(dt− vdx) b��*c
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dx− vdt
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(dx
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u′x =
ux − v

�− vux
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 �% �U��

dy′

dt′
=
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γ[�− v(dx
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γ(�− vux)
b��Kc
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� -�� ������ �#�6 �� �
 � <�#B� �w�j� �� �
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u′x = ux − v

u′y = uy

u′z = uz b��@c
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x = ut b��Ic
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γ(x− vt) = u′γ(t− vx) b���c
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x(�+ u′v) = (v + u′)t b��*c
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u =
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u = v + u′ b���c
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-M�� 7J8 �#J
 �>
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�
�% / ^1#3 �#J
 �� %� � S�;#/ �?� ����3<� <��.�/ �#
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�x′ = �x+
γ − �

v�
(�v.�x)�v − γ�vt b��Fc

t′ = γ(t− �v.�x) b��Kc
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 #� �� !<� �
 �% #
-M�� 7J8 2�M#N
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⎛
⎝ �u′

γ + γ−�
γv�

�v.�u′

⎞
⎠�v + �v(�v.�u′) b��@c
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u� = �− (�− u′�)(�− v�)
(�+ �v.�u′)�
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� 8� #L/\ ���\ 4�3 -	M � -�� 2� � +$ +�#N 0 / 6� <UJ
 <1� -�� 2�, ~�|� #J/+D#� ��: �
 -�.�/ u�%# ! %�
�#J/+D#� �� #� 4j� &�� %� )-��2�, +$ �
 �	��� a��; �#
��/ &�� a'> #� )-�� [#����� �	$�� %� a��; �#
2#.�,�
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%���� <	Q�� 9�� 2S�M#N -�� <L��� ���> <	Q�� 9�� �
 %� �% B,A %����%#: �� �� !<� �/ U:
6� -�� y6] ^3 )���'/<� s </#�6#B� 2S6#� <�� ��� �#B� %� �<���	N� �#B� %� " D �#8 �� ��> ����� )��\<J/ #� %#> ��
(���><� a��C! &��: �% Bμ � Aμ %���� �� <	Q�� 9�� &����#�� )���> 2�#R��� <	Q�� 9�� #� �" D� a��C! ���� ��%�#/ 2S6#� &��

A.B = A	B	 −A�B� −A�B� −A�B� b�Fc
� ,<� ����� % �� �#�� 2S6#� 2S6��/� d% g &�� %�

(ΔX)� = (Δt)� − (Δx)� − (Δy)� − (Δz)� = (Δs)� b�Kc

� -�� d#w�j� 2#U��� 6� +5��� �%����%#: �� <	Q�� 9�� % D&�J
 � �%����%#: �� " D �U�� d%#.M �� )-���%�#/ �� �>
�S|��% )-, / ��/ ��!2�#� +, �� �% %����%#: �� " D �� !<� &��'��� </67J8 2�M#N 6� 2�#R��� #� )-���%�#/ ��/% 1 +��.! -h!

-, / �� !<� �% b�Kc

(Δs)� = ημνΔxμΔxν b�@c
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ημν =

⎛
⎜⎜⎝

� � � �

� −� � �

� � −� �

� � � −�

⎞
⎟⎟⎠ b�Gc

�
 ��|N��� �#
�	J8 )-�� −� �|N �#
�	J8 �S �5� � +� �\ ���S 	J8 �> -�� ��|N ^��!#� �� ημν �U�� d%#.M ��
+� ����� �\ �|N ��% �S R1 S � �� �S J
 #�� -�� ��|N �
 �\ �> -�� ��C� �� �S ���
 %� δij �#J/ ��JC! �#J/ &�� )����
 �Rg
2#U��� %� �% �|��% &�J
 ��}#�� �-�� �� 8 � �: ημν �#J/ �> ��\<� 4�3 "� S� &�� ���> 2#U/ b�Kc �S|��% �� �!T�N� �?� )-��
#� ��><� ���_! �/ U: ημν �> -�� &�� "� S � )� ,<� +��.! Δxμ %����%#: #�� �-�� ��%�#/ Δs� ��: -J� %� (���> 2#U/ S′

���� /<� � ���><� 2�#R��� -�� -j1 2#U��� 6� +5��� #
����� % &�� 2S6#� �> <?H�� &�� 6� �� ,<� +��.!

Δs� = ημνΔx′μΔx′ν b�Ic
= ημνL

μ
ρL

ν
σΔxρΔxσ

= ηρσΔxρΔxσ

^3

ηρσ = ημνL
μ
ρL

ν
σ b��c

^3 )���> 2�#R��� ��L� &��'��� </6 7J8 2S�M#N 6� ��/� �� #
�|��% %� #! ��
�<� �#'/ ημν #� �% η ^��!#� ��%��

ημρηρν = δμ
ν b�*c

)-�� d#w�j� 2#U��� +��.! �V� %� ^��!#� +��.! <U/ U: �U'�#J/ b�Ic �S|��% 7N�� %�

�
�������D ����+>
 � ������H ��
�I�+�� ('('.

��> a��C! ��6 d% g �� �% Aμ -�J> %#L: �� !<� <�� ��� ����� �J> �� )����U� �e/ %� �% Aμ �#
�R1 S� #� A %����%#:

Aμ := ημνA
ν b��c

#� ��#J! �D#Q �� )� ,<� 2���#/ ��% J
 %����%#: Aμ �h�#�� �� �
 <
#? )���#/<� A %���� ���% J
 �#
�R1 S� �% -�J> %#L: &��
�� �� !<� �% b�*c �S|��% )���#/<� ��%��#3 %����%#: �5� #� �A %���� ���%��#3 �#
�R1 S � �% Aμ -�J> %#L: ��% J
 �#
�R1 S � &��

)�%�\ -���� ��% J
 �#
�R1 S� s�$ �� �% ��%��#3 �#
�R1 S� � ��> ��%�� �ημν <�C� ������ ��%�� �J>

Aμ = ημνAν b��c

(��\<� -���� -1 L� �� �b�Ic �S|��% �� �8 ! #� ���/% 1 +��.! -h! ��% J
 %����%#: +��.!

A′
μ = ημνA

′ν = ημνL
ν
ρA

ρ = ημνL
ν
ρη

ρσAσ b��c

9�� #! ���><� �J> ��% J
 �#
�R1 S � )���><� ����3 <��C� +��.! 2S�M#N 6� �
 ��% J
 �#
�R1 S � �> �����<� s�!�! &�� ��
(���� �� f%#C�� +, �� �% <	Q��

A.A = ημνA
μAν = AμAμ b�Fc
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�� )�,#� ��,�� <wj'� %#��% ��/% 1 +��.! -h! �> �6#�� �U�� �� 8 � %����%#: �� 6� �> -�� <	JM %����%#: �� 9�� 6� % e��
�� �> �T μν �xQ#, �� #� -�� �� 8 � %����%#: �� &�� �% �/#! 9�B	g#$ ��� ?<� )����U� �e/ %� �% Bν �Aμ %����%#:

� ,<� a��C! ��6 d% g

T μν = AμBν b�Kc

�#J/ �\ %� �> ���> 9�� T = A⊗B d% g �� �� !<� �% b#L/\ �#
�R1 S � �/c B � A <M���/� %����%#: �� ���2��> E�� 7N�� %�
�� !<� -$��g �� )� ,<� 2��� b�Kc �S|��% 6� �\ �#
�R1 S� �> ���#/<� % �/#! �% ���8 � 8 � )-�� �% �/#! 9�� -�=M ⊗

� ,<� +��.! ��6 d% g �� ��/% 1 +��.! -h! T μν % �/#! &�� �> ��� �#'/

T ′μν

= Lμ
ρL

ν
σT

ρσ b�@c

�#
�R1 S � �% � %� �> �/ ? �#J
 )���#/<� � �S .!% % �/#! � ,<� +��.! ]#� d% g �� �> �% xQ#, �� #� � 8 � �
 +�1� &�J
 ��
%#� �� #� �� !<� �% T μν xQ#, �
 )���> <5	! T % �/#! ���%��#3 �#
�R1 S � �% T μν ��/� !<� ������ #
%���� ���% J
 � ��%��#3

=v Y� )��> +��.! ��% J
 xQ#, �� � �%�\ &��#3 ημν ����� %� ���> 9��

T ν
μ = ημρT

ρν b�Gc

�\ �#
�R1 S� � : ���%�#/ -�� �% �/#! ��.1� �> ���> <5	! % �/#! �� ���% J
 �#
�R1 S� �% ημν ����� �� !<� s�!�! &�J
 ��
)-�� ����� % �/#! <���!#� 6 %��
 b�Gc �S|��% )� ,<J/ E M ��/% 1 +��.! -h!

&��1��>�� ��.1 0�0

%���� �#
�R1 S � ���C! #v !�M#N )����> -.hg �\ P� Q �� 78�% �w�j� % D �� � ����� �% %����%#: a��C! <	.N -J�N %�
%#��% �>&�� � 8� #� -R? ��# � #�� )-�� ��C�%#L: �#B� �� P#Q -�.�/ �#B� �p�� / %� � -�� #B� �C� 2S��
��#'/
-�.�/ �S ���
 ��/� �/ � ,<� iM#� � 8 � �#
d�#R! <1� �-�� ��., <	�Q </ ! �/ ��/#� %� ��C��� �#
%���� #� #
%����%#:
P#Q -�.�/ �#B� �S���
 6� % e�� 4j� &�� �S ���� %� )���> E�� �#�� ���=> ����� %� f%#C�� �#B� �S���
 #� �% P#Q

���� /<� �\ <	��/��R�� +, �� �% </#�6#B� 2S6#� �U�� %#� �� % e�� &�� �� )��� ��
� Q ��� ! �%

ds� = dt� − dx� − dy� − dz� b�Ic

+, �� �% b�Ic �S|��% ��/� !<� ���> �%�{?2%#J, ���M �#
xQ#, #� �% d#w�j� �, ��R? ��,{? 4j� %� �> �m/\ T�#|� �?�
���� �� ��6

ds� = (dx	)� − (dx�)� − (dx�)� − (dx�)� b��c

� ,<� ��, / �
 ��6 �S ��� +, �� �>

ds� =
�∑

μ,ν=	

ημν(dxμ)(dxν) b�*c
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����� % �� &�� </#�6#B� 2S6#� 2S���> &��C! ^��!#� &�� �g#�M &����#�� )����� �% �\ b�Gc �S|��% %� �> -�� <���!#� �#J
 ημν

-�.�/ %� ��C�%#L: �#B� x�j� η ^��!#� a��C! )����
 #
����� % ��C�%#L: �#B� %� �|5/ �� &�� �S 	g#� 7N�� %� #� �
b�����c η ^��!#� +, ��.1� �> )-, / b�*c ��/#� ���|��% +, �� �� !<� <�#B� �
 %� �% �|5/ �� &�� �S 	g#� � -��/ P#Q
%� �% η #� �;#��� ^��!#� ���=> ��/#� %� ��C� �� �#B� -1#$ #� -�C�� &�� �S��#5� &J� ��/� !<� )-�� d�#R�� #L/\ %�

)�× � �S� ^��!#� �� (��%�\ -�� �� �
 -1#$ �\
� �#8 �� η <�#B� �#
�w�M �-��/ ���=> ��/#� %� �C� F �� �C� � 6� 2�#� ��JC! �� P#Q -�.�/ �#B� &����#��
2�
#'� </#�6#B� �#
26#� %� �% n��/ J/ �> � ,<� ���=> ��/#� #� �L� f=�Q� iM#� <R�� -�=M &�J
 )-�� −� #� �����

)����>
�#B� �% #B� -�� �� ^��!#� �� ������ <���!#� 4�#J/ �> ���=> -1#$ %� )���#�,<� #B� ����� y#/ �� �% η
^3 )� ,<� 2���#/ <�� ��� �#B� �<�� ��� ����� 2��J
 �� P#Q -�.�/ ��C�%#L: �#B� &��mJ
 )���#/<� <���	N�
�#B� #� <�� ��� �#B� �S���
 �> -�� %#,\ �� ,<� xj'� �\ ����� #� #B� �� <���
 d#�g wQ ���� �� �8 ! #�
�U�� i	Y� � /#N ��,#� <R�� �/� !<� �	g#� �� %�{p� <�� ��� �#B� %� �> �� ,<� %�\�#� �v��p� )-�� d�#R�� <���	N�
<��J> &��!�L� )� ,<� �
#; �� ,<� <,#/ #B� �� d#�g wQ 6� �> ��U�� �#
-�J> a��C! %� η ����� #�� )-��/ %��N��
)�, 2%#,� �\ �� �)�)� 4j� %� #
%����%#: �% � %� �> �-�� %���� �� &�� <	Q�� 9�� ��> 2%#,� �\ �� �� !<� ����6 &�� %� �>

�
����) ��2A���� 3�0

)��� ?<� ����� #
�\ �� ����� %� d% g &�� %� ���,#� ������ d#w�j� �� ��/� !<� �% �/#! � %���� ��/#� �<�#�% �#
� 8 �
�� �O�/� )-�� �#� �� ������ #�� <���	N� ��C� �� �%���� y��> �
 �> -�� <��D#�_� � <���1� ����� ������ &������C�
4/��? ����� )-��? �e/ %� �#� �� ������ ��2��/ -�J> �� �% �\ �� !<� ) -�� ������ �#� �� &��6 4/��? ����� %� 2%X
�%���� <��J> d% g &�� %� �> ��> �=D� 4/��? ����/ �� #� -�� ��2��/ <��J> �> ��> �=D� 4/��? +��/#�3 �� �� !<� �% &��6
#
&�� <UJ
 )�% �/#! ����� #� ��%���� ����� ���2��/ ����� ���/% 1 +��.! 9 :%#: %� ����
 <!�� 8 � #
����� -�.�/ %� )-��

)���><� %#��Q� <wj'� %��5� ����� % �
 ��6� �� �> ��#�6 #B� d#w�j� <�C� ������ % �� ������ ����
 <�#
� 8 �
�% �/#! # � ��%���� � ��2��/ �#
����� T μν(xα) #� �Aμ(xν) �φ(xμ) ��/#� <�#
-�J> 6� % e�� -�.�/ %� s�!�! &�� ��
6� &��% y#U�
 �� �> ��> �8 ! ��#� ��.1� )-�� �.�C� ��/ �% �/#! �#
����� ���� #
% �/#! ��.8 �M� N -�� <L��� )-�� ���/% 1

(� ,<� +��.! ��/ ����� �S�#�, ���/% 1 +��.! "#JM� � ��U�� <� :%#: �� 9 :%#: ��

T ′μν

(x′α) = Lμ
ρL

ν
σT

ρσ(xα) b��c

��> ��g �|��% &�� %� ��/% 1 +��.! -h! �> -�� ���/% 1 ��2��/ </���� s�!�! &�� ��

φ′(x′) = φ(x) b��c

)� , E M ��#./ 7�#! %��5� #�� ���><� ���_! x �#8 x′ <��'/#8 6� ^3 �
 φ7�#! +, ���6

��+���� ��
,�%�� J*K� &'6'.

�� T�'� �U	JM �> ���> �8 ! ��#� T�'� "#JM� y#U�
 )-�� ��2�#� %#> <!%#>� d#w�j� %� �% �/#! �#
����� 6� ���?T�'�
�-�� 7�#! �� ��% T�'� "#JM� ��/#J
 �% �/#! ����� �R1 S � �
 ��% �\ "#JM� �> ���?T�'� 45/ <� ( ��><� �6#� 45/
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% �/#! �� %� �\ 9�� ^3 ���><� +JM % �/#!%#: #� %����%#: �� ��/#� �\ 0 / �� ���� T�'� )-�� ��.8 45/ �\ �U�� 45/
�S .!�� T�'� �U/#�� �> �����U� �e/ %� �% ∂

∂xμ =: ∂μ �U	JM "#Y� % D �� )��><� ��1 ! �!]#� �S .!�� #� �% �/#! ��% �/#! 9�� ��/#�
%� �> )��><� +��.! ∂μT

αβ = Tαβ
,μ y � �S .!�� % �/#! �� �% Tαβ y�� �S .!�� % �/#! �U	JM &�� )-�� xμ �Sw�j� �� -.�/ "��

s�!�! &�J
 �� )-�� ��% J
 %����%#: �� ��/#� ∂μ ��.8 45/ #p��� %� t��% J
 μ xQ#, %� � -���%��#3 β � α xQ#,
�� �p�� <	Q�� 9�� &�� -�� <L��� )��> a��C! �% ∂μ∂

μ <	Q�� 9�� ��/ � -Q#� �% ημν ∂
∂xν =: ∂μ ���%��#3 %����%#: �� !<�

(���#/<� ��	Y�� �56�� #� -��	Y�� �% �\ �> � ,<� ���/% 1 ��2��/ ��

� = ημν∂μ∂ν = ∂μ∂
μ =

∂�

∂t�
− ∂�

∂x�
− ∂�

∂y�
− ∂�

∂z�
b��c

��+���� ��
,�%�� /��L*�� ('6'.

AF�&G�
� ��H&� ��IJ �"%	
�7 � ��"'��@ K&�"�� "% �L0 ��> �@ ��	�@ 2"�7 MN7 O�" ���"&0P

"��U� /� �#�6#B� +> ��% �> <�#U�
 <� )�%�� ����� %� <C��� �� �%#> �% � �� %� �% �/# ! �#
����� 6� ���?"��U� /�
&�� 6� f�
 )���?<� y#p/� ��#�6#B� 6� ��C��� <h|���� #� ���C��� �p$ �� ��% #� ���?"��U�/� �> <�#U�
 y�� �����?<�
���?"��U�/� )�;#/ 6� +5��� &����#�� � ����
 <�#�% �� 8 � 2�1��U�/� ��/#� �> -�� <�#
-�J> ��%�\-�� �� ���?"��U�/�
)�,#� �/ ?% / <�$ #� ��/ ?�#�6 ��/ ?#B� -�� &J� �|���� �� � JM (�%�� n���C��� ��e/ #� �
 ��U�� d�#R! #
�|���� ��%
��% J
 a��C! �� b t = -�#V c "�#C� ��C� �� �|���� (-�� xj'� �#�6 �� %� ��C��� �#B� ��JC! �/ ?#B� �|����

)��> 2�#R��� ��% J
 ��
#R� 6� ��#� #L/\ ��% ���?"��U�/� �w�M � #
�|���� &�� a��C! ���� t-��/
%� �$�� %����%#: �� #
eμ 6� y��> �
 �> ���> �8 ! )����U� �e/ %� �% eμ = (e	, e�, e�, e�) �S �#3%#L: <�� ��� �#B� %�
%��5� #
��#3 &�� 6� �� �
 -L8 %� � �>� )-�� %���� 2S�/%#J, �	� �-��/ #
�R1 S � �U/#�� μ xQ#, � -�� <�� ��� �#B�
�: > -�#L��� �#
%����%#: &�� �> <.C� �p$ )e�dz � �e�dy �e�dx �e	dt �#
%���� <�C� (����?<� �e/ %� �% dxμ +��/��R��

( b��%�#�� �D#Q �� �% �C� � %� sC� �p$ �|��% &�� ��L� �L� ���� c�
�<� �% ��C�%#L: �p$ �w�M �/6#�<�

dV = εμνρσ(e	dt)
μ(e�dx)

ν(e�dy)
ρ(e�dz)

σ = dtdxdydz b�Fc

�\ %� �>

εμνρσ =

⎧⎨
⎩

� �%��! xQ#, ��: #� ��
+� #LwQ#, ���� ������* ���#5� 6� [�6 -'U�#8
−� #LwQ#, ���� ������* ���#5� 6� ��� -'U�#8

b�Kc

� , ����? "��U�/� ��C�%#L: �p$ &�� ��% % �/#! �� 6� �?� �&����#�� )-�� ���/% 1 ��2��/ �� ��C�%#L: �p$ �w�M &��
)��C��� �|���� �� ��% ���?"��U�/� ���� �� ��� %<� ]#$ )-�� % �/#! �� �p��/

λi #� �;#��� <!#w�j� � |Q 6� �� �
 ������ %� ��,#� 2�, 4�#��3 λ�, λ�, λ� ����%#3 �� #� σ(λi) = � �|���� ����?
%���� #� ���C��� �p$ �w�M )���><� a��C! �% dxμ

�
= ∂xμ

∂λ�
dλ� � �dxμ

�
= ∂xμ

∂λ�
dλ� �dxμ

�
= ∂xμ

∂λ�
dλ� �: > -�#L��� �#
%����

(���><� a��C! �/ U��� �% σ �|� ��� �� � JM dσμ �: > -�#L���

dσμ = εμνρσdx
ν
�
dxρ

�
dxσ

�
b�@c

= εμνρσ
∂xν

∂λ�

∂xρ

∂λ�

∂xσ

∂λ�
dλ�dλ�dλ�
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(-�� � JM dxμ
i %������ �
 �� %���� &�� �> � ,<� 2��� ~ �� ��

dσμ.dx
μ
i = � b�Gc

(� ,<� �|� �� � JM %���� ����> a��C! t = t	 #� �% �|���� �?�

dσ	 = dxdydz = d�x, dσi = � b�Ic

)-���% J
 a��C! �� #� ���?"��U�/� � �� ,<� a��C! %����%#: �� d% g �� �|���� ��% ���?"��U�/� �w�M s�!�! &�� ��
(�,#� �/ ?% / #� ��/ ?�#�6 ��/ ?#B� �/� !<� �<�� ��� �#B� %����%#: �
 ��/#� �%����%#: &��

dσμdσ
μ > �

dσμdσ
μ < �

dσμdσ
μ = � b��c

�p$ �w�M %����%#: �> �/ ?#B� -�� <h|���� �-�� t = const �|���� "�#C� �> �#� �e/ �% � �#B� ��C��� �p$ &����#��
)�/ ?�#�6 -�� �%���� �\

(���� �� �% `�#? �S �BN ��/� !<� d#��5� &�� #�∫
R

d�x T μν
,ν =

∫
∂R

dσμT
μν bF*c

�% ��% � ��
� Q<� ]#$ )���� -�� <h|���� �> -�� �\ ��C��� 6�� ∂R � -�#� ��C�%#L: ���?"��U�/� 2S6 $ R �\ %� �>
(-�� �Rg R 2S6 $ %� T μν % �/#! <���?�� �> ���> <�%��

T μν
,ν = �⇒

∫
R

d�x T μν
,ν = � bF�c

��% T μν 2� j1� % �/#! ��% "��U�/� �> ��
�<� �#'/ � �>� )-�� �Rg �
 �,#� R ��%� �> ��26 $ �
 %� "��U�/� %��5� &����#��
<�C� �σ �|����∫

σ

T μνdσμ = pν(σ) bF�c

�> <D�, �� σ �|���� 6� -�� +5���

T μν
,ν = � bF�c

7|N <
#��� <	h� %� �% �U��J
 �> ����U� �e/ %� �% σ� � σ� �|���� �� d#.V� ���� )���� �Rg -J� �� <�#B� -�#L��� %� T μν �
%� )�,#� R +Q�� ���� �|� �> ���/ ? �� ����><� +w�� �/ ?#B�#/ <$ |� #� -�#L��� %� s�#�� �6�� �� �% #L/\ #� � ���><�

(��%�� `�#? �S �BN �D#Q �� d% g �� �
∫
σ�

T μνdσμ −
∫

σ�

T μνdσμ =
∫

S

T μνdσμ = � bFFc

�|���� 6� bF�c "��U�/� "=5��� s�!�! &�� �� )� ,<� �Rg #� ����� T μν
,ν �\%� �> R +Q�� -�� ������ �|���� S �\ %� �>

(��%�� ����U� �e/ %� t = t	 �/ ?#B� �|���� �?� �% σ �|���� �"#Y� �� �M �� )� ,<� d#.V� σ 2� j1�

p ν =
∫

t=t�

T 	νdx� bFKc
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�#�6 6� +5��� �pν <�C� �"��U�/� �Sp��/ �> � ,<� 2��� ]#� d#.V� 6� ~ �� �� #�� -�� ������ t	 �� "��U�/� &�� ��%<� �e/ �� �:�?
)-�� t = t	 �|���� � t	

2 

1 

(�)� +,
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<(�4)

)���> T�5h! �% ��6 �S|��% � ���� �� #B� �C� �� %� ��/% 1 +��.! ���� �% L +��.! ^��!#� b�

LT ηL = η

^��!#� ��
� �#'/ b�

Lσ
μ = ημνL

ν
ρη

ρσ

)-�� Lν
ρ ^��!#� 2S�#L/��! � ��%��

<���	N� ����� �� �% <�� ��� ����� �x→ �ix +��.! b�

ds� = dl� + dx� + dy� + dz�

��%�� +��.! -h! #�\ )b ���: c � ,<� +��.! ��C�%#L: ��%�� �� ��/% 1 +��.! 2�, <���	N� �#B� &��%� )��><� +��.!
��%�� <���1 ��%��#3 � ��% J
 b �#
�R1 S� c �#�� ��#J!

�C� �� %� ���> �� <!%#>� 6� =v Y� d#w�j� +��.! #�� )�/�<|Q �� �
 <���	N� �#B� %� ��%�� +��.! ��/ � ��/% 1 +��.! bF
(r, θ, φ) <�#!�� #�\ ����> a��C! �% ��%��#3 � ��% J
 �#
%���� �% � &�� ���� ��/� !<� �/ U: )-��/ <|Q <���	N�

��,#� %���� <M / 2���#J/ �/� !<�

��%�� )����U� �e/ %� �% uμ(x) �%���� ����� bK

u� = uμu
μ = (u	)� − (u�)� − (u�)� − (u�)�

)��
� ��� ! �% 9� 8 �����
 ��2��/ -�J> �� &�� #�\ )����
 xμ 6� <C�#! �� �
 uμu
μ � u	

)-�� ��2��/ -�J> �� �%���� ����� �� <	Q�� 9��+g#$ �> ��
� �#'/ b@

��2��/ -�� Tμν = ημρT
ρ
ν �\ %� �>∑μ Tμμ -�J> #�� �-�� ��2��/ -�J> �� T μ

ν �	�j� % �/#! �% �> ��
� �#'/ bG
)-��/

�
 %� 2#U/\ �b���? %��N 2���\ % / ���j� ��% #� +Q��c �,#�  �2���\ <
#U��� %� �?� �/ ?#B�#/ %���� �
 �> ��
� �#'/ bI
)-��  �2���\ ��U�� 2#U���

(-, / ��6 �#
d% g �� s�!�! �� �� !<� �% �/ ?% / � �/ ?#B� ��/ ?�#�6 �#
%���� �> ��
� �#'/ b�

(uμ) = (±
√
u�,�,�,�)

(uμ) = (�,
√
−u�,�,�)

(uμ) = (±�,�,�,�)
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�: �/ ?�#�6 � �/ ?#B� �#
%���� �% � %� )�\ #� s�#��� #� -�� �/ ?% / #� �/ ?% / %���� �� �� � JM %���� �
 �> ��
� �#'/ b�*
�-R? �� !<�

)b% / ���j� �O >c -��  �2���\ � �/ ?#B�#/ � �2���\ �/ ?#B�#/ �#
%����%#: 0 Jp� �> ��
� �#'/ b��

(-, / �%#5�� �#3 � �%#5�� % �/#! �� 0 Jp� d% g �� �� !<� �% y�� �S .!�� % �/#! �
 b��

T ′
μν = T ′

(μν) + T ′
[μν]

�% % �/# ! �\ � , +��.! �/#?��8 d#w�j� +��.! -h! �\ 4j� �
 �> ��? 4j� ���/ ?�� �% �% �/# ! �� � � 2#?�
 b��
&�� �S ��#� +� h! �#
4j� )-�� ��{3+� h! % �/#! &�� �> ��
� �#'/ )����U� �e/ %� �% T μ

ν % �/#! )���#/<� ��{3+� h!
)T μ

ν − �

�
δμ
νT �% <� % �/#! � T = T μ

μ % �/#! �% 6� ��!%#.M #
% �/#!

�%#5���#3 � 8 � #�� )-��/ % �/#! y#M �#
+��.! -1#$ %� ∂Aμ

∂xν = Aμ,ν T�'� )-���% J
 %����%#: �� Aμ b�F

Aμ,ν −Aν,μ = δρσ
μνAρ,σ

�#'/ Fμν #� �% �%#5���#3 � 8 � &�� )��,#./ �: ��,#� b<|Qc ��/% 1 0 / 6� #
+��.! �: �-�� �%#5���#3 % �/#! �� 2%� J

� 8 � �> ��
� �#'/ )��
�<�

χμνρ := Fμν,ρ + Fρμ,ν + Fνρ,μ

)-���% J
 �%#5���#3 =v �#> % �/#!

<�C� �-�� �� w! �U	JM �� � �p!δ
χφσ...
μνρ... ��/��> �S ��#� ��JC! �#J/ �> ��
� �#'/ b�K

�

p!
δχφσ...
μνρ... .

�

p!
δαβγ...
χφσ... =

�

p!
δαβγ...
μνρ...

)-���%�#/��/% 1 % �/#! �� εαβγδ ��
� �#'/ �detLμ
ν = +� ���� 6� 2�#R��� #� b�@

���> d#.V� �% ��6 �#
�|��% b�G

εμνρσε
μνρσ = −�!

εμνρσε
μνρφ = −�!δφ

ρ

(T ν
μ �%#5���#3 �#
% �/#! ���� ��
� �#'/ b�I

T μν = − �

�!
εμνρ
σ T ∗

ρσ

�\ %� �>

T ∗μν

=
�

�!
εμνρσT

ρσ
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��
� �#'/ b��

T ∗∗ = (−�)p−�.T

)-�� p �S .!% �%#5���#3 =v �#> % �/#! �� T �\ %� �>

�����

arxiv:gr-qc/0512125 P#Q -�.�/ � ��� w! �S���
 b�
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9#�, � -M�� ��/#� <	g� ��
#R� ����� -�� y6] ����#/<� <��.�/ ��/#� �% �\ �> �-�.�/ �#�.� �� ��/#� ��#L/ #�� % e�� ��
�> -�� &�� <��.�/ ��
#R� �#�� %� ��/ &��!�L� )-��/ <L��� #�� �� J/ �
� Q 2�#� �:�? ���
#R� &�� a��C! )���> a��C! �%
6� �% #� ��N &�J
 )��,#� �% �/#!%#: #� ��%����%#: ���2��/ ��#� #� �#
-�J> &����#�� )���> 2�#R��� <�#�% �#
� 8 � 6� ��#�
#�\ � � ,<� �p�� ����8 �#
2���3 �: �� <��.�/ ��/#� %� -�.�/ +g� �S p��/ �> ��� ��#� )��><� ��8 <�! �/ ��/#�

��
�<� �% <�! �/ ��/#� �> �#
-M�� �l$ %� ���8 ��/#�

!�7 � #=���) #�8�� ��3

-�.�/ %� �#� %���� &�'/#8 )��\<� -�� �� �#�6 s�$ �� �#� %���� T�'� 6� �> -�� �%���� <�! �/ ��/#� %� -M��
2#U��� �� -.�/ �> ����U� �e/ %� �% ��2%X �?� )��><� xj'� <�� ��� �#B� %� �% ����� % +h� �> -�� �#�6 #B� %����%#:
+��/��R�� �-�� %����%#: �� 6 �
 �#�6 �� -.�/ xμ T�'� #�\ )-�� �#�6 6� <C�#! �xμ � �\ �#�6#B� %����%#: ��><� ->�$ S

�� , ���5! �#�6 +��/��R�� �� �?� %����%#: &�� )-��? �e/ %� %����%#: �% �\ �� !<� ^3 �%����%#: �� f=�Q� #� -�� �;#��� xμ

��2��/ -�J> �� � -�� �#�6#B� %����%#: 6� ���R1 S � #L�! dt � t ���6 ��U�� <�#�% � 8 � ��
 �/ � -�� %����%#: �� �/ �U��
�> <��J> #L�! )�,#� ���/% 1 ��2��/ ��#� -�J> �\ ����> ���5! �\ �� �% dxμ ��/� �� �> ����?<� <��J> "#./� �� �?� ^3 )-��/
�/ ?&�� �% -M��%#: � ���> 2�#R��� -�J> &�� 6� ��/� !<� ^3 )-�� s #� τ �#�62H�� �%�� <U��� d#w�j� �� #L�! � ���#�,<�

���> a��C!

vμ =
dxμ

ds
b�c

xμ ^3 )-�� 2�, a��C! s ����%#3 <�� ��� ��C�%#L: �#B� %� �Q �� �� �M �� 2%X �Q�#L8 ��% �> -�� &�� #� �#.����
+��.! %����%#: �� ��/#J
 ^�/% 1 +��.! -h! dxμ

ds -.�/ &����#�� )-�� �;#/ 6� +5��� ��2��/ -�J> �� �> �s 6� -�� <C�#!
(%����%#: &�� �#
�R1 S� �� ��6��/�<� <
#U/ � �>� )-�� �% Q�%� �� <�#�% � 8 � � � ,<�

vμ = (
dt

ds
,
d�x

ds
) =

dt

ds
(�,

d�x

dt
) b�c

G�
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�g=Q �/ ?&�� b�c �S |��% ^3 )-�� S 2#U��� �� -.�/ 2%X -M�� T	|� %�N v �\ %� �> � dt
ds = γ(v) �> ����� � +w� %�

(� ,<�

vμ = γ(�, �v) b�c

%����%#: <�#B� �R1 S � �> -�� &�� #� %#e�/� � -�� ���8 #v�C�.D #p��� %� y�Rg �R1 S � )-�� <�! �/ ��C� �� -M�� −→v #8&�� %�
^3 �γ � � ��%�� v 
 � �> �#
-M�� %� #�� )-�� d�#R�� �\ #� ��.1� �> ��,#� </ ! �/ ��C� �� -M�� �#J


vμ � (�, �v), v 
 � bFc

�#'/ &�� )-�� �� �
 y�Rg �R1 S� � �-�� <�! �/ ��C� �� -M�� �#J
 -M��%#: <�#B� 4j� �> �#
-M�� %� �> �����<�
%����%#: )��%��/ �
 -M�� a��C! ���� �U�� <
�% ��/��<� ���� &�M %� �-�� <.�#�� a��C! -M��%#: a��C! �> �
�<�

(���><� 9#�$ �% %����%#: &�� " D )�%�� <JL� -�g#Q -M��

vμvμ =
dxμdxμ

ds�
=
ds�

ds�
= � bKc

�> -�� -�.�/ %� ����8 2S���3 &�� )-�� �� �
 �\ " D �	� �-�� �/ ?�#�6 #L�! �/ -M�� %����%#: �> � ,<� 2��� ~ �� ��
)�,#� vμ = (�,�) �\ %� �> ����� <
#U��� �� �eh1 �
 %� ��/� !<� 2%� J
 ^3 �-�� �/ ?�#�6 vμ � : )����U�  Q �\ #� ��#�
� -�� `#J� 2%X �Q�#L8 �� 2%� J
 vμ %���� �> �� ,<� �8 �� a��C! &�� #� )-�� 2%X -��):K ��+J P�5�J� �#J
 2#U��� &��

)��><� �6#� ���eh1 � � 2#U��� ���� �% �#�6 % h� 45/
�,#� -�#V 2%� J
 �> ��
�<� -.�/ y�8 y#/ �� <��J> 2%X �
 �� )���� <��� 2%X y�8 ���� -�� y6] �/#! a��C! % e�� ��
&>#� 2%X �� � � ,<� a��C! 2%X � � 2#U��� %� 2%� J
 y�8 &�� �> -�� &�� �U/#�� #8&�� %� �Rg xQ#, )���#/<� m	 �% �\ �
�;#/ #� -M�� �� �\ <U����� ���� <h�� ! �	$�� &�� %� ���> a��C! �;#/ �� ������ �% y�8 �?� �> -�� &�� -	M )-�� ������

(d% g &�� �� ��
�<� -.�/ ���/#!%#: 2%X �
 �� &����#�� )��%��/

pμ = m	v
μ = m	γ(�, �v) b@c

(-�� </ ! �/ ��C� �� �S /#! �#J
 �\ <�#B� 4j� �> ��%<� �%����%#: �� �> �#
-M�� %� �a��C! &�� �> -�� ����

pμ � m	(�, �v) bGc

������ -M�� �� �> -�� m	γ ����� <	> -1#$ %� #�� �-�� 2%X � � y�8 ����� </ ! �/ �l $ %� � �>� %����%#: &�� </#�6 4j�
(���#�� y�8 �% -�J> &�� �> -�� <C�.D </ ! �/ �$ %� � � y�8 ��.C! �� �8 ! #� )-��

m = m	γ =
m	√
�− v�

bIc

)�, ��
� Q #�,\ ��'�� y�8 &�� <���� y LR� #� ��C� �#
4j� %�
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7��� ��%2� � 3�4 3+�I� ������

P��	 ���E	 �� ����� 2�1 ��D �= (J� ��� ��= ��a	 ����&	 (�� � �� 2�1 ��A	 B��,� $� %# �6^��� �= &K��̀J
t(J� P��	 &5� ��# &4,	 �� 2�1 &5� ��# ��D 
 t(J�

i���� �� ��.�&	 (J��� -Z��� &5� ��# &4,	 �� �� 2�1 &5� ��# V�H (�� � �� �k�� 
 ��	$�]�V��H
&N���! 2�1 
 &�8K 2�1 �= �4=&	 ���� 2�� (�� � �� -$��<. �^� ��U /&�8K 2�1 $� (J� &��]	 -Z��� �5��
i��^ �� ����� 2�1 2�Md	 �� |���� ��� �� /���|J�4�	 2�1 
 -Z��� �= (d! &6= ��G �� ����&	 %# ��4� . �����

/<���5� �����	 P�> -Z��� �� �� 2�1 �= (J� ��� ��x�:^ �+6� ���= P�5� P�> �� -��	 -���:	

�\ 2S��
� +�'! ���8� � � y�8 0 Jp� #� ����� ��8 �� � � y�8 #�\ (-�� ~�D +�#N �
 <!�#R�� 4��3 �U�� � � 6�
y�8 �� 2�=M ��#� � � y�8 �S .�#h� %� ���6 -�� <R�� 4��3 &�� �� u�#3 ��O�/� � y�8 �6%��
 2#?��� 6� ��%<� �e/ �� �-��
<���8� 6� � Q ���><� % w! �> <!�%X �% � %� �� !<� � �>� )��%�\ 9#�$ �� ��/ �% #L/\ <U��� �O�/� �2��
� +�'! ���8�

(�%�� <.�pM %#��% �/#! %�{p� �
 #p��� %� )��� ����� �% ih� &�� b����1���/#�c �/�2�'/ +�'!

p� = pμpμ = m�

	
b�c

%�{p� ]#$ )2%X �#J
 � � y�8 %�{p� #� -�� ����� � -�� -�#V �2%X ->�$ 0 / 6� +5��� �2%X �
 �S /#!%#: %�{p� &����#��
#� �;#��� �\ </#�6 4j� � �/#!%#: <�#B� �#
�R1 S� �U/#�� �\ �#B� #� �;#��� 4j� )���� /<� d#w�j� s�$ �� �% �/#!%#:
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aμ =
d�xμ

ds�
=
dvμ

ds
b��c
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d

ds
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(���> a��C! �/#!

fμ = m	a
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d

ds
pμ b��c

� ,<� �p��/ �% � b��c �S|��% 6�

fμvμ = � b�Fc
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p	 = γm	 = m	 +
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�
m	v

� + .... b�Kc
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 �U'�#J/ �> �|��%
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��+K� ����	 $� &0�� 2�1 �� ?��,	 -Z��� &6�� -�.��= �̀�. �� �	� /(J� P�= &4K�= ����	
�� ���� -���4� i��> 
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( ω ��#�� #� -��

|�k| = ω =
�π

λ
b�Gc

� ! � �S /#!%#: % D&�J
 ^3 ��,#� �/ ?% / ��#� % / -M�� %����%#: �U�� f�D 6� )-�� � ! � [ � " D λ � [ � %���� �k �\ %� �>
-, / ��6 d% g �� �% �\ �� �� ��#� ^3 )�/ ?% / -�� �%����

pμ = h̄kμ = h̄(ω,�k) b�Ic

���� �/#!%#: s�!�! &�� �� )��><� ��g b�Gc ��, %� � -�� �/ ?% / %����%#: &��)� ,<� 2�/� Q [ � %���� %#: kμ �\ %� �>
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������ �S J
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 � ! �
#p��� %� ��: )����> a��C! =v .N �> 2%X �S /#!%#: a��C! %� y�8 #� -�� �;#��� �� ! � �O�/� �h̄ω a��C! &�� %� �> ���> �8 !

)b&��J!c �� ,<� ��.C! �/ U: -j1 2#U��� �� ω <U����� ���\<J/ 4�3 � � y�8 �� ��., �� � �O�/� ��/#� <� LR�

&��)�1 ��2�>(��1 %�3

)�����<� "#Y� ��: %� �%����%#: n�% 6� 2�#R��� #� �% #
� ! � P� Q � �>�

�+� �
����� � �!H�� �N� &'('6

(-�� ��6 +, �� S′ 9 :%#: %� </ ! � [ � %����%#: ���> E��

k′μ = ω′(�, cosθ′, sinθ′,�) b��c

�> S 2#U��� %� �% %����%#: &�� �#
�R1 S � ��
� Q<� "#$ )��#�<� %#'�/� x′ % h� �� -.�/ θ′ �S ���6 #� � x′y′ �ShRg %� � ! � &��
���� �� ��/� !<� �U�� �#
%����%#: �% � %� +��.! n�% T�#|� )��%�\ -���� ��><� ->�$ v -M�� #� S′ �� -.�/

kμ = ω

⎛
⎜⎜⎝

�

cosθ
sinθ
�

⎞
⎟⎟⎠ = ω′

⎛
⎜⎜⎝

γ −γv � �

−γv γ � �

� � � �

� � � �

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

�

cosθ′

sinθ′

�

⎞
⎟⎟⎠ b�*c

��%�\<� -���� f�D �� %� �;#��� �#
�R1 S� ���� %��N ����� 6�

ω = γ(�− vcosθ)ω′ b��c
cosθ =

cosθ′ − v

γ(�− vcosθ′)
b��c

sinθ =
sinθ′

γ(�− vcosθ′)
b��c
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� �#'/ b��c �S|��%
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��%�\<� -���� θ = θ′ = � ��
� %��N b��c �S|��% %� �?� )� � �
� Q d�#R�� 2�, ��1 !

ω′ =

√
�+ v

�− v
ω b�Fc
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#� �> -�� <L��� )���><� ->�$ �U��� f�D�� �Q �� ��% �;#/ � �J': �> <�1#$ ���� -�� �	3�� �V� <��.�/ �S |��% &��
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λ′ =

√
�− v

�+ v
λ b�Kc

�J': � �;#/ ��, %�� -1#$ ���� �

λ′ =

√
�+ v

�− v
λ b�@c
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ω = ω′
√
�− v� b�Gc

�> -�� �#�6 0#�!� 6� <,#/ 2���3 &�� 7N�� %� )�%��/ � 8� �\ ���� <��=> "�#C� ��
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cosθ′ = v b�Ic

�p��/ %� �

sinθ′ =
√
�− v� b��c

#p/\ 6� �

cosα =
√
�− v� b�*c

#� �� �]#� %� -�%� �> �% <J�8 ��
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%� � (v/c) � ��−� -,�� ��
� Q ����U� �e/ %� ��km
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���><� E�� ����� 0 � � &�� d#.V� ���� )� � �
� j/ 2�
#'� +�#N " D E#.5/� �,#� <�#M �ShRg ��% �� w! -.V +�#, �>
+��? B � A �#5/ 6� s�!�! �� �> ����?<� �e/ %� k �#�� [ � %���� #� � ! � �� � �,#� �#�6 <S , #! <�#M �S hRg �S 	g#�

-�� ��6 +, �� #
� ! � �Q�#L8 �S 1�#C� )�/ ,<�

xμ
A = kλμ

A + d μ
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B = kλμ

B + d μ
B b��c

s�!�! �� �
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xμ
A − xμ
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k.(xA − xB) = (k	, �k).(�, �xA − �xB) = � b�Kc

��%�� ^3 �k� = � �U�� � � 6�

(xA − xB)� = (dA − dB)� b�@c

)� ,<� 2��� <S , � � 2#U��� %� �> -�� �#J
 �-�� ~�|� <�#M �ShRg � � 2#U��� ���� �> �|xμ
A − xμ

B| �S 	g#� &����#��
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qp

q'p'

(�)F +,

,+*P��� �N� ('('6

&��mJ
 )b�)F +,c�/ , 2��>��3 �� �
 ��6\ ����1� � � ! � ^W� � ��> �% Q�� ��6\ ����1� �� #� � ! � �� ���> E��
�O�/� #� ��#�� ���_! ��
� Q<� )�,#� q′ � q ����1� �S /#!%#: � p′ � p �% Q�� 6� �C� � +.N s�!�! �� � ! � �S /#!%#: ���> E��

���� /<� �% �/#!%#: <U���#3 )���> 9#�$ <?��>��3 �V� %� �% � ! �

pμ + qμ = p′μ + q′μ b�Gc

���> %#> %�{p� �#
-�J> #� �> -�� �!s�#�� �� ,<J/ ���?26��/� �> �q′μ f{$ ����

m� = q′� = (p− p′ + q)� = p� + p′� + q� − �pμp′μ + �qμ(pμ − p′μ) b�Ic

#��

p� = p′� = � b��c

�

q� = m� bF*c

�p��/ %�

qμ(pμ − p′μ) = pμp′μ bF�c

��%�� �% Q�� 6� +.N �����1� � � 9 :%#: %� )-�� 2�, f{$ �q′ ��% Q�� 6� �C� ����1� �S /#! �|��% &�� %� �>

qμ = (m,�,�,�) bF�c

&��mJ


kμ = (ω,�k)

k′μ = (ω′, �k′) bF�c
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���� �� [ � " D s�$ �� �% bF�c �S|��% �?� )-�� 2��>��3 � ! � � ����� � ! � ������ �#�� �S ���6 θ �\ %� �>

Δλ = λ′ − λ =
h̄

m
(�− cosθ) bFFc

��\<� %#J, �� <��D#�_����1� 4�#! <J�/� > �S ��e/ ���� <JL� ���#S! ��, �}�%� �#�6 %� �> -�� � �W�#> f��C� �S|��% �#J
 &��
θ = π

�
%� =v Y� )�%�� θ �S ���6 �� <U��� ���_! &�� %��5� �> � ,<� " D ���_! %#:� <?��>��3 6� ^3 ����� � ! � �> ���<� �#'/ �

��%��

Δλ =
h̄

mc
= �/���× ��

−�	cm bFKc

)*��+� ,��2� ��5� ������

".�= ��� /�.�&	 (J� $� -Z��� ����� �� �� N=�� ���H�� �C� �� ���	eV �
�3 $� "�� -Z��� �� ���
�#
?�J �4U �� ��,	 ��� \�� -��� /(J� P�N� P�.�N	 -�C� ��4U �	� ���� -Z��� �# &��M�= -�.���# �� ���� �� -Z���
� <�0�� ���	eV $� ��Y�� -�.-Z��� �� �����K �����{E� �� ���A	 ���0 �= ���P��= ��M4N�# �.�������� &H�� ��H�
���E� {E� ��� �� &4�	 -��"�� -�.P�.�N	 �	� �(J�P�N� �3 $�4. ��,	 ��� /(J� �
�,	 GZK ����JD �� �=

;��4��� �� ��$ �̀K�E	 / (J� P�0 P��� �����K
arxiv:hep-ph/0301191

&B�(�� A���C � �2�
D �
�@�	 0�3

2�=M )������6 �S /#! <U���#3 � ��/#! <U���#3 ��O�/� <U���#3 (���,�� <U���#3 � /#N ��: ���=> ��/#� %� �,#� �#��#� �?�
ih.� 6� � ��%�{?<� %#�> =v C� �% �\ <U���#3 � ������6 �S /#! y LR� )�,<� E�� 2%� J
 -�#V �� �� �M �� 2%X y�8 &�� ��
&J� �> ��%�� �% �/#! #L�!#� -1#$ &�� %� )2%X �� �% Q�� ��/#� ��,#./ ������ y LR� &�� �� �> ��6���3<� ��% � �� #L�! �% Q��
&�� �#.!%� 2�=M �� � �-�� �.!�� �O�/� #� �> ���%�\ -���� ��
#, b�@c �S|��% %� �:�? )���� �� <U���#3 � /#N �\ ���� -��
�;#/ 6� +5��� �Sp��/ �� �� #p��� 6� ��/� !<J/ �/#!%#: y�Rg �S R1 S � �� ./ ��2��/ +�1� �� #�� ������ �/#! y�Rg �S R1 S � #� �O�/�

)���� / <� <U���#3 � /#N �\ ���� � �/#!%#: �� ��6���3<� ^3 )�����
6� ^3 ����, ���� �-�#� %#��Q� %� -�J> #L�! �/#!%#: � : )b�)F +,c ����?<� �e/ %� �% pμ

�
� pμ

�
�S /#!%#: #� 2%X ��

d% g �
 �� �/#!%#: f=!� 6� )��#�� � 8� �� �/� !<� 2%X ��: #� �� y#M -1#$ %� )���> ��#�� ��U�� E�� ��/� ! <J/ �% Q��
�
#; �/#!%#: n #� 2%X n ��% Q�� 6� ^3 <	> -1#$ %� �:�? )����?<� �e/ %� �#�'> �% �% Q�� <�C� ����><� <, 3�': �U��
&��: �% �/#!%#: <U���#3 � /#N )����?<� �e/ %� pμ

�
� pμ

�
�#
�/#!%#: #� 2%X �� �% Q�� 6� ^3 ����,%� -1 L� ���� ��/ ,<�

(���� /<�

pμ
�

+ pμ
�

= pμ
�

+ pμ
�

bF@c
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p1 p2

p3 p4

(�)F +,

a�	! ��.1� )� , �p�� ��C� �� �S /#! � �O�/� <U���#3 &�/� N �� b���=>c <��.�/#/ �$ %� <�#!%#L: � /#N &�� ��%�� %#e�/�
��%�� v 
 � �$ %� )� , &,�% ��#� �
 y�8 �� � -�#V

pμ = γ(m	,m	�v) � (m	,m	�v) bFGc

�� � ,<� ���p! bF@c <U���#3 �S|��% &����#��

m	�
+m	�

= m	�
+m	�

bFIc
m	�

�v� +m	�
�v� = m	�

�v� +m	�
�v� bF�c

26#8� #�� �y�8 �� � -�#V E�� #� -�� �;#��� �> �y�8 <U���#3 �� � ,<� �p�� �/#!%#: <U���#3 � /#N y�Rg �S R1 S� s�!�! &�� ��
-1#$ %� �% y�Rg �S R1 S � �?� #�� )-��/ ��.Q �O�/� <U���#3 6� s��5! &�� %� )���\ � 8� �� ���8 y�8 #� ���8 �#
2%X �
�<�

��%�\<� -���� ���� �� <��.�/ y#M

(m	�
+ T�) + (m	�

+ T�) = (m	�
+ T�) + (m	�

+ T�) bK*c

�O�/� � y�8 0 Jp� #L�! �> �
�<� �#'/ s�>�! &�� )�%�� ��2H�� -�J
� �/#! <U���#3 �S|��% %� p	 = m	 + T s�>�! ��, �%��
�� )�/ , +��.! �U��� �� �O�/� � y�8 �\ %� �> ��> % w! �% <�#
������ �� !<� ^3 t<�#L�! �� �� �
 �/ � �-�� ����#3 <'.�8
d% g &�� �� �
 �/#! <U���#3 � /#N <�#B� 4j� %� )���#/<� 2%X +> �O�/� �% �T = m	 − p	 �/ � �p	 �> -�� +�1� &�J


(��\<� -����

γ�m	�
�v� + γ�m	�

�v� = γ�m	�
�v� + γ�m	�

�v� bK�c

#� -�� ����� �\ y�8 <� ? �> ��><� %#��% ���/ ? �� �</ ! �/ ��/#� f=Q�� �<��.�/ ��/#� %� 2%X ��% Q�� y#U�
 �� �&����#��

m = γm	 =
m	√
�− v�

bK�c

&�� � 2%X � � y�8 �% m	 = m(v = �) �> -�� +�1� &�J
 �� )� ,<� �#�6 -M�� 4����� #� � -�� ������ -M�� �� y�8 &��
�� )bF)F+,c ��%<� -�#L��� -J� �� m y�8 �� ,<� ����/ % / -M�� �� v �> <�#U�
 )���#/<� <��.�/ y�8 4����� �% 2���3
+�1� -�CN�� &�� )�� %<� -�#L��� -J� �� � ��#�<� 4����� �$ ���� v → � y#U�
 �� �p	 = γm	 �2%X +> �O�/� �U�� d%#.M

)-�� % / -M�� ���{3#/ `���� ���� <��#���
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1

p=mv

m0

v

(F)F +,

�O�/� &�� )E	 = m	c
� ��%�� ���> �%�� �% % / -M�� �?� � ���><� -.hg <�C� �� �� � � �O�/� � � � y�8 �R1 6� #�

#J�,���
 sJ� �O�/� ���$ %� ���: <�C� �E	 = m	c
� = 
 × ���	erg ��%�� y�? �� y�8 �� ��2%X ���� =v Y� )-�� ��eM

��,#� ��,�� �8 ! )-��: y�8 %� �O�/� 0 / &�� �L� ��� ��#� )� ,<J/ 2��� -�#�
% &�� %� +��/#�3 �O�/� y LR� )b&!  	�> �*c
�4/��? � ���#������1� ��/#� <��#��� �#
ih� y#U�
 �� )� ,<� �%�� ����� #� � ��/ % B$ y#U�
 �� +��/#�3 �O�/� y LR� �>

)�%�\ -���� <��.�/ ���#��� %� �% +��/#�3 ���=> y LR� ��e/ ��#�
(��\<� -���� p� = m�

	
6� �> -�� ���R� �S|��% �/#! � �p	 �+> �O�/� �#��

p	 =
√
m�

	
+ (�p )� bK�c

��%�\<� -���� �
 <'.�8 �O�/� ���� )-�� �/#!%#: <�#B� 4j� (�p) 6� % e�� �\ %� �>

T =
√
m�

	
+ (�p )� −m	 bKFc

��%�� |�p | 
 m	 ���� <�C� ��> �#
-M�� %�

T =
(�p )�

�m	

bKKc

(��> �#�� &��: �� !<� �
 �% -M�� )-�� ���=> �S|��% �#J
 �>

�v =
�p

p	
=

�p√
m�

	
+ (�p )�

bK@c
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,+���H Q,+���H �"%	���H &'6'6

��/#� )bK)F +,c � ,<� ��1 ! ���! / � � �3 �\ %� �> ����?<� �e/ %� �% �������

p+ p→ p+ p+ π	 bKGc
p+ p→ p+ n+ π+ bKIc

y6] � � y�8 �> �,#� ��$ �� ��#� #
� !��3 <'.�8 �O�/� �%� � &�� %� )-�� &J� %#� <U���#3 �#h1 �� #
������ &�� ��� �

)b&��J!c ��> &��#S! �% � �3

pp

pp

(K)F +,
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R�� ��+��� ('6'6

)b@)F +,c ���><� ��1 ! � ! � � �/ ,<� � �#/ �% Q�� y#U�
 �� �����6 3 � ����1�

e+ + e− → �γ bK�c

e+e-

(@)F +,

���H�� .'6'6

� �3 �O�/� �> -�� <L��� )� ,<� +��.! � ! � �� �O�/� �� =v �#> � �3 y�8 �\ %� �> �-�� π	 → �γ <,#3�� -1#$ &��!2�#�
)bG)F +,c �,#� <�#> � ! � �� ��1 ! ���� ��#�

π	 → �γ b@*c

  

(G)F +,
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2#U'�#�6\ � y�8 �>�� �#L� :%#: %� �% Q�� </#�6#B� %�� J/ (I)F +,

=���) �,�� !�"
�" 5�3

�;#/ �� ������ y�8 �>�� �y�8 y LR� ���_! �� �8 ! #� �-�.�/ %� )y#L��<� � �%#> -�� <� LR� <�! �/ ��/#� %� y�8 �>��
�� 2%X n 6� ���M Jp� )��> �%�� �/#! �>�� 9 :%#: y#/ �� �y�8 �>�� y LR� �� ����/ �����8 y LR� �� !<� #�� )b&��J!c-��
�#�6 -�� �%����%#: �
 Pμ )���#/<� Pμ = Σpμ

i �% #
�/#!%#: &�� 7J8 )����U� �e/ %� S 9 :%#: %� �% pμ
i �/#!%#: � mi y�8

�P %���� �\ %� �> �Ucm = �P/M -M�� � M = Σmi y�8 �� ��> % w! <��� ��2%X �S /#!%#: �% �\ �� !<� ^3 � �2���\ � �/ ?
S �� -.�/ Ucm -M�� #� �> <
#U��� %� �Pμ �#� <��� 2S%X �S /#!%#: �> -�� ���� � �>� )-�#
�/#!%#: <�#B� 4j� 7J8
�>�� �> ��� �� !<� <?�#� �� )���#/<� CM 9 :%#: #� ���+� �=�	 _�U��U �% 2#U��� &�� )�%��/ <�#B� �R1 S � ��><� ->�$
�;#/ ���� �% y�8 �>�� <
#? )b&��J!c-�� &>#� �/#! �>�� 9 :%#: %� 2%� J
 #�� �-�� ������ �;#/ �� �:�? ��M Jp� &�� y�8

)���#/<� Pe�
 2�1 �=�	 ��/#! �>�� 9 :%#: %� &>#�
��%�� )���#/<� V μ �% �\ -M��%#: � M	 %� �% bd�%X �����c <��� 2S%X � � y�8 � �>�

Pμ = M	V
μ = (M, �P ) b@�c

��%�\<� -�� �� b<��� 2S%Xc �/#! �>�� 2#U��� -M�� a��C! 6� 2�#R��� � �|��% &�� ���> %�{p� #�

M = M	γcm b@�c

�S �� -.�/ �\ -M�� � �/#! �>�� 9 :%#: a��C! �� 2�=M �s�!�! &�� �� ) �Ucm = �P
M -M�� #� -�� �;#��� γcm �\ %� �>

� :�
 �� !<� d�%X �SM Jp� �� ����> <, 3�': #
2%X <.�>�! %#�Q#� 6� �?� (d�%X 6� ���M Jp� ���� ���2�%�\ -�� �� ���.C!
)-�� ->�$ %� S �� -.�/ �Ucm -M�� #� �> ��> 2#U/ M� � � y�8 �� ��2%X

�!�! 9 :%#: &�� %� )� ,<� M	 #� ����� M #� <��� 2S%X y�8 )���><� 2#U/ �/#! �>�� 9 :%#: %� �M Jp� &�� �� � �>�
2#U��� &�� %� ^3 )��\<� -�� �� Ti = mi −m	i �S|��% 6� �
 2%X �
 <'.�8 �O�/� )�/%�� <'.�8 �O�/� � �/�->�$ %� #
2%X

(#� -�� ����� +> <'.�8 �O�/�

T = Σmi − Σm	i = M − Σm	i = M	 − Σm	i b@�c
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v
 

2#U'�#�6\ 2#U��� %� ��C� �� <�#B� %�� J/ (�)F +,

� -�� �!4�� #
�\ � � �O�/� 7J8 6� #
2%X �S M Jp� �V S � �O�/� #� �#� <��� 2S%X � � �O�/� �> -�� ���� �&����#��
)���?<� �� %� �% #
2%X �!�! <'.�8 �O�/�

&���� �
��F�	 6�3

<�%�� 2�% &��!2�#� )b�)F +,c -�� �#�'> ��/ �% Q�� � -�� &>#� "�� 2S%X )����?<� �e/ %� �% �#�� 2S%X �� �% Q�� &�� %�
#� 2%X �� �/#! �>�� 9 :%#: %� )-�� �Rg +> �/#! <�#B� �R1 S� �\ %� �> ����� �/#! �>�� 9 :%#: �� �> -�� &�� �	��� &��
#
�\ -M�� -L8 �:�? ��/ ,<� %�� �U��� 6� -M�� &�J
 #� �
 �% Q�� 6� ^3 � ���\<� �U��� -J� �� −v � v �#
-M��
�S |��% � φ′ � θ′ �#
����6 <�C� �-�� �% Q�� 6� ^3 #
2%X -L8 ���_! #� �8 ! �% � 0 � � � : )b�*)F +,c � ,<� E M

��%�� )���> 2�#R��� 2%X <
����� �S|��% 6� -�� ��L� �2#U'�#�6\ 2#U��� %� #
����6 #� #
�\

tanθ =
sinθ′

γ(�+ cosθ′)
, tanφ =

sinθ′

γ(�− cosθ′)
b@Fc

)�/�2�, a��C! +, T�#|� #
����6 � )-�� v -M�� �� ������ γ �\ %� �>
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� ,<� �p��/ #8&�� 6�

tan(θ) tan(φ) =
�

γ�
b@Kc

v 

= - ' 

'

v 

v 

v

�/#! �>�� 2#U��� %� ��C� �� <�#B� %�� J/ (*�)F +,

)-�� θ + φ < 
� 2%� J
 <��.�/ -1#$ %� #�� )��\<� -�� �� θ + φ = π �#�,\ �Sp��/ �#J
 � -�� γ = � <�! �/ �$ %�

=���G �H��� 9�3

&��: ���� ���� )� ,<� +��.! ���8 2S%X � � y�8 �� �/ U: <'.�8 �O�/� �> ����� [�6 ��1 ! #� 2%X ��1 ! 0 / 6� �% Q�� %�
"#Y� ���� )���#/<� ����JD -Z��� �% ���J> &�� )�,#���,�� � 8� ��#� �% Q�� 6� +.N #
2%X <'.�8 �O�/� ���� <	N��$ ��R�� <N#R!�

(��,#� ��,�� <Y�Q � �3 �� ��1 ! ���� �% �O�/� +N��$ #
� !��3 �\ %� �> ����?<� �e/ %� �% � !��3 Z � !��3 �% Q��

p+ p→ p+ p+ π	 b@@c

�S M Jp� �� +Y� �% Q�� 6� ^3 #
2%X �> � ,<� +g#$ <�#U�
 ���e/ �#h1 �� �> -�� ��O�/� �S ���
 &��!�> -�� <L���
#! ���> E�� &>#� �% "�� 2S%X ^3 )� '� �m	 ��% Q�� 6� ^3 �#
2%X � � y�8 %�{p� ����� �/#! %�{p� #! ���> ->�$ s	g

�S|��% %�{p� 6� )��> �% Q�� �\ �� v -M�� #� y�� 2S%X

p� + p� = p b@Gc

��%�\<� -�� �� ]#� E�� #� �-�� �% Q�� 6� ^3 +> �S /#! p �\ %� �>

(m	�
)� + (m	�

)� + �m	�
m	�

γ(v) = (m	)
� b@Ic
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���� /<� ]#� � !��3� � !��3 �% Q�� ���� � �>� �% �|��% &�J


�(m	p)
� + �(m	p)

�γ(v) = (�m	p +m	π)� b@�c

��%�\<� -�� �� #8�\ 6� �>

γ = �+ �
m	π

m	p

+
m�

	π

�m�

	p

bG*c

)b&��J!c� ,<� +��.! �% Q�� 6� ^3 #
2%X <'.�8 �O�/� �� ��1�� � !��3 <'.�8 �O�/� 6� <'j� �> � ,<� 2��� ~ �� ��

)*��+� #$%� S2� ,+��T � ULunar Laser Ranging, LLRV 7�� ��)�� ���$ �!W�: ������

��1�	 -�.P�4���$�� �� &4�	$ -�.���H�^� $� �= -���K ;��= ���,� -���$ (�� �� ����&	 �� P�	���	$ �̀6^��
�������]� �= OQfQjORoq ?�J $� /��
 �&	 ��=�� �6^�� ��� ���,� -��� ���0&	 (����� 
 P������ P�	 xaJ -
�
�� �� �6^�� ��� �.�&	 P$�1� ?�J Rq $� "�� -�.P��� /���P�0 �E� 	 �.P�4���$�� ��� �4� N� P�	 xaJ -
� �K�#D

�P�	���	$ �̀6^�� (� � �� ��−�� (�� �� &4,� ���= ���,� ��	&6�	 �4U (��
����� 
 & �0 �̀	�)4	 -�.P���J vJ�� ?�H� �6�1 $� ��4� . ��H� �6^�� ��� �� -��,�	 -�.�	�� �U�!
��� �� ��� K ����� P̀�44={E� -��	��� # "0 -�.?�	 _�U��U �� �= (J� P��� ��N� ��H� -�.&J��� �	� ��M�D

;��4= �,1��	 �K�E	 ��� �� /�4.�&	 �� �����K ����� ���. ��−�� �� ��−� (�� �� �.��	���#
arxiv:0710.0702

A�)��� A�	� '	��� 
� I���JK A�	� =	 *����� ;�3

�#
2%X 6� ���M Jp� #� �&�C� y�8 #� 2%X ->�$ �#�� ���� ��#��� ��
#R� ���/ � �9#�, �-M�� �> ���2��� </ ! �/ ��/#� %�
��N � �/��� ���<�#�% H/��?] �-�� -C�.D %� ->�$ a�g ! �#�6 #L�! &�� #�\ )�/�2�, #�� � ! �/ &�/� N #�.� &�J
 �� )����

��#�6 &�� %� )��\<J/ 4�3 �-�� �%���� <��J> � � ! �/ &�/� N `#�� �> ����/ y LR� �\ %� �> ��> 0���� ��U�� �#�6 ��
�p

)�H/��?] y#/ �� ����8 -�J> � +��/#�3 �O�/� �<'.�8 �O�/� (�/� ��2��/ �#
-�J> ->�$ �#�� ���� ��#��� �#
-�J>
#L�! �%��� %� -1 L� �#h1 �� #p��� %� )d�%X 6� ���M Jp� #� �2%X -M�� � �#� �� ������ � ��2��/ -�� <��J> �L �H/��?]
a��C! �/ ?&�� ���=> ��/#� %� 2%X �� ������ �H/��?] )����?<� �e/ %� �% v(t) -M�� #� � x(t) �#� %� m y�8 �� 2%X ��

� ,<�

L(x, t) = T − V =
�

�
mv� − V (x) bG�c



�G A�%��� A��) ����� �� I��
JK A��) � $���!� �@�9

%#>�� #p��� � ��/ �R1 �:�? ����> �8 ! )� ,<� 2%X ->�$ iM#� �> -�� <����/ �� ������ +��/#�3 b�O�/�c 7�#! V (x) �\ %� �>
)-�� ->�$ -	M V (x) +��/#�3 �> -��2�, E�� ^3 )���/ �/ � -�� +��/#�3 � ,<� �%�� �H/��?] a��C! %� �m/\ #�� �-�%

"��U�/� %��5� �> -�� <5��D �� 2%� J
 2%X ->�$ (� ,<� �#�� � �	��#
 +g� � ! �/ &�/� N �#8 �� ]#$

S =
∫ t�

t�

Ldt bG�c

2� j1� �#�6 �� t� � t� )���#/<� ->�$ 4�> �% S )��%�� %#>��� ���J> �� #� 2%� J
 ���=> ��/#� %� ��.1� �> �� ,<� �����
�\ ��% <CN�� ->�$ ��><� +g� x(t�) �� �% x(t�) �S |5/ �> &J� �#
���� y#J! �#�� 6� �> -�� &�� +g� &�� ��.C! )-��
<�#�% %� #
n�%� 9#�$ t-�� 4�> &���J> %#��� Q -C�.D �U�� d%#.M �� )� ,<� ���J> S 4�> �\ ��6� �� �> -�� �����

(� , %��N�� H/��?]Z�	��� �S|��% ��#� �,#� ���J> S ���� ���� (�
�<� �% �	��� &�� 9� 8 -1 L� ��
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= � bG�c

�� � ,<� +��.! ]#� �S 1�#C� V (x) +��/#�3 � x(t) �#� �m y�8 �� ��2%X E�� #� �> �����<� -1 L� �� � �>�

m
dẋ

dt
= −dV (x)

dx
bGFc

d% g �� ���/ a��C! #� �>

F = −dV
dx

bGKc

(��> a��C! ��6 d% g �� �% �/#! �� !<� % D&�J
 )��\<� %� � ! �/ �#�,\ � /#N d% g �� bGFc �S 1�#C�

p =
∂L

∂ẋ
bG@c

(� ,<� a��C! p � x 6� <C�#! �� �M �� �</ �	�J
 7�#! -1#$ &�� %� )-, / �ẋ � x�#8�� p � x 6� <C�#! �� �M �� �% �H/��?] �

H = H(x, p) := p ẋ− L bGGc

#�� ��/�2�, ��, / #B� �C� �� %� �:�? ���
#R� &�� )��><� #R�� �% �O�/� 45/ H �> � ,<� 2��� </ ! �/ ���=> ��/#� %�
(�/ ,<� #
-�J> &�� �-��/ <����/ ��
 ��V#S! -h! �> ���6\ 2S%X �� ���� )����
 a��C! +�#N �C� �� %� <UJ


T =
�

�
mẋ�, V (x) = � bGIc

L = T =
�

�
mẋ�

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ

H = pẋ− L =
p�

�m

�#
����� �S ��e/ % w! )�
� <J/ �% �\ �#�� </ ! �/ ��/#� �> -��2�, <�#
����6 %� ����� -��'�3 iM#� �H/��?] ��/#�
)-�� &J�#/ �H/��?] �#�6 -Q#�, ���� y#M -�.�/ � �<�#�,�#L�> �d�%X �����

�
 �\ -	M )�
�<� �% ���#��� ���.1 ��� 2S6#8� ���'�� -1 L� #� � ��#J/<� �!<C�.D %#��� �H/��?] �#�6 P#Q -�.�/ %�
� 8� ��2��/ <��J> ->�$ �#�� ���� �> ���><� E�� �
 6#� #� )-�� ����� %� <�#�% d�� 8 � 6� 2�#R��� � #
%����%#: �#�6

(vμ -M�� %����%#: � xμ %����%#: 6� -�� <C�#! #v��g �> �%��

L = L(xμ, vμ) bG�c
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6� �> <�Q#�, #� )-M��%#: � �#� %����%#: 6� � , ��Q#� ��2��/ <��J> ��#� �� 8 � d#M=D� � ->�$ ����, �� ���� �^3
)-�� ���h� %#��� <��J> &��: &�Q#� �#�� ��%�� <��.�/ �#
��%�#/

���=> �H/��?] &�, / ���� )�%��/ %��N <����/ ��
 ��V#S ! -h! �> m y�8 �� ��2%X (����U� �e/ %� �% -1#$ &��!2�#�
��#� �S �4�> �> -�� &�� "]���� 0��, )� ,<� E M "]���� 0 / -�.�/ %� #�� )� � y6] <'.�8 �O�/� � +��/#�3 &��/��
��#� ��/ L �� ,<� +��.! �;#/ ���_! #� t � : �bG�c a��C! �� �8 ! #� ^3 )��/ ���_! ��/% 1 +��.! -h! <�C� ��,#� ��2��/ <��J>
�� � ��2��/ -	wQ &�� )�,#� -�P��� &K�5U ��#� L � ,<� ��R? #v$=|g� )�/#J� ��2��/ <��J> Ldt �> ��> ���_! <5��D ��
������ ��U�� -�J> ��
 �� � ,<� a��C! xμ 7�#! #� �\ �Q�#L8 �> ��6\ 2S%X )��><� ���h� %#��� �% 4���? �#�� �4�>
7�#! #� �s #� τ �#�62H�� #L�! �#�� &�� 6� )��� 4�#J/ ��U�� 2� j1� ����%#3 �
 #� � �s �t #� �� !<� �% �Q�#L8 ��% ����%#3 )-��/
%#> �� 4�> 2�1��U�/� �� �M �� �/� �� �> <	��/��R�� -�J> #L�! �> ��/��<� � �>� )-�� �;#/ 6� +5��� �����%#3 ��\ 6� <
� j1�

#� -�� ����� �> �-�� dτ ��%

dτ = (dt� − dx�)
�

� = dt(�− v�)
�

� = γ−�dt bI*c

���� /<� 4�> ���� s�!�! &�� ��

S = α

∫ τ�

τ�

dτ = α

∫ t�

t�

γ−�dt bI�c

(��\<� -�� �� &��: ��6\ 2S%X #� �;#��� �H/��?] ^3 )-�� -�#V <��J> α �\ %� �>

αL(xμ, ẋμ) = α
√
�− v� bI�c

-M�� �� ������ -�� ��2��/ <��J> Ldt 9�B	g#$ #�� �-��/ &��: dt � t �> % D�#J
 �-��/ ��2��/ -�J> L �> ��%�� �8 !
(�
�<� �% ��6 �S 1�#C� bI�c #� �;#��� H/��?]Z�	��� �S 1�#C� )��><� a��C! �% 4�> �> 2%X

d

dt
(−v �√

�− v�
) = � bI�c

�8 ! )�,#� -�#V ��#� 2%X -M�� �> ��><� �#�� ��6\ 2S%X ->�$ �S 1�#C� ^3 )-�� �.�C� v = const ��6� �� +��/��R�� �S 1�#C� &��
&�'/#8 �4�> &���J> +g� #� �� �	��#
 +g� �	� ����2��/ 2�#R��� </ ! �/ � /#N ��
 6� �p��/ &�� ��%�\ -�� �� ���� �> ���>

��%�\<� -���� <��	�J
 ���� 2%X �S /#! b��c a��C! ��#�� )-�� 2�, �\

H = αγ =
α√
�− v�

bIFc

(��\<� -�� �� 2%X ���� �Rg ��� � � �O�/� �2%X � � 2#U��� %� <�C� ��,#� &>#� 2%X �?�

E	 = α bIKc

�%�� 2%#��� �
 �% % / -M�� �?� � �>� )���#/<�m	 �% �\ �> �,#� � � 2#U��� %� y�8 0 / 6� ��#� α �> ����� �/#! a��C! 6�
��%�\<� -�� �� ���>

E	 = m	c
� bI@c

H =
mc�√
�− v�

= m	γc
�

L = m	c
�

√
�− v�

c�
,



�� L1
&% �M�9

45/ m	γc
� � � � 2#U��� %� �% �O�/� 45/ m	c

� �	� ���><� �6#� �% y�8 45/ α = m	 #L�! �/ �����<� s�!�! &�� ��
45/ ���� -�� ��
#, �
 &�� )-�� �/#!%#: y�Rg �S R1 S � �#J
 m	γc

� �> ���> �8 ! )���?<� 2�LM �� 2#U��� �
 %� �% �O�/�
)�/#!%#: y�Rg �S 	J8

��%�\<� -���� ��
� ��� v
c �: > ���#5� ��6� �� �% bI@c �S|��% %� �H/��?] �?� " JC� T�#|�

L � �

�
m	ẋ

� bIGc

(��� ��JC! ���?<� %��N ��/ V (x) +��/#�3 �� %� 2%X �> <�1#$ �� �� !<� �% a��C! &�� )-�� ���=> �Sp��/ �#J
 �>

L = −m	c
�
√
�− v� − V (x) bIIc

<(�4) L�3

������ �� � JM #L/\ �e/ �� �> <�L8 %� �% ���h	�� ���R� +Q�� �#
�;#/ )� ,<� %�� &��6 6� v -M�� #� �����R� b�
%� �% �1 	? -L8 � -M�� �#
%����%#: 6� 2�#R��� #� )�/��?<� 26��/� u �% �1 	? -M�� � ���><� ��	, -�� ���R�Z&��6

)��%�\ -���� &��6 9 :%#:

)��
�<� y#p/� � % %��% �% Q�� �� �U��� ^M � ��#�� �#
�/#! #� ����1� �� � � ! � �� ��/#!�>�� 9 :%#: %� b�
)� ,<� 2%X �� �
 �S /#! ��, ` C� �� �p�� �% Q�� � -�� �

�
c -M�� ��%�� ����1�

)���� �� ����1� � � y�8 s�$�� �% � ! � �% Q�� 6� +.N �S /#! � �O�/� �%����%#: n�% 6� 2�#R��� #� ba1�
)���> a�g ! -�� &>#� ����� %� ����1� �\ %� �> 2#U'�#�6\ 9 :%#: %� �% �% Q�� &�J
 b9

��� *��K -�#j� �� </ �� �S �] �� �%�� -�� �
�
c -M�� #� ->�$ "#$ %� �> �/�	 × ��−��kg y�8 �� α 2S%X �� b�

)-�� �

��
c [��Q 6� ^3 α 2S%X )� ,<�

�% F )�,#� F -�#V %��5� -�� � �� +Q�� �> <�#U�
 α 2S%X �S /#! ���_! q�
\ 2#U'�#�6\ 9 :%#: %� �> ���> E�� ba1�
)���> 9#�$

)��> % .M ��] ��%� 6� α 2S%X #! �'><� " D <!�� �: b9

<�N� <?��>��3 &�� "#J�$� �> 2�, 2��� )-�� � !��3 6� (π−) <R�� � �3 2S%X <?��>��3 ��#��� d�%X �#
4�>�� 6� <� bF
%#��� ����'! 2S%X �� � 8� E�� #� �% 2���3 &�� )-�� �#�6 ��#M��� % D �� �-�� Kπ = ���MeV � �3 <'.�8 �O�/�

(� ,<� ��, / ��6 +, �� 4�>�� �^3 )���><� ��8 ! �� ,<� 2��,#3�� +�'! 6� ^3 �	g#�=� #v.��5! �> �N∗ %���#3#/

π− + p→ N∗ → π− + p

)���> 9#�$ �,#� &>#� ����� %� �
 � !��3 � Kπ = ���MeV ���� E�� #� �% � !��3 � � �3 �SM Jp� +> �O�/� ba1�
�-�� %�5: N∗ y�8 b9
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)���> 9#�$ �% 2%X �
 �S /#! � �O�/� � ���> a�g ! �/#!�>�� 9 :%#: %� �% ������ &�� b�
4�>�� �/� �� �γ ��#�6 �O�/� #� � ! � �� ����? bd

γ + n→ N∗ → π− + p

�% � �O�/� ���2��> 9#�$ �> N∗ y�8 6� 2�#R��� #� )-�� 2#U'�#�6\ 9 :%#: %� &>#� ���! / �� n �\ %� �> ��> �#p��
���%�\ -��� �% 2#U'�#�6\ 9 :%#: %� 4�>�� &�� �#p�� ���� � ! � 6#�/

(mπ = ��� MeV , mp = mn = 
�� MeV)

�� )-�� ��� erg
cm�s

#� ����� ���,% Q 6� �/�×����cm �S 	g#� <�C� �&��6 %��� +h� %� ��,% Q ��5��� 4�#! �O�/� %#, bK
� � 9 :%#: %� %#.� 2S%X �> ���> E�� )����U� �e/ %� �% ��,% Q 6� R �S 	g#� �� ρ <1#U: � r 0#C, �� �: > %#.� 2%X
�!�: > �\ 6� r �?� �> ���> 9#�$ �% �rc �2%X �S /#��\ 0#C, )��><� 9{8 �% � Q �� 2���#! % / �S J
 � -�� &>#� ��,% Q
rc 6� �!�: > 0#C, #� �#
2%X ���� )-�� +5��� R 6� rc ���> -�#V � ���><� -�#�%� ��,% Q 6� �C��� <����/ 2%X ��,#�
2%X ���� �% rc %��5� )�/�%<� <�J, �S � e�� 6� [%#Q -J� �� �% #L/\ % / %#'� � ��><� �.	� <'/��? �S �X#8 �� ���,% Q �#�

)���> 9#�$ ρ = �
gr

cm�
<1#U: #�

�� 0��, x % h� ������ %� F = ��N -�#V ����/ �V� -h! S 9 :%#: %� � � 6� m	 = �kg � � y�8 �� <J�8 b@
-M�� �> <�N� ��8 � � 9 :%#: %� ���/ %��5� ����� �/
c -M�� �� ��8 #! �'><� " D d�� �: )��><� ->�$

�-�� %�5: �,#� 2���% ux %��5� �� �\

)-�� 
�◦ 6� ��J> �'�J
 #L/\ &�� �S ���6 ��
� �#'/ )�����/ �6� � <	> -1#$ %� F ����/ � a 9#�, -�.�/ %� ��/��<� bG

)-�� ����� �#�'> �% Q�� �� 6� �C� � +.N d�%X <.�/ -M�� ��
� �#'/ �%����%#: ���.!% g 6� 2�#R��� #� bI

���,#� �% Q�� 6� ^3 #
2%X �S /#!%#: p′� � p′
�
�?� �> ��
� �#'/ )����U� �e/ %� �% p� � p� �S /#!%#: #� 2%X �� �#�'> �% Q�� b�

(��%�� 2%� J


p�.p� = p′
�
.p′
�

)-�� ��#g ��/ #
� ! � �% Q�� �% � %� �|��% &�� �> ��
� �#'/

��,#� 4/ � �O�/� ����� �\ <'.�8 �O�/� #! �,#� %�5: 2%X �� -M�� b�*

#� -�� ����� �;#/ &�� ���� 2%X �O�/� ��
� �#'/ )���?<� 26��/� pμ �% ��2%X �S /#!%#: ��><� ->�$ vμ -M�� #� �> ��;#/ b��

E = pμvμ

6� ^3 )���><� �% Q�� �
 �� -j1 2#U��� �� %� x % h� d�6� � �� u� � u� �#
-M�� � m� � m� �#
y�8 �� 2%X �� b��
��
� �#'/ )��\<� -���� m y�8 �� ��2%X �% Q��

m = m�

�
+m�

�
+ �m�m�γ(u�)γ(u�)(�− u�u�)



�*� L1
&% �M�9

(� ,<� ��1 ! &>#� ����1� �� �� γ  !�3 ����#! 6� �����6 3 � ����1� [�6 b��

γ + e→ e+ e+ + e−

�-�� %�5: ������� &��: y#p/� ���� γ  !�3 �O�/� +N��$

������ %� "�� 2S%X ����? )���><� �% Q�� �
 #� �J}#N �S ���6 #� b γm	 ����� c �#�� �O�/� � m	 �#�� � � y�8 #� 2%X �� b�F
�m	 � � y�8 #� �� �
 2%X �� � ��/#�<� ��1�� 2S%X �� ��% Q�� 6� ^3 )��> ->�$ y % h� ������ %� y�� 2S%X � x % h�

)���#�� �% 4�>�� &�� �S /#��\ �O�/� )�/ ,<� ��1 !

%��5� �\ �O�/� 6� s�!�! &�� �� � ��><� +��? � ! � �� �!� &�� )-�� &>#� <
#U��� %� m y�8 �� ��j�U/��� �!� �� b�K
)���> 9#�$ �% 2��	��? � ! � ��#�� ��!� </6^3 &���? �e/ %� #� )� ,<� ���#> ΔE

%� <'.�8 �O�/� �� K = K∗ + mv
�

�S |��% 6� �K �2#U'�#�6\ 9 :%#: %� ����� �� <'.�8 �O�/� <��.�/#/ -1#$ %� b�@
<��.�/ -1#$ ���� ��#'� �S |��% )-�� y�8 �>�� -M�� v � ����� +> y�8 m )� ,<� � ��� �K∗ �y�8 �>�� 9 :%#:

)� ,<� +��.! <��.�/#/ �S|��% �� �: > �#
-M�� �$ %� �|��% &�� ��
� �#'/ �-��:

�> -R? �� !<� 9 Q s��5! #� � γ = ���� ����1� &�� ���� )-�� ->�$ %� S 2#U��� %� +x -L8 %� ����1� �� b�G
[�6 �� � ��><� �% Q�� ����1� &�� #� ��><� ->�$ x % h� �� -.�/ ��◦ �S ���6 #� �> hν �O�/� #� </ ! � )v � c

�O�/� s�$ �� �% �\ � ��%�\ -���� �% 4�>�� &�� y#p/� ���� � ! � �/#��\ �O�/� )��><� �#p�� �����6 3 � ����1�
)��%�\ -���� �/#��\ �O�/� %� �% �/#! �>�� 9 :%#: -L8 &��mJ
 )���> �#�� ����1� � �

y

x

�� "#5�/� #! �'><� " D d�� �: )� ,<� %�� &��6 6� b&��6 9 :%#: %�c 
/�m
s�

9#�, #� <M#C, d% g �� �% /#B� �� b�I
a�D <}�� �S �$#/ ��,#./ <}�� �% /#B� ���� (λ = ����Å) &��6 ��% � �/ �#
 	�#! ���N % / #! � , iM#� ��	3�� ���

)-�� y����U/\ G*** #! F*** &��

<�{8 � |Q 6� <� �> <!% g %� )��
� ��� ! � ,<� 2��� </#J�\ y��8� �S �	> %� �> ��	3�� ��� �� "#5�/� �� 78�% b��
2�
#'� �% � 7.�� <.�/ -M�� �� , +��.! FGK* [ � " D �� "#5�/� &�� �V� %� y����U/\ �F�* [ � " D �� Ca�+

�-�� %�5: #� �� -.�/

#� <R�D �Q �� � Q � � 9 :%#: %� 7.�� )��><� -.V ��><� ->�$ ��� �Q �� � JM �> �% <C.�� a�D �p�� �� b�*
)�,#� c

�
<.�/ -M�� ���> E�� �-�� %�5: �p�� �� ! 2�, 2�
#'� [ � " D )��><� +��? λ = ����Å [ � " D



$����1� �9 ��� �*�

� �O�/� +��.! 6� 2�#R��� #� #L�! )� ,<� +��? <5�� % h� �� -.�/ θ ����6 #� ν ��#�� �� #
� ! � 6� ����%#� S 9 :%#: %� b��
�	3�� �S|��% 6� 2�#R��� ���� � �/#!

)��%�\ -���� ��><� ->�$ v -M�� #� x % h� ������ %� �> S′ 9 :%#: %� �% #
� ! � ��#�� ba1�
)b �,#� v � ν �θ +�#, ��#� �5� 2��\ -���� �S|��% c )���> 9#�$ S′ 9 :%#: %� �% x % h� � ��%#� &�� θ′ �S ���6 b9

)-�� v = �

�
c ����� S �� -.�/ S′ -M�� )��><� ->�$ x′ % h� �� -.�/ θ′ = ��◦ �S ���6 #� S′ 9 :%#: %� % / 0#C, �� b��

)���#�� S %� �% % / 0#C, -M�� �#
�R1 S� ba1�
�-�� %�5: S 9 :%#: %� x % h� #� % / 0#C, θ �S ���6 b9

� �3 6� <�M�� �: #� � �� )���#J�W� �% ���� �** -�#�� �� -�� %��N � �/%�� �O�/� 10 Gev y��> �
 � �� � � �3 2S%X �� b��
�����<�  	8

���� U� ��/� !<� �: ��8 �O�/� � �/#! 6� )�,#3<��� � ! � �� �� m y�8 �� <J�8 b�F

�-�� %�5: M y�8 )� ,<� ��1 ! M y�8 �� ��2%X � ���><� �% Q�� �
 �� θ �S ���6 #� E �O�/� #� � ! � �� b�K

�-�� %�5: m y�8 )� ,<� +��.! m �: > y�8 �� &>#� ��2%X �� � ��><� �% Q�� <C/#� �� v -M�� #� M �%�� y�8 b�@
b)���> 2�#R��� M >> m s��5! 6�c

6� �C� +> �O�/� ��
� �#'/ )��><� �#�'> �� ���� �% Q�� M y�8 �� A &>#� � ! #� E �O�/� #� m y�8 �� <3 ! ba1� b�G
#� -�� ����� �% Q��

E′ =
�m�M + E(M� +m�)
M� +m� + �EM

)��%�\ -���� s��5! �� �% m <�#L/ -M�� b9

�-�� %�5: #
�\ �S /#! �-�� %�5: C � B y#�8� �O�/� )�,#3<� MC � MB y�8 �� �� MA y�8 b�I

-�� m y�8 �� 2%X N +�#, �> <�#L/ -1#$ ���� �/#��\ �O�/� )��><� �% Q�� <�>#� 2S%X #� E �O�/� � m y�8 �� ��2%X b��
�-�� %��5� �:

9�#�! 2S%�� ��
� �#'/ )-�� b ->�$ �S ���� )��><� ->�$ F = −mω�x ����/ -h! x % h� �#���% %� m y�8 �� ��2%X b�*
-�� &��: T	

T	 =
�

c

∫ b

	

γ√
γ� − �

dx

γ = �+
ω�

�c�
(b� − x�)

#� )-�� ����#3 �/#! �> � ,<� �8 �� � ��><� 2�
#'� �% m� � m� �#
y�8 �� 2%X �� &�� �% Q�� &��6 ��% ��;#/ ba1� b��
2�
#'� �% Q�� &�� %� �% �/#! <U���#3 �
 z�h�� %#|N �� ��% �;#/ �
 ��
� �#'/ #
-M�� <��=> 7J8 6� 2�#R���

)��> <�
��% �;#/ �> ��
� �#'/ )��
� y#p/� ��,#� ��,�� m′

�
� m′

�
�#
y�8 ��/� !<� <�#L/ 2S%X �� �> E�� &�� #� �% d#.�#h� b9

)m� +m� = m′
�

+m′
�
�?� �5� � �?� ����<� ����#3 �% �/#! %#|N
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(bsinα = v
c c α <
����� -�#V #� -�� s�#��� ���,% Q y�8 �M �> ��
� �#'/ ba1� b��

M =
α�c�R

G�

)b�\ �� � ������ E�� #�c -�� ��,% Q %�� �� &��6 %��� 0#C, R �\ %� �>
)����? %#>�� ��,% Q %�� �� &��6 ->�$ ���� �% � ! �/ y�� � /#N (<�#J�
�%

)���> �.�#h� R = �/�× ����m � α = ��/�′′ &��/�� #� �% M b9

��6\ <��.�/ 2S%X �� ���� �<'.�8 �O�/� a��C! 6� 2�#R��� #� <�C� ��H/��?] ���=> a��C! 6� 2�#R��� #� ���> <C� b��
d��#5� <��.�/ � L, #� �> � ,<� <��#��� �� �p�� �H/��?] &�� H/��?]Z�	��� �S 1�#C� �> ��
� �#'/ )���� �� �H/��?]

)�%��

�����

)��Z�I ������� ���GF ������ �	p� �y�8 y LR� ��% w�� #�% b�

arxiv:hep-ph/0511262 P#Q -�.�/ � �6\ �� b�

arxiv:hep-th/0512319 ��%�#/ ������ Pr #Q -�.�/ </ �	�J
 ���.1 ��� b�

arxiv:hep-ph/0510398 d�%X <,#3�� %� P#Q -�.�/ bF

arxiv:physics/0407049 � arxiv:physics/0405090 ��>�� ����/ ����� %� ->�$ bK
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� ���

!�"��#�$
%&'

� �
�6 /��
���� ��N �Q��� %� �> <BN#�! )�%�� �#.!%� ���#������1� �Smj�%#! #� q�!#U�! d% g �� P#Q -.��/ ���e/ #S'��
<��.�/ -�
#� %� �,<� 2��� <��3� �S ��p! #
2� %� �!� � 8� �#
���e/ � " �>#� ^�D#�_����1� �#�� �������
�%#L: ��N +}���
6� � �/�<��.�/ �</ ! �/ ��/#� f=Q �� �" �>#� �#
�1�#C� �> ��� ��
� Q +w� &�� %� #� )-,�� �'�% " �>#� �#
�1�#C�
�#
�1�#C� � -�/�� �.�C� �T	|� 78�� 9 :%#: �� %� ��!� %� #L�! �% " �>#� �#
�1�#C� �,<� ��.1� )���><� -�C.! ��/% 1 +��.!
y#p/� ����� %� � -,�� ��2��m�3 %#��� �S p��/ �> �%#> )�%�\ -�� �� �	�1#? +��.! 6� �% �U�� -j1 2#U��� �
 %� �\ #� �;#���
+��.! -h! �?� �% " �>#� �#
�1�#C� �> -�� <1#$ %� &�� )-,�� "#./� �� �% ���e/ � ���p! �#�� �#
�N#�! �#J
 � �,<�
-w, #! +L: �S 
� %� <� �/� > ���#������1� -�5� � )����
 ��% J
 ��/% 1 �&����#�� � ���
�<J/ +, ���_! ���> 2#U/ ��/% 1
-�� -�%� <��.�/ ��.C! &�� �> ��� �#'/ �O�%��
 �!� <R�D � |Q ��/ � � �� � ����1� %�#�'? <� U'�3 %� ��,{? ��N ��=��

)��%<� ��−��cm �#
�	g#� #! <��%� &�� %#.�M� �

M�:�>N� ����� ��5

X�0�	Y���*5�� ����+>
 #5� &'&'Z

)-�� -j1 �#
�;#/ ��� 6� ����� &�/� N �� � ��% J
 �<��.�/ ����� <	g� �#
��#3 6� <� ��> ����� <	.N �#
+w� %�
#
�\ <���% J
 �� ��#� ����� &�/� N �#�� %� �> ����� �#
%����%#: ��/#� �<�#�% �#
� 8 � <	��.! P� Q �� �8 ! #� �&��mJ

&�/� N ��
� Q<� % e�� &�J
 �� )��> 2�#R��� #
� /#N �#�� ���� ��/% 1 ��2��/ #� � �%����%#: �% �/#!%#: 6� ��#� �> <�C� o��> �8 !
���� )��
�<� +�'! �% 0��, �S|5/ �%#� <U�� �3 �S 1�#C� 2S�=M �� �" �>#� d]�#C� )���� �� ��% J
 d% g �� �% ^�D#�_����1�

(���� /<� μ	 = ε	 = � �#
����%#3 #� =S Q ��h� ���� �% d]�#C� &�� �-1 L�

∇. �B = � b�c
∇. �E = ρ b�c

∇× �E = −∂
�B

∂t
b�c

∇× �B = �j +
∂ �E

∂t
bFc

�*K



N�?��O��
�!�� �: ��� �*@

∂ρ

∂t
+ ∇.�j = � bKc

�% d]�#C� &�� �> ��/��<� )�/��#��8 � %#� <1#U: s�!�! �� �j, ρ � <��D#�_� � <���1� �#
����� s�!�! �� B,E d]�#C� &�� %�
���><� ��g ��6 d]�#C� %� #
+��/#�3 &�� �a��C! T.D )��> �#�� ��/ �A �%���� � φ ��2��/ �#
+��/#�3 s�$ �� �� !<�

�B = ∇× �A b@c
�E = −∂

�A

∂t
−∇φ bGc

Λ(t, �x) 2� j1� 7�#! �
 ���� �> � ,<� 2��� ~ �� �� )�/ ,<J/ &��C! �|��% �� &�� 6� #�� % D �� �%���� � ��2��/ �#
+��/#�3
+��.!

φ −→ φ− Λ̇

�A −→ �A+ ∇Λ bIc

)���> 9#j�/� �% 2� j1� �S /#J�3 �
 ��6#p� ^3 )���#/<�-������# ����� �% +��.! &�� )�
�<J/ ���_! �% bGc � b@c �#
�1�#C� +,
�#
�1�#C� &�, / ��% J
 f�
 #� �> �y ��� �#
��, 6� <� )��> �#�� #
+��/#�3 ��% ��, �� d% g �� �� !<� �% 9#j�/� &��

-, / d% g &�� �� �� !<� �% �\ �> -�� ��/% 1 �/#J�3 #� ��, �b&��J!c -�� %#?6#� " �>#�

∇. �A+
∂φ

∂t
= � b�c

��%�\<� -�� �� bGc #! b�c �#
�1�#C� 6� ��/#J�3 &�� �� �8 ! #�

�φ = ρ b�*c
� �A = �j b��c

���> a��C! ��6 d% g �� �% +��/#�3%#: � �#��8%#: �> ��%<� �e/ �� <C�.D � �>� )-�� ���.�]�� #� ��.�]�� �U	JM � �\ %� �>

jμ = (ρ,�j)

Aμ = (φ, �A) b��c

(�/ ,<� �g=Q d% g &�� �� b��c � b�*c �#
�1�#C� #
a��C! &�� #�

�Aμ = jμ b��c

)���><� 0��, jμ ��#!%#: #� ����� )����
 %����%#: Aμ � jμ #�\ ����.� ��#� <�#L/ �e/ %#L;� 6� +.N #�� ��%�� ��% J
 +, �1�#C� &��
�� <��.� � " 5C� E�� )���><� #R�>� n�% �� �� #L�! #� �> �%�� � 8� ��#!%#: &�� �� � %����%#: d#.V� ���� <!�#R�� �#
2�%
%#� #� ��2%X � �>� )-j1 2#U��� 6� -�� +5��� � -�� -�#V �����1� =v Y� �2%X �� <���1� %#� �> -�� &�� 4�#�6\ � ���p!
)uμ = dXμ

ds � ,<� 2%X -M��%#: ^3 )-�� �#�6 2H�� s �> ��
�<� �#'/ Xμ(s) #� �% �\ �Q�#L8 � ����?<� �e/ %� �% e
�� �
 ���� �#�6 �> -�� <L��� ��.1� ���R�� �X ��% �x �> -�� �Rg a1#j� <�#U�
 �#�6 � #B� 6� <C�#! �� �M �� �#��8 � <1#U:

�#��8 � <1#U: ��#� �%�\%� " ��� �� �% ��#�! &�� �� �� ���� ���� ^3 X	 = x	 = t <�C� �-�� <�

ρ(xμ) = e δ�(�x− �X(t)) b�Fc
�j(xμ) = e

d �X

dt
δ�(�x− �X(t)) b�Kc



�*G N�?��O� �
�!�� ���:

��/� !<� 2%� J
 � : �> ��,#� ��,�� �8 ! )����U� "��U�/� x	 = X	 = t 6� �\ ��% � ���> 9�� δ(x	 −X	) %� �#�6�
 �%
���� /<� s�!�! &�� �� )���><� 2�#R��� ����%#3 &�� 6� 6#�/ �� ���� ����> 4�#��3 s �#�62H�� #� #� t #� �% �Q�#L8

ρ(xμ) = e

∫
dt δ(X	 − x	)δ�(�x− �X) = e

∫
ds
dt

ds
δ�(xμ −Xμ) b�@c

�j = e

∫
d �X

dt
δ(X	 − x	)δ�(�x− �X) = e

∫
ds

�dX

ds
δ�(xμ −Xμ) b�Gc

-, / ����#!%#: d% g �� �% #L/\ �� !<� �>

jμ = e

∫
ds
dXμ

ds
δ�(xμ −Xμ) = e

∫
ds uμ δ�(xμ −Xμ) b�Ic

� ,<� n��%����%#: +, %� bKc <U���#3 � /#N )-�� %����%#: �� uμ ��/#� jμ ^3 �����
 ��%�#/ δ� � ds � :

∂μj
μ = � b��c

%����%#: 6� �U�� d%#.M �� )-�� �Rg <
#U��� �
 %� -��% -J� &����#�� � -�� ��% J
 �|��% &�� ^3 �-�� %����%#: jμ � :
�;#/ 6� +5��� �> -�� �#��8 <U���#3 � /#N �U�� �#�� �� &�� �> �-�� �Rg 2%� J
 �#��8%#: <���?�� � ,<� �p��/ jμ �� �

(��\<�%� d% g &�� �� b�c ��/% 1 �/#J�3 % D&�J
 )-��

∂μA
μ = Aμ

, μ = � b�*c

�p��/ ���.�]�� �� � ��%�#/ ��/ � �b��c �S 1�#C� �� �8 ! #� #�� ��,#� %����%#: Aμ �> -�� �;#/ 6� +5��� <!% g %� ��, &��
�;#/ 6� +5��� ��/% 1 ��, � -�� ��% J
 ���|��% �
 b�*c �S|��% ^3 )-�� %����%#: jμ � : ��,#� %����%#: ��#� Aμ �> � ,<�

� ,<� ��, / d% g &�� �� � �>��
 ��/ �/#J�3 +��.! )-�� �.�C� #
9 :%#: �SJ
 %�

Aμ −→ Aμ − ημν∂νΛ = Aμ − ∂μΛ b��c

)��><� �#�� #
+��/#�3 s�$ �� �% " �>#� �#
�1�#C� ���% J
 +, b�� ��* ��� ���c �#
�1�#C� �SM Jp�
-���� �
 �% +��/#�3 #� �;#��� ����� #! ���> a��C! �% �#! ��C�%#: "�#C� ��#� �����> a��C! �% +��/#�3 %����%#: �> � �>�
<C�.D ��C� �� %� �#! </%#5!�#3 -�g#Q �� �8 ! #� )���> �#�� ����� s�$�� �% " �>#� �#
�1�#C� ���% J
 ����" ��� � ��%�\

(���� �� Aμ �#
T�'� 6� �%#5���#3 �� �.!% % �/#! �� d% g �� �% �\ �% �/#! ��JC! �> -��

Fμν = ∂μAν − ∂νAμ b��c

(���><� 9#�$ �% �\ ��R1 S� �� �/ J/ �� �M �� )���#/<� <��D#�_����1� ����� % �/#! �% % �/#! &��

F	� = ∂	A� − ∂�A	 =
∂φ

∂t
− ∂A�

∂x
= φ̇+A�,x = −E� b��c

F�� = ∂�A� − ∂�A� = −A�,x +A�,y = −B� b�Fc

� ,<� Fμν % �/#! s�!�! &�� ��
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Fμν =

⎛
⎜⎜⎝

� E� E� E�
−E� � −B� B�

−E� B� � −B�

−E� −B� B� �

⎞
⎟⎟⎠ b�Kc

(-, / ��%��#3 �#
�R1 S� s�$�� �� !<� �U�� �� �.!% % �/#! �
 ��/#J
 ��
 �% % �/#! &��

Fμν = ημρηνσFρσ b�@c

-���� #
����� "�� T�'� 6� " �>#� �#
�1�#C� �> ���> 2�#R��� <?H�� &�� 6� ����� s�$�� " �>#� �#
�1�#C� &�, / ����
��%�\<� -���� ��6 d% g �� �% �����% �/#! "�� T�'� ����� )��\<�

∂νF
μν = −�Aμ b�Gc

���� /<� b��c �� �8 ! #� �&����#��

Fμν
,ν = −jμ b�Ic

�> � ,<� 2��� #vJ�5��� Fμν �� � ��%��#3 �� �8 ! #� )���'/<� " �>#� &UJ
#/ �#
�1�#C� �#8 �� �1�#C� %#L: &��

Fμν
, μν = −jμ

, μ = � b��c

" �>#� &UJ
 �#
�1�#C� ��#� 6 �
 )��\<� -���� b�Ic ��1�#C� ���{3"��U�/� ��, �� �M �� �#��8 <U���#3 ��1�#C� &����#��
(b&��J!c��><� ��g ��6 d% g �� �#h!� �� %� Fμν,ρ �#
T�'� �-�� �%#5���#3 Fμν � : )���> �#�� ��% J
 d% g �� ��/ �%

Fμν, ρ + Fνρ, μ + Fρμ, ν = � b�*c

�% ∗Fμν % �/#! � ���><� 2�#R��� �%#5���#3 =v �#> %#L: �.!�� % �/#! 6� )-, / �
 ��!% 8 � 7J8 d% g�� �� !<� �% �|��% &��
���><� a��C! �/ ? &��

∗Fμν =
�

�
εμνρσFρσ b��c

�> -�� ���� )���#/<� Fμν �#?�� ����� % �/#! �% ∗Fμν

∗Fμν
, ν = � b��c

d]�#C� ���% J
 +, b��c � b��c �#
�1�#C� )b&��J!c-��2�, ��, / �#?�� ����� s�$�� �> -�� b�*c ��|��% �#J
 &��
y6] )-�� +��/#�3%#: s�$�� " �>#� �#
�1�#C� b��c ��1�#C�%#L: �U�� f�D 6� )-�� ����� �#
-�J> s�$�� " �>#�
#
�1�#C� � #
" Lp� ���C! �% � �� �
 %� ��/ � �/�6 %��
 b��c � b��c ��1�#C� -'
 #� �1�#C�%#L: &�� �> �� , &�J|� -��

)b&��J!c�/%#?6#�
-�J> �� -��? �p��/ �� !<� �% � ���� �	J8 6� )�%�� ���C�� �#
&�$ ����� �#
�1�#C� � #
-�J> ���% J
 +,

(-�� �#J
 2#U��� �
 %� #
�\ %��5� � �����
 ��%�#/ ��/�;#/ 6� +5��� ��6 ��2��/

I� =
�

�
FμνF

μν =
�

�
( �E� − �B�) b��c

I� =
�

�
∗ FμνF

μν = − �E. �B b�Fc



�*� �8A���� �1��% �'�:

<���1� #v��g ����� �� �� !<J/ ^3 )-�� %��N�� #
2#U��� ��J
 %� ��#��#/ &�� ��,#� | �E| > | �B| 2#U��� �� %� �?� �p��/ %�
��U�� 2#U��� �
 %� �,#� 6#� 2#U��� �� %� �E, �B �#�� �����6 �?� % D&�J
 )��> +��.! <��D#�_� #v ��g ����� �� �� �%

)-�� % D&�J

�jμ

,μ = � ��#��8 %#: <���?�� ��, �Rg 6� )��%�\ -���� �
 �% jμ �#��8 #� �.!�� +> %#� -�� 9 Q 4j� &�� y#J!� 6� +.N
"��U�/� �� ?<� `�#? ���BN ^3 )���><� 2�#R���

Q =
∫

σ

dσμj
μ b�Kc

)σ �|� ��� 6� +5��� -�� <��#V -�J> �> �
�<� �% %#� +> %��5� "��U�/� &�� )-�� σ �|���� 6� +5���

�2A���� '(��) %�5

-�C.! ���/% 1 �#
% �/#! +��.! �2�M#N �#J
 6� �\ +��.! ^3 )� ,<� 2��� Fμν y�� �.!% % �/#! #� <��D#�_����1� �����
(��><�

F ′ μν

= Lμ
ρL

ν
σF

ρσ b�@c

(����?<� �e/ %� x % h� -L8 %� �% ��Q #� -M�� +��.! �� �/ J/ ����

Lμ
ρ =

⎛
⎜⎜⎝

γ −γv � �

−γv γ � �

� � � �

� � � �

⎞
⎟⎟⎠ b�Gc

(�
�<� -���� ��6 d% g�� S′ �;#/ ���� �% ����� b�Kc ����� �� +��.! &�� "#JM�

F ′μν

=

⎛
⎜⎜⎝

� E� γ(E� − vB�) γ(E� + vB�)
−E� � −γ(B� − vE�) γ(B� + vE�)

−γ(E� − vB�) γ(B� − vE�) � −B�

−γ(E� + vB�) −γ(B� + vE�) B� �

⎞
⎟⎟⎠ b�Ic

�� �� !<� �% <.�/ -M�� �6� � � � JM �#
�R1 S � )�/� Q �� �% �E′, �B′ �#
�R1 S � 6� �� �
 �� !<� b�Kc #� ���#5� #� �>
(-, / ��6 d% g

E′
‖ = E‖,

�E′⊥ = γ( �E⊥ + �v × �B⊥). b��c
B′

‖ = B‖,

�B′⊥ = γ( �B⊥ − �v × �E⊥). bF*c
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(����U� �e/ %� �% <�1 > ����� �� "#Y� �� �M ��

�B = �

�E = e
�r

r�
bF�c

(�%�\ -���� ����<� �% ]#� <�1 > ����� #L�! �> ��;#/ �� -.�/ z�h�� ��;#/ ���� �% ����� �� !<� bF*c � b��c ���� % 6�

B′
x′ = Bx = �,

By′ = γ(By(xμ) + vEz(xμ)),

Bz′ = γ(Bz(xμ) − vEy(xμ)). bF�c
E′

x′ = Ex(x),

Ey′ = γEy(yμ),

Ez′ = γEz(xμ). bF�c

�> -�� x′μ ���8 ����� ���#�, �> ��> �8 ! ��#� �-��/ �Rg z�h�� 2#U��� %� <��D#�_� ����� �#�%#e�/� T.D �> &�� �� 2�=M
(� ,<� +��.! ��/ �\

x′
μ

= Lμ
νx

ν : x′ = γ(x− vt), y′ = y, z′ = z. bFFc

)b&��J!c ��/#'�� bF�c 6� ��#� ]#� ���� % y#J! -��% -J� %� ^3

A���� =���)�H��� 
����) 0�5

(-�� d% g &�� �� �\ +, &��!y#M )� ,<� ��Q#� ����� %�{p� 6� �> �� �.!% -�� �% �/#! �/#!�O�/� % �/#!

Tμν = αFμρF
ρ
ν + β ημνFρσF

ρσ bFKc

%���� Ti	 �S R1 S � �� � ��,#� �

�π
(E� + B�) <�C� ������ �O�/� <1#U: #� ����� % �/#! &�� y�Rg ��R1 S � �> -�� &�� #� %#e�/�

��%�\<� -���� � �/ ,<� &��C! β � α �#
-�#V s�!�! &�� �� )�
�� �% � �
�π

( �E × �B) <�C� �q����� 3

�πTμν = FμρF
ρ
ν − �

�
ημνFρσF

ρσ bF@c

b�Ic " �>#� �#
� /#N 6� 2�#R��� #� �� !<� �% � &�� %� )� , �p�� <U���#3 � /#N �� �� ��#� �/#!�O�/� % �/#! <���?�� ]v  JC�
(b&��J!c �%�\ -���� � 2��> 9#�$ �% �O�/� % �/#! <���?�� b�*c �

T μν
,ν = −Fμνjν bFGc

��� � �> -�� ^�D#�_����1� %� �� /% 1 ���� / %��� � �#J
 �\ <�#B� 4j� )�%�� <���% �� �� .C ! � 1�#C� &�� -��% -J�
� ,<� ��, / d% g &�� �� �> �#
-M��

�f = ρ �E +�j × �B bFIc



��� A���� ��!%(H
�� �����% �7�:

� ,<� ���/%#: &�� <��.�/ ��JC! ^3 )��><� �%�� ρ <���1� %#� <1#U: �� ����� �> -�� <����/ &��

fμ = Fμνjν bF�c

�$�� %� %#� �� ����� �> �%#> #� -�� ����� � ��/%#: &�� y�Rg ��R1 S� �> � ,<� 2��� ~ �� �� )���#/<� ��/% 1 ����/%#: �% �\ �>
���?"��U�/� �> -�� ��/% 1 ����/%#: <1#U: 7N�� %� fμ &����#�� � -�� <1#U: ^�8 6� jμ ��,#� ��,�� �8 ! )�
�<� y#p/� �#�6

(b&��J!c �/#! </#�6 T�'� #� -�� ����� � �
�<� �% ���/ �p$ ��% �� �\6�
∫
d�fμ =

d

dt
pμ bK*c

(��
� -.�/ �/#! �O�/� % �/#! �� ��/� !<� %��%#� 2%X �
 �� �U�� f�D 6�

tμν = m

∫
ds δ�(xρ − zρ(s))uμuν bK�c

&�� <���?�� )-�� �\ -M��%#: uμ � �s �#�62H�� ����%#3 #� %��%#� �2%X �Q�#L8 zρ(s) ��#�6#B� 6� -����|5/ xρ ��|��% &�� %�
(�
�<� % �/#!

tμν
, ν = m

∫
ds

∂

∂xν
δ�(x− z(s))uμuν

= −m
∫
dsuμ dz

ν

ds

∂

∂zν
δ�(x− z(s))

= −
∫
dspμ d

ds
δ�(x− z(s)) =

∫
ds ṗμδ�(x − z(s)) bK�c

�
�<� �p$ ��% �|��% &�� 6� "��U�/�
∫
d�x tμν

, μ =
∫
dsṗ

μ

δ(x	 − z	(s))

=
∫
dt
dpμ

dt
δ(t− z	(s)) =

dpμ

dt
bK�c

�
�<� �p��/ bF�c � bF@c �#
�|��% %� �p��/ &�� </#'/#8∫
(T μν + tμν),ν d

�x = � bKFc

(����?<� �p��/ �-�� 2� j1� �p$ �� ��% ���?"��U�/� � :

(T μν + tμν),ν = � bKKc

� -�� 2%X � ����� +> �O�/� % �/#! &�� y�Rg ��R1 S � )-�� �Rg 2%X � ����� �/#!�O�/� �#
% �/#! 0 Jp� <���?�� �&����#��
)�
�<� �% 2%X � ����� +> ��/#! <�#B� �#
�R1 S�
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<(�4) 3�5

%� q� %# � �# �6 & � J 
 %� )� � >< � % . M +x - L 8 %� v - M� � # � �� . � 6� b � J ' : %# � c q� %# � S %� t = � %� b�
)���> ���3 �% q� f�D 6� q� %#� �� �%�� ����/ )��><� ->�$ +x -L8 %� ux -M�� #� � 2�, 7N�� (x, y, t) = (�, y,�)

)���> ���3 �% ���/ <��D#�_� � <���1� �#
�R1 S�

� ,<� a�g ! ��6 �S|��% #� ��><� ->�$ +x -L8 %� �> <��D#�_����1� -j! [ � �� b�

E(x, t) ∝ sin[�π(
x

�
− vt)]

v -M�� #� +x -L8 %� �> S′ 9 :%#: %� �% [ � �#J
 a�g ! #! ��
� �V� ` ��� �S �#�, ��% �� �% ��/% 1 +��.! ba1�
�	3�� �S|��% 6� #SJ�5��� c ��%�\ -���� ���?<� 26��/� S %� ��;#/ �> �% [ � ^/#>�� #vg wQ )��%�\ -���� ��><� ->�$

)b ���/ 2�#R���
)��%�\ -���� �% b S′ �� ! 2�, ���?26��/� c λ [ � " D �λ	 = ����Å � v = �

�
c E�� #� b9

�S′ �2%X � � 9 :%#: �� +��.! &J� )��><� ->�$ u -Q� �� -M�� #� S 9 :%#: %� �> ����U� �e/ %� q %#� #� ��2%X b�
&�J
 �<��D#�_����1� ����� +��.! d]�#C� 6� 2�#R��� #� � �.�#h� S′ %� �% %#� 6� <,#/ <��D#�_� � <���1� �����

)���> 9#�$ S 9 :%#: %� �% #
�����

������ %� �> � �6\ %#� �� �eh1 &�J
 %� )��><� ->�$ x % h� ������ %� v -M�� #� t �Seh1 %� S 9 :%#: ��.� 6� q %#� bF
)��><� % .M v -M�� #� (�, y,�) �S|5/ 6� ��><� ->�$ y % h�

)��%�\ -���� �-�� &>#� q %#� �\ %� �> S′ 9 :%#: %� �% � �6\ %#� �� �%�� ����/ ba1�
)���� �� ��/ S 9 :%#: %� �% � �6\ %#� �� �%�� �#
���/ b9

)��%�\ -���� �% � �6\ %#� �� �%�� <��D#�_� ����/ Bz = γ(B′
z + βE′

y) +��.! � ��/% 1 ����/ 6� 2�#R��� #� b�

q1

q2

v

y

xv

(0,y,0)

9#j�/� �� )�%�\ -���� �% � �6\ %#� �� �� �%�� ����� �#
�R1 S� +��.! " �>#� d]�#C� <���% J
 E�� #� �� !<� �/ U: bK
)��%�\ -���� n�% &�� 6� �R1 S� �� ���� �% +��.! d]�#C� � Q

�� )�%�\ -���� �% <��D#�_� � <���1� �#
����� �#
�R1 S � +��.! �" �>#� d]�#C� <���% J
 E�� #� �� !<� �/ U: b@
)��%�\ -���� �R1 S� �� ���� �% +��.! d]�#C� � Q 9#j�/�
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#� -�� ����� " �>#� <���1� ����� �S 1�#C� bG

∂�

∂z�
E(z, t) − �

c�
∂�

∂t�
E(z, t) = �

)-�� % / -M�� c �\ %� �>
)-�]#� �S 1�#C� ���� 9� 8 �� f 6� <C�#! �
 ��6� �� E(z, t) = f(z ± ct) �> ��
� �#'/ ba1�

)��><� ->�$ �: #� -��% -J� �� �> -�� [ � �� �U/#�� 9� 8 ��: ��
� ��� ! b9
)-��/ ��%�#/ z′ = z − v, t′ = t +��.! -h! ]#� �S 1�#C� ��
� �#'/ b�

)-���%�#/ ��/% 1 +��.! -h! ]#� �S 1�#C� �> ��
� �#'/ bd
(<�#J�
�%

∂f

∂x

∣∣∣
t
=
∂f(x′, t′)
∂x′

∣∣∣
t′

∂x′(x, t)
∂x

∣∣∣
t
+
∂f(x′, t′)

∂t′

∣∣∣
x′

∂t′

∂x

∣∣∣
t

(��
� �#'/ )����U� �e/ %� v <.�/ -M�� #� <� :%#: %� �U�� %#� � � � 9 :%#: %� %#� ���% ��} �1 � �� bI

�B′.�v = �B.�v

−t �! 	8 �#�6 �� %� )�%�� %��N x = � %� %#� t = � �#�6 %� )��><� ->�$ β -�#V -M�� #� x % h� ������ %� q %#� �� b�
�> ���> ���3 �% D �% −t �#�6 )����U� �e/ %� �% (x, y) d#w�j� #� P 2� j1� �S|5/ )-�� ��,�� %��N x = −βct �S|5/ %� %#�

)t = � �#�6 6� �C� �U� ���� P �� 2%X 6� �/� �/ <M=D� ��
 �\ -,{? 6� �C�
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	 ���

(��)& *$
+

�#�6#B� ����� �> -�� <�#
+��.! �M Jp� 6� <� ����, #�,\ �\ #� #p��� #! �> ���Q <�C� ��\ 2S�#� d% g �� ��/% 1 +��.!
<, 3�': -M�� %���� 2� j1� -L8 ��/ � d#w�j� ��%�� 6� ���Q ��%�\ -�� �� %� �U�� f�D 6� )�%�{? <� ��%�#/ �% <�� ���
+��.! �
 a��C! ��#�� )�,#� �!y#M %#��� ��#� ��/% 1 +��.! <	> -1#$ ^3 )�, ��,�{? %#�> �
 d#w�j� �S�.� "#5�/� 2�=M �� )�,
6#p� �
 "#5�/� �?� <�C� ��,#� &UJ
#/ +��.! �?� )� ,<� 2���#/ ��/% 1 +��.! �%�{U� ��%�#/ �% <�� ��� ����� �> <|Q &UJ

)�,#� Lμ

ν ��/% 1 y#M +��.! ����? )���><� #R�>� ��/% 1 +��.! �� -1 L� -L8 �� �9#�> &�� %� #� )���#/<� 2%#/\ 3 �% +��.! ��,#�
(��><� +��.! S′ d#w�j� �� �% S 9 :%#: ����� % �
 d#w�j� +��.! &��

x′μ = Lμ
νx
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i = � + �cos(α) <�C�
�#
-M�� 7J8 �� �8 ! #� )��%�\ -���� S 2#U��� %� %���� �� <8%#Q 9�� s�$ �� �% ��%�� %���� �> -�� ��L� � �-,��

��%�� b�Ic

�v × �w =
�v × �u

(�+ �v.�u)γv
bFGc

)��/��� S �� -.�/ �% S′′, S′ �#
9 :%#: -M�� �#
%���� <8%#Q 9�� -�� <�#> ��%�� %���� &��C! ���� ^3
-M�� t �Seh1 %� �> �������? �e/ %� �% %���#�, </���1� �> -�� &�� +Y� 7N�� %� )�,#� �: > -�#L��� �u �> ���> E�� ]#$
d% g &�� %� )-�� �u = d�v ����� t �Seh1 %� </\ -j1 2#U��� �� -.�/ �\ -M�� t+ dt �Seh1 %� � �v -j1 �;#/ �� -.�/ �\

��%�\<� -���� ��%�� ^��!#� � #
-M�� 7J8 ����

wi =
�

γw
(
γv(�+ γw)
�+ γv

vi + dvi); γw = γv(�+ vkdvk) bFIc

Ri
j = δi

j +
γv

�+ γv
(dvjv

i − vjdv
i) bF�c

(�/� Q�� �% ��%�� %���� �� !<� �|��% &�� 6�

�α = − γv

�+ γv
�v × d�v

dt
= − γ�v

�+ γv
�v × �w bK*c

-�� ��_�� ����1� -M�� ���� �� �8 ! #� )-�� 2�, <, 3�': dv -M�� %�{p� 6� 2%� J
 #
�|��% &�� %� �> ���> �8 !
(���> 9#�$ �% ������6 -M�� %���� �|��% &�� 6� ��/� !<�

�ω = − γ�v
�+ γv

�v × d�v

dt
= − γ�v

�+ γv
�v × �a bK�c

-	M ����1� % h� ���5! 2S���3 &�� )-�� `#� ! ���5! %� ������6 -M�� %���� �ω )-�� S 2#U��� %� ����1� 9#�, �a �\ %� �>
)-�� ����1� ->�$ #� <��.�/#/ <� �/� > ��/#� �6#�J
#/

<(�4)

)�/ ,<� 9�� ��6 d% g �� (a, L) 2%#/� 3 2��? �#
�w�M �> ��
� �#'/ b�

(a′, L′)(a, L) = (a+ a′, LL′) bK�c
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���p! )�/�,<� �#�� v

c �#
�� ! s�$
�#
���p! %� )��*����#/<� y�� �S .!�� �#
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���p!
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-M#� � �%��/ 9��M� 6� <	h� #
-M#� ���> �#��J
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 ��#'�M�� 6� +5��� �z�h��

,+������ ,+��T �� $�\�

� ���U/#�J
 ��/#� <1 g� " .N #� �� )�G�@� -Q���3 y�� �S .!�� �L� �#
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�<1% �Z� �	 �# � �#
� ��p! �� ��p! �� &�� )�%�\ -��� � �% � � /% 1 + ��. ! y�� �S . !� � �S ��p! �� 6� �#�6 � #B� <�UJ

&�J
 �� )-Q���W/ %�� �#
-M#� ���> �#�6�
 <�%�� �� � �!���% #�� )�/� � ��K� " 	����Z6 �\ � ��F� ����/% !Z���>

)��� %#>�� "�� �S .!�� �#
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��� /<� �% ��6 ���� % �-�� v ����� Σ �� -.�/ 4�M�� �> �S 9 :%#: �� Σ 9 :%#:

T = a	t+ va�x

X = a�x+ va	t

Y = a�y

Z = a�z
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t = a(v)T + ε�.x+ ε�.y + ε�.z

x = b(v)(X − vT )

y = d(v)Y

z = d(v)Z b�c

)-�� v 7�#! � �%���� ����%#3 �� ε = (ε�, ε�, ε�) )-��2�, 9#j�/� x % h� d�6� � �� �Σ �� -.�/ S -M�� �v �\ %� �>
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(����?<� �v = (v,�,�) �6� �

�ε = (ε(v),�,�) b�c
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t = a	T + εx

x = b(X − vT )

y = dY

z = dZ b�c
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c(θ) =
ε.b(�− v�)cosθ − a[cos�θ + b�d�(�− v�)sin�θ]

cos�θ(ε�b− ε�b.v − a�

b + �εva) − sin�θ(d�ba�)
bGc
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a(v) = �+ αv� + ...

b(v) = �+ βv� + ...
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a � b � d � �
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-M#� )� ,<� 2�#R��� </#�6�
 n�% &�J
 6�#
-M#� </#L8 T�N� �.,
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 ���8 0� /�

��\<�

α = −�
�

± ��
−�

��.C! % / �S ��D �� -M�� %� ���U/#�J
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�
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�
 � θ �� �
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6� -�� d%#.M θ s�$ �� -�J> &�� n�%� �����U� -�#V �% v�?�
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�� ���0&	 ��:4	 -�� ��� � -�.���4.D vJ�� �.�+���� /�0�� T TeV -Z��� -���� �+���� �. -��� ���
�#����
�#
����	 �� �. �= WOjQ K -�	� ��X �4� . &����J���� -�.&�a�
� �.���4.D /�44= (=�3 -�P���� ���� �
�� �4�����
��� $� ��� O[R[ 
 ���� ?�G ��	 OojR ���4.D �. /�44=&	 ��K�� �I	D OOTmm ����1 ��  � qjo & �G�4b	
Y�� ̀H �� �̀�J��# ��G �� ���� �44=&	 (=�3 �.�+���� �= -��)d:	 �H�� /(J� ���� ��= �� �5���0 ��� �� �.���4.D
�= ���� xaJ ��N� �� ��4= � ��E	X (J� ��−�	 Torr �� ����� -��	�6�= [T �̀)d:	 ��� �H�� �� ��N� /�0�� ������
�� �.(��J -��� �.�+���� /(J� |,+	 ��	&���J �. �� ?�+K�	 ���6�	 R �
�3 �� ?��,	 ��N� ��� /W(J� Tfm Torr
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$� &+� /��0&	 2�A�� LHC �� &6^� "��	$D ��MU �� i��> ��� ���H�� i�	 ��� �� 
 ���0&	 ��0�� P�5� Y�� -Z���
�� (�E��	 �� 
 ��H�J ����� �� "��	$D ��� ����� $� &��."8� /(J� (CMS) ��L��	 P��N� ��L�4K�J"��	$D ��MU ���
�
�&	 ��)��� /(J� &66�K���� xaJ �� <M	 &�6� P̀Z
�# �� �� ����� &�6� (=��N	 ��K
� ��� /���P�0 |7� LHC

/�0�� P�	D (J��� _��= ��� ?
� ��U �� P���. �5���0 ��� &��E�E:� ����� ��K
�

(ILC) �II
!"O�7 �L0 '5��3� �%&0�7


� $� �+N�	 �5���0 ��� /(J� ���� �
���$�#��
��+K� P̀�4.� ���H�� �� 
 ���� ���� &3��G �̀63�	 �� ����� ���
���,� ���. �� �� �
��+K� ���	 �
�3 �� S �� 
 ����� ���� <. -
��
 � �J���J i��^ �� �= (J� &aH P̀�4.� _��0
gmm GeV �
�3 ���H�� -Z��� /��� �.��H ��	�6�= Rg �
�3 &aH P̀�4.� _��0 ?�G /�.�&	 ���H�� �
���$�#
�̀63�	 �� �� �.�&	 P$�1� (J� P�0 2�A�� �= -����# &3��G /(0�� �.��H ��1
 ���H�� Oommm ����C �. �� 
 (J�

/�J�� O TeV �� �D -Z��� 
 ��	�6�= gm �� �5���0 ?�G 2
�
�� �� ���� $��� PZ
�# ��� �(J� &4�54J ��� � �̀	���� �5���0 ��� (H�J 
 ��1��� ��	�� �&3��G �= &��A�D $�
/����&	 "�# �� �� ILC &3��G P̀Z
�# *�4M	 
 ���+���� fm $� "�� /&66�K���� -��+�. �� 
 &��M1 ���H�J
� � �0�� �� ���+ �� � � �	�0 ���N= [g �
�3 �� P�5N�� 	$D 
 P�5N��� Omm $� "� � $� �d � [mmm �
�3 ��4��.

/����� (=�0 �,� � � �5���0 ��� (H�J �� &J�40��= ����AN���
���+���� �	��c Kc ��}K �D P�4 ��� �= (J� &���J�� [mmf ?�J ��U “The God Particle” _��= t���� (E�E3
�J� #&	 "�J
� /� �$&	 �d6 � '�� �� � � �� "�J
� � � �� �J�� ��	�M � _��= �H�
� �� /(J� &��+ ��	D ��MN	

t&��A=�
����M� ���

t&4=&	 ��+U ���M��
t(J� P�0 ������ ����� �� ���� &aH ���� �5���0 &���&�� �5	�

t����� ��U ����
��.�	 ��= -
��� 
 ����,�J� �� &�����1 �� �&J��J -�����# 
 (�4	� �� (J� -��N= ����� �HD�

���0�� �)�4	 ;[m[g ?�J
���!����� 4�#! 6� <,#/ %�� �
 %� �O�/� f=!� ��%��<� 2#U/ <��#V %��5� %� �% d�%X �O�/� �> ��2���� 2S��
� 9#�, �� %�
�U�#�, �S 5	$ %� �F TeV �O�/� #� �#
� !��3 ���� )-�� �U�#�, 2S���� 0#C, R �\ %� �> ��\<� -���� Udrag = γ�

R �S |��% 6�
%� ��
� j� �?� #�� )-�� ��:#/ %#��� �F TeV #� ���#5� %� �> -�� @* eV ���$ %�� �
 %� �O�/� f=!� F�� km 0#C, �� LHC

9#�, �?� <�$ t�, �
� Q �* TeV ���$ %�� �
 %� 2�, a	! �O�/� ��,#� ��,�� � TeV �O�/� #� <�#
����1� �5	$ &�J

���� ^3 )� ,<� �� GeV �S e$=� +�#N %��5� %�� �
 %� �O�/� f=!� �,#� &��6 2S�> �|N #� ����� �\ �|N �> ��6#�� ��2��
�
%� ILC <		J1� &�� <|Q �U�#�, ~�D +�1� &�J
 �� )-��/ <|Q �U�#�, 6� 2�#R��� �8 ��2%#: TeV �O�/� #� ����1� �U�#�,

)-�� <�%�� -��
#� �� !<� ��U�� �%� � %� <1� �/%��/ �** GeV 6� �!]#� �#
�O�/� ���� </���: ���%#> ����1� ��2���� �U�#�, ���� � 8� #�
^M -.�/ γ #� �\ `�S% �S ���6 �> � '�� +��? <D��j� +Q�� %� ���!����� 4�#! )��> 2�#R��� #L/\ 6� <��.�/ �#
�V� �� �8 !
�U�#�, &�� 6� �� !<� &����#�� )� � �
� Q ��� <?%�� �S .!�� 6� γ %��5� ��,#� GeV ��: ����1� ��%#� �O�/� ���> E�� �?� )�%��
%� ����!����� �#
�U�#�, �� y � � �<�#
�J': &��: 6� )��> 2�#R��� �>�J�� �v���, X � !�3 4�#! 6� � N %#��� �SJ': �� �M ��
#
���!����� <J	M �#
���%#> �	J8 6� )� ,<� 2�#R��� <�C�g �#
���%#> � <J	M d#�R'> %� �%���� �� �M �� #�/� �����
�6�%#J�� +�� M %#�Q#� #� DNA �#
" 1 � %� 4L8 ������ <�%�� ���� ��� %� a	�j� �#
&��!��3 %#�Q#� &��C! 6� �� !<�
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+�	h! ���� X  !�3 ^/#�% 	� �#
n�% 6� �� !<� �/ J/ % D �� ��/ <�C�g �#
���%#> %� )��� y#/ a	�j� �#
`���� ��/#�
)��� y#/ � �	�� �R�� ~ |� ��% <?� 1\

%��1 �� �\ 2���>��1 ! ����� �> �%�\ -���� `��J
 4�#! <M / ����!����� 4�#! &�� 6� 2�#R��� #� �� !<� �U�� � � 6�
)����
 �#J1\ %� DESY � �% R���� %� SLAC �#
�U�#�, %� ��, ��Q#� "#$ %� <�#
%���� &��: )-�� f��C� ��6\ ����1�

wiggler � undulator ;���T ,��*5�� �)�� ������

��4U �= -����� /��= ��K�� *
��. "��� �� i��^ �� �� �
��
�+4�J"��� ����&	 &^�H v���0 (:�
���
D (J��� ��)4	 �� ��4= �� �= (J� -��6�J
 �M4� 
 ��0&	 P��	�� ��$D �
��+K� ���K YS ��,	 �4= �� ! &N���
��G �� X ���# *
��. "��� \�4	 ���4� �� ��$D �
��+K� -�.���K /(J� P�0 &3��G THz �	� � P̀�
�:	 �� "���
&3��G (J� �� X ���# ��K�� -��� ��$D �
��+K� ���K �̀���A	 
� ���3 ?�3 �� /(J�����! ���� �1�� ���	 �
��� $
 �
-�5�� 
 ���� ���� ����	�. �M0 &+���� �� 
 ���KD �� ��	�6�= RR ?�G �� �= DESY �5���0�̀���A	 �� &+� /(J�
"��� �� �44=&	 P��d�J� ��− ��Gev -Z��� �� �
��+K� �̀+���� �� $� <� �J 
� ��� /���d4�J� &aH �5���0 ��
2�� �� &�� � ���!&	 _��0 �D �� &��� � -�.�
��+K� �+���� �� �= �.�5���0 �� YS ��,	 /�44= ��K�� �5�. X -���#
�+0 X�4= ��A�� X -�.���# �̀�3�� �� *
��. "��� �� �� �4=&	 P��d�J� �
��+K� �̀+���� $� �= ���� ��1
 undulator

/����!&	 ���� &aH ���H�J �� �� <. �J (N# �= (J� &�a� 
� -�.���4.D ����A	�� �	�0 ����� ��� /W��$
S 
 N _
�4�	 -�.|a� $� -�����A	 �� �	 �A��� �� �(J� &6�� -���4.D (M1 %+� ���4.D �. -�.|a� (M1
-�]� $� ���� 2�54. ��4=&	 (=�3 ��� (��J �� ����� -�.(��J �� �= ��
��+K��̀+���� /<���� ����H� �� �4� .

�.�
��+K� �A����� /���!&	 ���� (��C i�0 �� W�6^�� �� (� �X _
�4�	 & �G�4b	 ����	 �� ��C�� (:� ��.|a� ���
(=�3 �
��+K� &aH (��J ���. �� �= &��U��U ��� $� �=X �44=&	 ��J�� undulator �� ��#��	 �� 	 �� ���	� ��
(8J X ���# P̀�
�:	 �� "��� ��� /�44=&	 �� ! "��� 
 �W(J� P�4�J�� ���D �� �� �.�
��+K� ��J�� ���0 �4=&	
����� ��� � �D P̀�
�:	 �= ���� ���� W���� &��0�I�. -Z��� <= -�	�! -�.���# �� �= X ���# -Y�� �	� � �̀�3�� &4,�X

 ��0&	 h��H ����P�0 ���,� ��)4	 ���. �� �= &��.��$
 � l��G $� %IJ "��� ��� /(J� ���$ ��� � �D i�0 

�= &�M	 ��	���# /����!&	 ���� P��	 &6H�� ���H�J ���,� �6�1 $� &N.
e# B6�8	 -�.&J��� -��� P��d�J� ���	

;��0&	 P��	�� K (J� undulator &1
�H (�,�
 P̀�44= ���,�

K =
eBλu

�πmc
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/(J� P�> ��+J 2�1 m 
 �P�> ��� e �& �G�4b	 ����	 i�0 B ��.|a� &�
�4� ���H�J h�	 ?�G λu �D �� �=
-Z��� -�.���� �� �A4	 �= ��� �.��H &6H��� -�.�5K� -���� "��� 
 (J� �U�= �
��+K� &�=�3 �̀4	�� K 
 � �!�
�� �
��+K� ��J�� _
�4� P̀�
� �. �� ~���	 -�."��� 
 (J� ������ ��J�� �̀4	�� K � � �!� /��0&	 �D �� �����
undulator ����� ��� �5�� &�K�3 ��4U �� /�44=&	 ��A�� ���$ -�4M# �� -Z��� B�G �� 
 ���0&	 \�1 �E� 	 ��G

/W Y�� �+0X �4	��&	 wiggler �� �D 
 ��0&�� ��d!

�+� �� ��^$�= ���� .'.'a

#�� )��> ->�$ % / -M�� 6� 4�� -M�� #� �/� !<J/ <J�8 ��
 �> �
�<� �#'/ ���2�%�\ -���� -�.�/ 6� � �> #! �> ��� w!
�e/ %� �% ��6 -�C�� �� �/%��/ � 8� �#�� % / -M�� 6� 4�� �#
-M�� � ��R? � Q <	g� �S 1#5� %� &��'��� �> % D �\ #vCN�� #�\

)����U�
%� -Q� �� % D �� A′B′ �Q �> <1#$ %� -�� -�#V AB �Q )� ,<� a��C! A′B′ � AB 7D#5�� -��% �Q �� #� P �ShRg
φ ����6 4Q�: &�� �V� %� )bK)G +,c -�� a #� ����� AB 6� O′�S 	g#� �> �Q�:<� O′ �S|5/ " $ ω ������6 -M�� #� P �ShRg
%� � φ(�) = π

�
<�C� ��,#� � JM �U��J
 �� #
�Q �> �,#� </#�6 ->�$ 0��, �Seh1 ���> E�� )��><� ���_! �#�6 #� �Q �� &��

�#�6 -,{? #� )ωt < π
�

�p��/ %� � ��><� ���_! � < φ < π
�

2S���h� %� φ �S ���6 )φ(t) = π
�
− ωt -,�� ��
� Q t �Seh1 %� �p��/

a

 = t 

(K)G +,

"#$ %� �> </#�6 <m�N �S _�! %� <N=! �S|5/ ->�$ ��/#� -�%�c ��><� ->�$ AB ������ %� -�� � |Q <N=! +h� �> M �S|5/
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)b����
 �\ #� %#>
� x = a tanωt ^3 )���#/<� x �% OM �S 	g#� �M ->�$ -M�� &��#� ���� "#$

v =
dx

dt
=

aω

cos�ωt
b�Gc

6� ��'�� �\ -M�� t = π
�ω

� tc �#
�#�6 &�� � � ,<� c ���eh1 -M�� ��%�� M �S|5/ �tc = �

ωarccos
√

aω
c xj'� �Seh1 %�

)��3<� x = −∞ �� x = +∞ 6� M �S|5/ t = π
�ω

%� � � ,<� -�#L/<� -M�� t→ π
�ω

%� )-�� % /
�� �h� �> -�� <�#�% #v��g �S|5/ �� M �S|5/ ���6 -��/ �N#�! %� P#Q -�.�/ #� M �S|5/ % / � � ->�$ "#Y� &�� %�
�S .1 2S�/6#� ��#� d�%X 6� �� ��
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)��><J/ ->�$ M 2��J
 �� <m�N
)���> �e$=� �% #L/\ 6� ����C! ��/� !<� 78��� 4j� �#L�#�> �� �C8��� #� �> ��> ���3 ��#�6 �#
"#Y� �� !<� �% � &�� ��.,
� 8� % / -M�� 6� 4�� -M�� #� <�>�$ ��
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)�����<� �C� 4j� ��6 %� �% "� � &�� �� u�#3 ��%��/
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�K� �� �+� d+: ��
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$� <�)� -�.����1 ��H $� &������ -�.��N+M= &],� /�4� . ��� (��J $� "�� �� h��	� (=�3 �� -�.�0 ��J�&	
��X B�G &������ �̀�3�� �� -�� & �G�4b	
��+K� "��� -���� �.(1 ��� /�44=&	 �� ! (1 �+0 �� -Z��� �# i��>
��
�7� ��� /��D&	 (J��� �M�D $� &E��� ��
�7� &������ -�.�^� �� �A��� �� 
 �4� . W O�Om GHz �
�3 �	� �

/���0&	 P��� ! ��N+M= ���G� -�]� �� ��	$ (0p! �� i��> -�.(1 �= �4.�&	 ��N�

�)� �� /��
D(J� �� ����&	 �� P�0 ��1 -�."8� ��� (��J ��]� �� �.����� (=�3 
 ��	$ (0p! �� �1�� ��
;(J� P�N� �1�� ��+� �� �� ��J�:	 ��� �� �	� /(J� ��� z�� (��J �� �M����� ��� $� &],� (=�3 �= �J�&	
�A��� �� 
 ( �� ���� ��� vH ����	� �� (J� �]� �� P�0 P��� ! -�.����� 
 ��N+M= �=�	 �	�0 �= -��:d^
��� (��J �� ����� &6�H &,��
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 ���E	

/�4� . �D $� ���= &K

��4��� �� ��$ _��= ��N�� �̀,K�a	 -���

F.Combes, P.Boisse, A.Mazure, A.Blanchard, “Galaxies and Cosmology”, 1995, Springer-verlag
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