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درآمد 0.5
چشمه شناخت با خطی�اند. که می�کنند تعیین ماکسول معادلات را میدان و چشمه میان ارتباط الکترودینامیک در
عام نسبیت در روش این مشابه آورد. دست به را مفروض چشمه با متناظر میدان و کرد حل را معادلات این می�توان
کمکچندانی انرژي-تکانه تانسور شناخت و ناخطی�اند عام نسبیت گرانشدر بر معادلاتحاکم چون نیست؛ مقدور
مؤلفه�هاي تعداد کاهش براي تقارن از استفاده معادلات این حل مرسوم راه�هاي از یکی نمی�کند. معادلات حل به
آمد، دست به عام نسبیت براي که جواب�هایی اولین از یکی است. معادلات کردن ساده نتیجه در و متریک مجهول
کروي. تقارن با خلأ معادلات حل یعنی ندارد؛ حضور انرژي تانسور که است هنگامی براي کروي تقارن با جواب
باشد نداشته وجود ماده ستاره خارج اگر است. کروي یکستاره از خارج گرانشدر میدان فرضشناخت این انگیزه
کروي تقارن از می�توان کرد. حل را معادلاتخلأ باید اینصورت در داریم، خلأ ستاره از خارج فرضکنیم بتوانیم و
بشویم دور ستاره از کافی حدّ به اگر به�علاوه باشد. داشته کروي تقارن باید هم آن خارج میدان که کرد استنباط ستاره
مینکوفسکی فضاي متریک برابر بینهایت در متریکجواب داریم انتظار یعنی برود. باید صفر سمت به میدان شدّت
گرانش میدان آوردن دست به براي اساسی شرط دو بینهایت، در بودن تخت و کروي تقارن شرط، دو این بشود.

است. کروي تقارن با جرم یکتوزیع اطراف

کروي تقارن 1.5
بردارهاي یعنی ایزومتري�ها زبان به باشیم. داشته را دوبعدي) کره(ي تقارن�هاي همان که است این شهودي تعریف

زیر: شرح به کیلینگکره، بردار سه جبر همان با کیلینگ

[ξ1, ξ2] = ξ3 [ξ2, ξ3] = ξ1 [ξ3, ξ1] = ξ2

[ξi, ξj] = ϵijkξk

فروبینیوسمی�گوید: قضیه .SO(3)یعنی هستند، بعد سه در دوران رابطه�هايگروه همان رابطه�هايجابه�جایی این
میدان�هاي این انتگرالی خم آنگاه باشد، بسته آنها جابه�جاگر یا باشند، جابه�جاپذیر برداري میدان�هاي که صورتی در

تعریفشده�اند. آن روي بردارها این که می�کند تعریف زیرخمینه�اي برداري،
براي یکلایه�بندي معنی به حرکت این حرکتکردم، از صحبت صحبتکردم، ایزومتري از که هنگامی کنید توجه
هم�مرکزي کره�هاي همان لایه�بندي این کروي، تقارن هنگام به کیلینگ. بردارهاي تقارن گروه با متناظر است خمینه
لایه�هاي که کروي، تقارن با متناظر زیرخمینه�هاي یا کره�ها، این می�شود. مختصاتتلقی مرکز که دلخواه مرکز استاز

شود. انتخاب متریک براي تقارن با متناظر مختصات می�دهند اجازه می�شوند، تلقی ما زمان فضا
می�شود. تعریف کروي مختصات است، تقارن این با متناظر لایه�بندي که زیرخمینه�هایی از استفاده با تعریف، این با
تانسور یعنی باشد، نداشته وجود آن در ماده اینکه شرط به تقارن، این با متناظر نسبیتعام معادلات جواب دید خواهیم
بدون نتوانسته�ایم کنون تا استکه جالب باشد. داشته باید هم دیگري تقارن یعنی است؛ ایستا باشد، صفر انرژي-تکانه
نیز ∂

∂t
بردار آنگاه فرضشود، زمان فضا براي بالا شرح به کیلینگ بردار سه اگر که کنیم اثبات مختصات از استفاده

باشد. داشته وجود دیگري گرانشی نظریه هر در نیست معلوم ویژگی این باشد! باید کیلینگ بردار یک
میدان یا فضا، هندسه می�خواهیم که است این علت است. معقول فرضی مورد این در زمان فضا در ماده نبود فرض
به که جوابی بنابراین آوریم. دست به کروي تقارن با کهکشان، یا ستاره مادي، ساختار یک از بیرون در را گرانشی
مستقل نتیجه این که است جالب نیست! ماده�اي آنجا در فرضکرده�ایم که است ساختار بیرون براي می�آوریم دست
نکته به منقبضمی�شود. یا منبسط اینکه یا است ایستا کیهانی، جسم یا ستاره یعنی گرانشی، میدان چشمه استکه این از
تانسور که می�گیریم نتیجه می�کنیم فرض کروي متقارن را کیهانی ساختار وقتی کنید؛ توجه است خوب هم دیگري
از نیز و کیلینگمتناظر بردارهاي از که هنگامی ما ولی انیشتین. تانسور پسهمین�طور باشد، کروي متقارن باید انرژي
Gµυتقارن کروي تقارن از اینکه گرفته�ایم. کروي متقارن را gµυ متریک می�کنیم، صحبت زمان فضا کروي تقارن
محاسباتی بدیل که دلیل این به نیز و سادگی دلیل به را فرض این ما اما نیست، بدیهی اصلاً آید دست به gµυ کروي

می�پذیریم. نداریم دیگري
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کروي تقارن با متریک 2.5
یعنی ندارد، وجود ماده که است فضایی گرانش میدان منظور می�گیریم. نظر در کروي تقارن با را گرانش میدان

می�شود: میدان معادله پس .Tµυ = 0

Gµυ = 0 یا Rµυ = 0 (1)
می�نویسیم: زیر صورت به کلی حالت در متریکرا است. مناسب مختصات تعیین قدم اولین

ds2 = gµυ(x
ρ)dxµdxυ = g00dt

2 + g0idx
idt+ gijdx

idxj i, j = 1, 2, 3 (2)
است، منطبق تقارنی لایه�هاي بر فضایی مختصات اینکه فرض با باشد. ناوردا فضایی دوران متریکتحت می�خواهیم

نوشت: زیر صورت به بتوان باید متریکرا که دید می�توان سهولت به
g00 = −f(r, t)

g0i = +g(r, t)
xi

r

gij = +h(r, t)δij + J(r, t)
xixj

r
(3)

آن در که
r2 = δijx

ixj = xixj

می�شود. متریک(2) پس
ds2 = −fdt2 + 2gdrdt+ [h+ J ]dr2 + r2hdΩ2 (4)

رفته�است: کار به فضایی بخش در کروي مختصات اکنون که
dΩ2 := dϑ2 + sin2ϑdϕ

تبدیل که می�کنیم توجه حالا یافته�است. کاهش J و h ،g ،f تابع چهار به gµυ میدان مؤلفه ده ترتیب این به

r = u(ŕ, t́)

t = v(ŕ, t́) (5)
فضایی مختصه تبدیل این از استفاده با می�کند. حفظ را کروي تقارن تبدیل این زیرا عوضنمی�کند، متریکرا شکل

که می�کنیم تعریف طوري را جدید
ŕ2 = r2h (6)

متریکمی�شود زاویه�اي قسمت پس
dσ2 = ŕ2dΩ2

ابهامی چون می�نامند. هندسی» «شعاع را مختصه این 4πŕ2؛ با است برابر کره سطح یعنی تختاست. فضاي همانند که
می�نویسیم صورت این به را ومتریک(4) می�نامیم r مجدداً را ŕ مختصه نمی�شود، ایجاد

ds2 = −f(r, t)dt2 + 2g(r, t)dtdr + [h+ J ]dr2 + r2dΩ2 (7)
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می�بریم: میان از را ضربدري جمله زمان تبدیل با حال

t = v(r, t́)

dt =
∂v

∂r
dr +

∂v

∂t́
dt́ (8)

متریکمی�شود زمانی پسبخش

ds2|
v=ϕ=ثابت = −f(

∂v

∂t́
)2dt́2 − 2∂v

∂t́

(
f
∂v

∂r
− g

)
drdt́(9)

انتخاب با

f
∂v

∂r
= g (10)

یا

v(r, t́) =

∫
g

f
dr + v(t́) (11)

پس می�دهیم. نمایش t با سهولت براي مجدداً را ،t́ زمان، جدید مختصه نیز اینجا می�شود. صفر ضربدري جمله
نوشت زیر نمایی صورت به متریکرا می�توان

ds2 = −e2µ(r,t)dt2 + e2υ(r,t)dr2 + r2dΩ2 (12)
دینامیکی معادلات از باید آنها تعیین براي که می�مانند مجهول صورت به υ(r, t) و µ(r, t) تابع دو تنها اکنون که
دیگري منفی یکی و باشند زمان از مستقل باید تابع دو هر این که می�شود دیده سهولت به کرد. استفاده عام نسبیت

می�شود: نهایی نتیجه که طوري به است،

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2dΩ2 (13)

می�نامند: شوارتس�شیلد شعاع را آن که طول فیزیکی بعد با است ثابت Mیک آن در که

Q =
2MG

c2
(14)

می�کنیم: ذکر متریکرا این مهم ویژگی چند
نه! یا باشد ایستاده مرکزي جرم اینکه از مستقل است. ایستا متریک الف)

از مستقل کهکشان)، یا (ستاره کروي ساختار جرم مثلاً است. وابسته مرکزي جرم و M ثابت به فقط متریک ب)
در باشد، داشته نوسان جرم اگر حتی است؛ مرکزي جرم انرژي-تکانه�ي تانسور ساختار از مستقل و آن درونی ساختار

ندارد! تأثیري جسم متریکخارج
ضعیف میدان که مرکز از زیاد فاصله در اما نیست، بدیهی گزاره این اثبات است. مرکزي شئ جرم Mبرابر ثابت ج)

است. درست گزاره این که داد نشان اول فصل استلال است،
است. مینکوفسکی بینهایت در یعنی می�شود، تبدیل متریکمینکوفسکی به بینهایت متریکدر د)

دید خواهیم .Q = r یا 2M = r نقطه در تکینگی اول کرد. درکش باید که دارد تکینگی دو متریک هـ)این
رفع مناسب مختصات انتخاب با و است مختصات نامناسب انتخاب علت به اینکه یعنی است، مختصاتی تکینگی این
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را آن باید و دارد وجود مختصات از مستقل یعنی است، فیزیکی تکینگی که ،r = 0 نقطه در تکینگی دوم می�شود.
دركکرد.

داریم مرکز از دور فواصل در ضعیف، میدان حد در و)
g00 = 1+ 2ϕ
g11 = 1− 2ϕ

کوچکاست. بسیار 1 به نسبت که است نیوتونی گرانش پتانسیل با متناسب ϕ = GM
rc2 آن در که

دیگر مختصات در متریکشوارتس�شیلد 3.5
در تکینگی شناخت براي این بر متریککمکمی�کند.علاوه هر فیزیکی نتایج درك به دیگر مختصات بردن کار به

می�کنیم. اکتفا نمونه چند به اینجا در است. مناسبی راه هم شوارتس�شیلد مختصات

همسانگرد مختصات 1.3.5
جهت سه دیگر عبارتی به باشد؛ یکدست فضایی بخش براي متریک ضریب که کنیم انتخاب مختصاتی می�خواهیم

باشد. همسانگرد فضا مختصاتی

r =

(
1+ M

2r̄

)2
r̄ (15)

ds2 =

(
1− M

2r̄
1+ M

2r̄

)2

dt2 −
(
1+ M

2r̄

)4
(dr̄2 + r̄2dΩ2) (16)

متریک ضریب اینجا در همسانگرد. مختصات در r̄ = M
2 یا قبلی مختصات در r = 2M یعنی شوارتس�شیلد، شعاع

نیست! تکین دیگر (dr2)
است! همدیستخت ثابت) =tمقطع�هاي) آن بخشفضایی که دارد را خاصیت این شوارتس�شیلد متریکهمسانگرد

ادینگتون-فینکلشتاین مختصات 2.3.5
اصلی ایده کردند. فرمول�بندي 1958/1637 سال در فینکلشتاین و 1924/1303 سال در ادینگتون را مختصات این
فوتون�هایی همراه مختصات دستگاه به گویی دیگر عبارتی به است؛ نورگونه ژئودزیک�هاي از استفاده مختصات، این
سقوط حال در ناظرهاي یا جرم�دار، ذرات به می�توان را ایده همین مرکز. از دور به یا مرکزاند سوي به که می�رویم

داد. گسترش آزاد
پس شوارتس�شیلد. زمان فضا در شعاعی نورگونه�ي ژئودزیک�هاي مطالعه به می�پردازیم ابتدا نتیجه، به رسیدن براي

باشیم داشته باید تعریف به بنا
ds2 = 0 و ϑ = ϕ = ثابت (17)

می�آید دست به متریکشوارتس�شیلد از بنابراین

dt = ± dr

1− 2m
r

(18)

می�دهد معادله این از انتگرال�گیري

t = ±
[
r + 2m log

∣∣∣ r

2m − 1
∣∣∣]+ ( u

v

)
(19)
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سیگنال�هاي به می�شود منجر مثبت علامت −است. علامت�هاي+و با متناظر انتگرال�گیري ثابت دو u و v آن در که
می�شود. درون-رو سیگنال�هاي به منجر منفی علامت و برون-رو

جدید مختصه تعریف با

r∗ = r + 2m log
∣∣∣ r

2m − 1
∣∣∣ (20)

می�آوریم دست به

t = ±r∗ +

(
u
v

)
(21)

ژئودزیک�هاي براي مثال به�طور می�شوند! مستقیم خط�هاي نوري ژئودزیک�هاي جدید r∗ مختصه این با ترتیب این به
داریم درون-رو

t = −r∗ + v (22)
نقطه در معادله این کنیم توجه می�کند. متمایز هم از را درون-رو نورگونه��ي ژئودزیک�هاي v انتگرال�گیري ثابت
نتیجه، این می�شود. بیان معادله همین با افق داخل و بیرون در درون-رو نور مسیر بنابراین ندارد؛ تکینگی r = 2m

کنیم: تعریف جدید مختصه را v که می�دهد نشان راه

dt = dv − α−1dr و α =
r − 2m

r
(23)

می�آوریم دست متریکبه براي مختصات تبدیل این با

ds2 = αdv2 − 2dvdr − r2dΩ2 (24)
وجود علت به اما، می�شود. تبدیل فضاگونه به زمان�گونه خم یعنی می�شود؛ صفر r = 2m ازاي به α که کنیم توجه
می�شود دیده به�وضوح نیست. متریک در تکینگی معنی به r = 2m نقطه در α شدن صفر ،dvdr ضربدري جمله

ثابت! = v می�شود شعاعی ژئودزیکنورگونه معادله که
مختصات تبدیل با چون به�علاوه، دارد. تکینگی که ،r = 0 نقطه در جز می�کند، معادلاتانیشتینصدق در متریکبالا
صدق انیشتین معادلات در r = 2m و r = 0 جز به نقاط تمام پسدر است، آمده دست به متریکشوارتس�شیلد از
انیشتین معادلات جهت این از ندارند، ناپیوستگی هیچ آن مشتقات و متریک ضرایب r = 2m نقطه در اما می�کند.
در نتیجه متریکِ اما نیست، صادق r = 2m نقطه در مختصات تبدیل پساگرچه است. صادق نیز r = 2m نقطه در

می�کند. صدق انیشتین معادلات در نقاط تمام
r = 2m نقطه در v = ثابت ازاي به نوري سیگنال�هاي که می�بینیم ژئودزیک�ها. این بهتر شناخت به می�پردازیم حال
حفظ افق طرف دو در v = ثابت با خطوط پیوستگی و می�گذرند نقطه این از مسئله�اي بی�هیچ و نیستند غیرعادي

می�شود.
زیرا افزاینده؛ t و است کاهنده r ،r > 2m یعنی افق، خارج در درون-رو سیگنال�هاي این براي

dt

dr
= −

(
1+ 2m

r − 2m

)
< 0 ازاي به r > 2m (25)

داریم r < 2m ازاي به اما

dt

dr
> 0 (26)
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است. زمان�گونه مختصه�اي r افق داخل که باشیم داشته توجه اما کاهنده! t هم و است کاهنده r هم افق، داخل یعنی

کنیم. انتخاب جدید مختصه�اي انتخاب براي را برون-رو شعاعی نورگونه�ي ژئودزیک�هاي می�توانیم قیاس همین به
داریم برون-رو ژئودزیک�هاي این براي

dt

dr
= +

(
1+ 2m

r − 2m

)
(27)

آنجا از و

t = r + 2m log
∣∣∣ r

2m − 1
∣∣∣+ u = r∗ + u (28)

می�شود متناظر متریک مشخصمی�شوند. u پارامتر با ژئودزیک�ها این
ds2 = αdu2 + 2dudr − r2(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2) (29)

است. افزاینده r داخلی» «زمان پسحالا r؛ = ∞ به r = 0 از هستند نوري سیگنال�هاي نماینده u = ثابت خطوط
به جدید مختصه در یعنی برد. کار به را برون-رو و درون-رو ادینگتون-فینکلشتاین مختصات هم زمان هم� می�توان

می�کنیم تعریف r و t جاي

u = t− r∗ (30)

v = t+ r∗ (31)
می�شود نوشته صورت این به متریکشوارتس�شیلد مختصات، تبدیل این با

ds2 =
(
1− 2m

r

)
dvdu+ r2dΩ2

=
2me

−r
2m

r
e

v−u
4m dvdu+ r2dΩ2 (32)

کنیم انتخاب دیگري مختصات است بهتر می�گوید ما به نتیجه این

U = −e
−u
4m (33)

V = e
v
4m (34)

بشود سرانجام متریکشوارتس�شیلد تا

ds2 = −32me
−r
2m

r
dUdV + r2dΩ2 (35)

است. شده حفظ همچنان r = 0 تکینگی که صورتی در ندارد، تکینگی هیچ r = 2m متریکدر این که می�بینیم
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گولستراند پینلِو- مختصات 3.3.5
کیهان�شناختی جمله با متریکشوارتس�شیلد 4.5

گرفتیم. صفر برابر انیشتین معادلات در را Λ کیهان�شناختی جمله ،(13) شوارتس�شیلد متریک آوردن دست به در
معادلات انرژي، تانسور بودن صفر و کروي تقارن فرض همان با صورت، این در .Λ ̸= 0 می�کنیم فرض اکنون

می�شود انیشتین
Gµυ = Λgµυ (36)

یا و
Rµυ = Λgµυ (37)

می�شود(تمرین): نتیجه بنشانیم، معادلات این در را (13) متریکشوارتس�شیلد همان اگر اکنون

eµ = 1− 2M
r

− 1
3Λr

2 (38)

می�آوریم دست متریکبه براي و

ds2 =

(
1− 2M

r
− 1

3Λr
2
)
dt2 −

(
1− 2M

r
− 1

3Λr
2
)−1

dr2 − r2dΩ2 (39)

می�آید دست به پتانسیل براي نیوتونی تقریب در

ϕ = −M

r
− 1

6Λr
2 (40)

متریک Λ = 0 ازاي به که است بدیهی . 13Λr اندازه به دافعه نیروي یک با است متناظر Λ با متناسب جمله
به می�شود Mمنجر → 0 حد می�آید. دست به شوارتس�شیلد

ds2 =
(
1− 1

3Λr
2
)
dt2 −

( 1
1− 1

3Λr
2

)
dr2 − r2dΩ2 (41)

وجود شوارتس�شیلد تکینگی به شبیه تکینگی یک Λ > 0 براي کرد. کشف 1917/1896 سال در را آن دوسیته که
دارد:

r =

√
3
Λ

(42)

منظم نقطه همین حول و دارد کروي تقارن نقطه یک حول است، ایستا متریک این است. مختصاتی هم تکینگی این
گیریم .−1

3 Λ انحناي با است یکشبه�کره متریکِ این که داد نشان می�توان سهولت به است.

3
Λ

= a2 > 0 (a > 0) (43)

می�گیریم نظر در را زیر 5-بعدي مینکوفسکی فضاي

ds2 = dT 2 − (dX2 + dY 2 + dW 2 + dZ2) (44)
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سطح فوق
X2 + Y 2 + Z2 +W 2 − T 2 = a2 (45)

است. (41) دوسیته متریک همان سطح فوق این روي شده القا متریک .K = −1
a2 ثابت انحناي با است فضایی که

بنشانیم: معادلات در را زیر تبدیل است کافی
X = r sinϑ cosϕ

Y = r sinϑ sinϕ

Z = r cosϑ (46)

{
W = a

(1− r2
a2
) 1

2 cosh t
a

T = a
(1− r2

a2
) 1

2 sinh t
a

r < a (47)

یا }و
W = a

(
r2
a2 − 1) 1

2 sinh t
a

T = a
(
r2
a2 − 1) 1

2 cosh t
a

r > a (48)

براي است. شده نگاشته S−
4 شبه�کره از نیمی روي دوسیته متریک یعنی .W + T ≥ 0 همواره نگاشت این در

می�شود. انجام بالا جذرهاي انتخابعلامت−در طریق از که متریکبرداشت؛ از دیگر یککپی باید نگاشتکامل
است. شده بحث و آمده نوشتارها در گوناگون شکل�هاي به متریکدوسیته

کنیم: تعریف زیر صورت به را (t, χ, ϑ, ϕ)مختصات (45) شبه�کره روي اگر

T =

√
3
Λ
sinh

[√
Λ

3 · t

]
+

1
2

√
Λ

3 e
√

Λ
3 ·ta20x

2 (49)

W =

√
3
Λ
cosh

[√
Λ

3 · t

]
− 1

2

√
Λ

3 e
√

Λ
3 ·ta20x

2 (50)

x = a0e
√

Λ
3 ·tχ sinϑ cosϕ (51)

Y = a0e
√

Λ
3 ·tχ sinϑ sinϕ (52)

Z = a0e
√

Λ
3 ·tχ cosϑ (53)

می�شود نوشته زیر صورت به متریکدوسیته که (تمرین) داد نشان می�توان
ds2 = dt2 − a20e

2
√

Λ
3 ·t [dχ2 + χ2(dϑ2 + sinϑ2dϕ2)] (54)

می�شود. منبسط نمایی طور به که است ماده) (بدون همگن عالم از مدلی بیانگر که
می�شود نوشته زیر صورت به معمولاً دکارتی، مختصات در متریک، همین

ds2 = dt2 − e2H·t [dx2 + dy2 + dz2] (55)
است. دوسیته فضاي هابل Hثابت =

√ 3
Λ
آن در که

سه فضایی، تبدیل سه با متناظر دارد تقارن ده متریک این کنید. پیدا را دوسیته متریک کیلینگ بردارهاي مسئله:
زمان. در انتقال یک لورنتسو خیز سه فضایی، دوران
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شوارتس�شیلد میدان در ذره حرکت براي مؤثر پتانسیل 5.5
نماییم استفاده وردش اصل از که است این مناسب�تر ژئودزیک�ها محاسبه براي

δ

∫
L2dλ = 0

L2 = eυ ṫ2 − eλṫ2 − eµr2ϑ̇2 − eµr2 sin2 ϑϕ̇2 (56)
ژئودزیکاست! روي پارامتر λ و ′′.′′ = d

dλپس نمی�آیند، پیش L2 در یعنی چرخه�اي�اند، متغیر�هاي ϕ و t

− ∂L2

∂ϕ̇
= 2eµr2sin2ϑϕ̇ = ثابت =: 2l (57)

∂L2

∂ṫ
= 2eυ ṫ = ثابت =: 2F (58)

:ϑحرکت معادله

2eµr2 sinϑ cosϑϕ̇2 = 2 d

dλ
(eµr2ϑ̇) (59)

باشد: داشته را اولیه شرایط این نظر ژئودزیکمورد که فرضمی�کنیم طوري را مختصات حالا

ϑ =
π

2 ϑ̇ = 0 (60)
دهد می ϕحرکت معادله پس می�ماند. ϑ = π

2 صفحه در مسیر که می�شود نتیجه حرکت معادله از
eµr2ϕ̇ = l

براي یکثابتحرکتاست(=صفر ثابت، = L2 که می�کنیم استفاده خاصیت این از شعاعی: مختصه حرکت معادله
براي را زیر معادلات پس زمان.). ویژه = s = λصورت این در زمان�گونه. مسیرهاي براي 1= نورگونه، مسیرهاي

کنیم: حل باید ژئودزیک�ها کامل آوردن دست به

eµr2ϕ̇ = l (61)

eυ ṫ = F (62)

eυ ṫ2 − eλṙ2 − eµr2ϕ̇2 = k (k = L2 = (0یا1 (63)
شوارتس�شیلد }مورد

eυ = 1− 2M
r

−λ

eµ = 1 (64)

می�شوند بالا معادلات پس r2ϕ̇ = l
ṫ
(1− 2M

r

)
= F

ṙ2
2 − Mk

r
+ l2

2r2 −
Ml2
r3 = F 2−k

2

(65)
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است زیر پتانسیل براي انرژي پایستگی قانون شکل به آخر معادله k = 1 مورد در

vمؤثر = −M

r
+

l2

2r2 −
Ml2

r3
(66)

با است برابر انرژي است. یکفرض�شده برابر ذره، جرم

E =
F 2 − 1

2 (67)

.−Ml2
r3 می�آید: عام نسبیت از سوم جمله کلاسیکهستند. جمله�هاي همان اول، دوجمله

به نسبت مشتق�گیري در تفاوت تنها است. نیوتونی کلاسیک قانون همان (r2ϕ̇ = l) زاویه�اي تکانه پایستگی قانون
کرد. منظور زمان ویژه آن براي باید که می�شود ظاهر زمان

می�شود مؤثر پتانسیل k؛ = 0 نور: مسیر

vمؤثر =
l2

2r2 −
Ml2

r3
(68)

است! صفر مؤثرشان پتانسیل ،(l = 0) است شعاعی مسیرشان که فوتون�هایی توجه:

:( r
2M حسب (بر شعاع حسب بر مؤثر پتانسیل نمودار نموداري: بحث

k = 1 مورد

l
2 M

< 3  

2 4 6 8 10

r

2 M

-0.30

-0.25

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

Veff

l
2 M

= 3  

2 4 6 8 10 12 14

r

2 M

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

Veff
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l
2 M

> 3  

10 20 30 40

r

2 M

-0.04

-0.02

0.02

Veff

کرد. عبور انرژي افزایش با همواره می�توان زاویه�اي گشتاور مانع از

l ̸= 0 نیوتونی: مؤثر پتانسیل

10 20 30 40

r

2 M

-0.10

-0.05

0.05

Veff

(k = 0) نورگونه مسیرهاي براي مؤثر پتانسیل

r = (2M) . 3

2 4 6 8 10

r

2 M

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

Veff

است. ناپایدار دایره�اي شوارتس�شیلد، شعاع برابر 3 = r ازاي به مسیر
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است زمان ویژه و زمان رابطه�ي تنها نمی�دهد. نشان را مانعی موارد این از یک هیچ در r = 2M شعاع توجه:
می�شود. وارد بینهایت آن در که
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