
ترم میان : I عام نسبیت امتحان
١٣٩٣ ماه اردیبهشت ١٨

باز کتاب
ساعت ٢ فقط

بنویسید. را بعدی دو کره ΀سط روی Έمتری .١

ͳریچ تانسور با آن تفاوت کنید. حساب کارتان روش به بعدی دو Έمتری این برای را اینشتین تانسور (آ)
کنید. بیان را

ژئودزیΈ اند. (θ = π/٢) و خم هایϕ=ثابت دهید نشان و کنید حساب را کره روی Έژئودزی معادلات (ب)

را حاصل بردار مولفه های دهید. موازی انتقال θ=ثابت عرض با دایره ای روی را V µ = (١, ٠) بردار (ج)
کنید. بیان θ حسب بر

آنگاه باشد، −qفرم Έی η و −pفرم Έی ω اگر دهید نشان .٢

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−١)pω ∧ dη (١)

آنگاه باشد، کیلینگ بردار Έی ξν اگر دهید نشان .٣

ξν;λ;λ +Rν
σξ

σ = ٠ (٢)

دهید نشان .۴

Lu⃗Lv⃗ − Lv⃗Lu⃗ = L[u⃗,v⃗] (٣)

کنید. حساب تخت همدیس Έمتری برای را ͳریچ نرده ای و ͳریچ ریمان، تانسور .۵

باشید. موفق



ترم میان امتحان پرسش های ΁پاس: I عام نسبیت

است: زیر صورت به کروی مختصات در a شعاع به بعدی دو کره ΀سط روی Έمتری .١

ds٢ = a٢dθ٢ + a٢ sin٢ θdϕ٢ (۴)

(ناهولونوم مناسب پایه های Έمتری ش΋ل به توجه با ابتدا کارتان روش به اینشتین تانسور محاسبه برای (آ)
ͳ΋مینکوفس Έمتری صورت به فضازمان Έمتری که مͳ کنیم انتخاب گونه ای به را (ͳمختصات غیر یا

باشد: ͳاقلیدس باید Έمتری هستیم، روبرو فضایی قسمت با فقط که اینجا در البته درآید،

e(١) = adθ , e(٢) = a sin θdϕ (۵)

مͳ گیریم: ͳخارج مشتق پایه ها این از کارتان، ساختاری معادلات در استفاده برای سپس

de(١) = ٠ (۶)

de(٢) = a cos θ dθ ∧ dϕ =
١
a
cot θ e(١) ∧ e(٢) (٧)

داریم: پیچش) (برای کارتان ساختاری اول معادله به توجه با حال

١
٢
Ti = dei + ωi

j ∧ ej = ٠ (٨)

∴ dei = −ωi
j ∧ ej (٩)

معین مثبت همینطور و است کرونکر دلتای اینجا در که Έمتری هموردای مشتق بودن صفر شرط از
که: مͳ شود نتیجه Έمتری بودن

ω
(١)
(١) = ω

(٢)
(٢) = ٠ , ω

(١)
(٢) = −ω

(٢)
(١) (١٠)

مͳ آید: دست به ͳاسپین هموستارهای نتیجه در

ω
(١)
(٢) = −ω

(٢)
(١) = −١

a
cot θ e(٢) (١١)

استفاده انحنا دو‐فرم برای کارتان ساختاری دوم معادله از ریمان انحنای تانسور محاسبه برای حال

١



٢

مͳ کنیم:

Ωi
j = dωi

j + ωi
k ∧ ωk

j =
١
٢
Ri

jkle
k ∧ el (١٢)

مͳ  گیریم: ͳخارج مشتق ͳاسپین هموستارهای از

dω
(١)
(٢) = −dω

(٢)
(١) = −١

a
cot θ de(٢) +

١
a sin θ

dθ ∧ e(٢) (١٣)

=
١
a٢

e(١) ∧ e(٢) (١۴)

بود: خواهد زیر صورت به انحنا دو‐فرم پس است، صفر نیز هموستارها گوه ای ضرب که است ΀واض و

Ω
(١)
(١) = Ω

(٢)
(٢) = ٠ (١۵)

Ω
(١)
(٢) = −Ω

(٢)
(١) =

١
a٢

e(١) ∧ e(٢) (١۶)

تنها فوق، نتایج و ١٢ رابطه در l و k اندیس دو به نسبت ریمان تانسور بودن پادمتقارن به توجه با حال
است: صورت این به ریمان تانسور صفر غیر مولفه  های

R
(١)
(٢)(١)(٢) = −R

(١)
(٢)(٢)(١) =

١
a٢

(١٧)

R
(٢)
(١)(١)(٢) = −R

(٢)
(١)(٢)(١) = − ١

a٢
(١٨)

مͳ رسیم: ͳریچ تانسور به تانسور این ادغام از

R(١)(١) = R
(١)
(١)(١)(١) +R

(٢)
(١)(٢)(١) =

١
a٢

(١٩)

R(١)(٢) = R
(١)
(١)(١)(٢) +R

(٢)
(١)(٢)(٢) = ٠ (٢٠)

R(٢)(٢) = R
(١)
(٢)(١)(٢) +R

(٢)
(٢)(٢)(٢) =

١
a٢

(٢١)

مͳ رسیم: انحنا نرده ای به ͳریچ تانسور ادغام از و

R =
٢
a٢

(٢٢)

مͳ آید: دست به ͳراحت به اینشتین تانسور

G(١)(١) = R(١)(١) −
١
٢
R = ٠ (٢٣)

G(١)(٢) = R(١)(٢) = ٠ (٢۴)

G(٢)(٢) = R(٢)(٢) −
١
٢
R = ٠ (٢۵)



٣

دارای ͳریچ تانسور حالی΋ه در مͳ شود صفر انیشتین تانسور بعد دو در مͳ کنید، مشاهده که همانطور
است. انحنا) نرده ای همان ͳیعن) آزادی درجه Έی

Έی را کره (شعاع بΎیریم وردش S =
∫
gijẋ

iẋjdλ کنش از است ͳکاف ژئودزی خم محاسبه برای (ب)
مͳ گیریم):

L = θ̇٢ + sin٢ θϕ̇٢ (٢۶)

θ : θ̈ − sin θ cos θϕ̇٢ = ٠ (٢٧)

ϕ :
d

dλ

(
sin٢ θϕ̇

)
= ٠ → ϕ̈ sin٢ θ + ٢ sin θ cos θθ̇ϕ̇ = ٠ (٢٨)

در θ = cλ + θ٠ صورت به آن معادله و مͳ کند صدق فوق معادلات در ϕ = خم که است مشخص
این در نیز θ = π/٢ خم همینطور مͳ گذرند. قطب ها از که است عظیمه ای دایره های مبین که مͳ آید

است. استوا دایره مبین که ϕ = c′λ+ ϕ٠ مͳ کند صدق معادلات

آورد: دست به ͳمختصات پایه در را هموستارها مͳ توان ٢٨ و ٢٧ ژئودزی معادلات از (ج)

Γθ
ϕϕ = − sin θ cos θ , Γϕ

θϕ = cot θ (٢٩)

است: زیر صورت به است، Xρ(t) آن مماس بردار که ͳخم امتداد در Y µ بردار موازی انتقال معادله

D

dt
Y µ =

∂Y µ

∂t
+ Γµ

νρY
νXρ (٣٠)

صورت به آن بر مماس بردار باشد، ϕ = kt+ ϕ٠ و θ = θ٠ معادله به دایره ای نظر مورد خم اگر حال
دایره Έی حالت این در ،k = ١/ sin θ٠ مͳ کنیم بهنجار آنرا سهولت برای که بود خواهد X = (٠, k)
در V = (V θ, V ϕ) بردار تغییرات حال است. t = ٢π sin θ تا t = ٠ از خم پیمایش معادل کامل

است: زیر صورت به خم این امتداد در موازی انتقال اثر

D

dt
V θ =

dV θ

dt
− sin θ cos θXϕV ϕ = ٠ (٣١)

D

dt
V ϕ =

dV ϕ

dt
+ cot θ

(
XθV ϕ +XϕV θ

)
(٣٢)

∴


dV θ

dt
− k sin θ٠ cos θ٠V

ϕ = ٠
dV ϕ

dt
+ k cot θ٠V

θ = ٠
(٣٣)

است: زیر صورت به آن جواب و است حل قابل ͳراحت به فوق معادله های }دستگاه
V ϕ = A cos(cot(θ٠)t) +B sin(cot(θ٠)t)
V θ = A sin θ٠ sin(cot(θ٠)t)−B sin θ٠ cos(cot(θ٠)t)

(٣۴)



۴

مͳ شود: مشخص B و A ضرایب V |t=٠ = (١, ٠) اولیه شرط به توجه با حال

A = ٠ , B = − ١
sin θ٠

(٣۵)

بود: خواهند زیر صورت به کامل دایره Έی اندازه به موازی انتقال از پس بردار این مولفه های نتیجه در

V θ = cos(cot(θ٠)t)|t=٢π = cos(٢π cot(θ٠)) (٣۶)

V ϕ = − ١
sin θ٠

sin(cot(θ٠)t)|t=٢π = − ١
sin θ٠

sin(٢π cot(θ٠)) (٣٧)

در یافته انتقال بردار آنگاه (θ٠ = π/٢) باشد عظیمه دایره Έی دایره این که ͳحالت در است مشخص
بود. خواهد اولیه بردار برابر نقطه هر

.٢

d(ω ∧ η) = d
(
ωi١i٢···ipdx

i١ ∧ dxi٢ ∧ · · · ∧ dxip ∧ ηj١j٢···jqdx
j١ ∧ dxj٢ ∧ · · · ∧ dxjq

)
(٣٨)

=
∂ωi١i٢···ip

∂xk
ηj١j٢···jqdx

k ∧ dxi١ ∧ dxi٢ ∧ · · · ∧ dxip ∧ dxj١ ∧ dxj٢ ∧ · · · ∧ dxjq

+ωi١i٢···ip
∂ηj١j٢···jq
∂xk

dxk ∧ dxi١ ∧ dxi٢ ∧ · · · ∧ dxip ∧ dxj١ ∧ dxj٢ ∧ · · · ∧ dxjq (٣٩)

p را dxk باید بنویسیم η فرم ͳخارج مشتق صورت به را عبارت بخواهیم اگر فوق عبارت دوم جمله در حال
مͳ آید: دست به (−١)p عامل Έی که کنیم رد dxiها از بار

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−١)pω ∧ dη (۴٠)

مͳ کنیم: استفاده ریمان تانسور حسب بر هموردا دوم مشتق ناجابجایی قاعده از .٣

ξλ;µν − ξλ;νµ = Rλ
ρνµξ

ρ (۴١)

مͳ کنیم: ادغام ν و λ روی حال

ξλ;µλ − ξλ;λµ = Rρµξ
ρ (۴٢)

: ξλ;µ = −ξ ;λ
µ و ξλ;λ = ٠ که مͳ دانیم ξλ بودن کیلینگ بردار به توجه با و

ξµ;λ;λ +Rµ
ρξ

ρ = ٠ (۴٣)

(۴۴)



۵

.۴

Lux = [u, x] (۴۵)

LuLvx = [u, [v, x]] (۴۶)

[Lu,Lv]x = [u, [v, x]]− [v, [u, x]] (۴٧)

L[u,v]x = [[u, v], x] (۴٨)

است: ژاکوبی اتحاد کنیم اثبات باید که چیزی پس

[u, [v, x]] + [v, [x, u]] + [x, [u, v]] = ٠ (۴٩)

مͳ شود. اثبات ͳراحت به دادن بسط با که

داریم: کارتان اول اتحاد از .۵

gµν = e٢ϕ(x)ηµν → eµ := eϕdxµ (۵٠)

T = ٠ → deµ = −ωµ
ν ∧ eν (۵١)

deµ =
∂eϕ

∂xν
dxν ∧ dxµ = −e−ϕϕ,νe

µ ∧ eν (۵٢)

∴ (ωµ
ν − e−ϕϕ,νe

µ) ∧ eν = ٠ → ωµ
ν = e−ϕϕ,νe

µ + feν (۵٣)

داشت: خواهیم (Έمتری هموردای مشتق شدن (صفر Έمتری با هموستار سازگاری از دیΎر سوی از

ωµ
ν = −ηµρηνσω

σ
ρ (۵۴)

بود: خواهد زیر ش΋ل به هموستار فرم بطوری΋ه مͳ شود، تعیین f ضریب ۵٣ معادله در فوق رابطه دادن قرار با

ωµ
ν = e−ϕϕ,νe

µ − e−ϕϕ,ρη
µρηνσe

σ (۵۵)



۶

مͳ گیریم: بهره کارتان دوم اتحاد از حال

dωµ
ν + ωµ

ρ ∧ ωρ
ν =

١
٢
Rµ

νκσe
κ ∧ eσ (۵۶)

dωµ
ν = e−٢ϕϕ,νκe

κ ∧ eµ − e−٢ϕϕ,ρκη
µρηνσe

κ ∧ eσ (۵٧)

ωµ
ρ ∧ ωρ

ν = e−٢ϕϕ,ρϕ,νe
µ ∧ eρ − e−٢ϕϕ,ρϕ,τη

ρτηνλe
µ ∧ eλ

−e−٢ϕϕ,νϕ,κη
µκηρσe

σ ∧ eρ + e−٢ϕϕ,κϕ,ρη
µκηνλe

ρ ∧ eλ (۵٨)

∴ ١
٢
Rµ

ναβe
α ∧ eβ = e−٢ϕϕ,νκδ

κ
αδ

µ
βe

α ∧ eβ − e−٢ϕϕ,ρκη
µρηνσδ

κ
αδ

σ
βe

α ∧ eβ

+e−٢ϕϕ,ρϕ,νδ
µ
αδ

ρ
βe

α ∧ eβ − e−٢ϕϕ,ρϕ,τη
ρτηνλδ

µ
αδ

λ
βe

α ∧ eβ

−e−٢ϕϕ,νϕ,κη
µκηρσδ

σ
αδ

ρ
βe

α ∧ eβ + e−٢ϕϕ,ρϕ,κη
µκηνλδ

ρ
αδ

λ
βe

α ∧ eβ

+Xeα ∧ eγ + Y eβ ∧ eγ (۵٩)

نسبت ریمان تانسور مͳ دانیم که همانطور مͳ کنیم. استفاده تقارن ها از نیز اینجا در Y و X ضرایب تعیین برای
دست به β و α اندیس های پادجابجایی از فوق ضرایب بنابراین است، پادمتقارن آخر اندیس دو جابجایی به
پایه به رفتن برای ضمن در مͳ رود). بین از فوق عبارت راست طرف در پنجم جمله ترتیب این (به مͳ آید
حذف را e−٢ϕ ضرایب فوق رابطه در است ͳکاف و کرد استفاده مͳ توان eµ = eϕdxµ رابطه از ͳمختصات

کرد:

∴ ١
٢
Rµ

ναβ = ϕ,ν[αδ
µ
β] − ϕ,ρ[αη

µρηβ]ν

+ϕ,νδ
µ
[αϕ,β] − ϕ,ρϕ,τη

ρτδµ[αηβ]ν + ϕ,κϕ,[αηβ]νη
µκ (۶٠)

Rµν = −٢ϕ,µν − ϕ ,ρ
,ρ ηµν + ٢ϕ,µϕ,ν − ٢ϕ,ρϕ

,ρηµν (۶١)

R = −۶e−٢ϕ(ϕ ,µ
,µ + ϕ,µϕ

,µ) (۶٢)


