
دوم کوانتش

نمایش برای مناسبی روش عنوان به دوم کوانتش که م دهیم نشان بس ذره ای شرودینگر معادله از شروع با ابتدا فصل این در
+ علامت که داد خواهیم نشان میدان، رهای عمل معرف با سپس م آید. دست به طبیع طور به هامیلتون ر عمل دادن
جابجایی) (پاد جابجایی جبر صورت به بس ذره ای، موج تابع ی در ( (فرمیون بوزون ذره دو تعویض از ناش (‐)
نظیر ر دی مهم ر های عمل میدان، رهای عمل از استفاده با بعد، مرحله در م شود. ترجمه مربوطه میدان رهای عمل بین

م کنیم. بیان دوم کوانتش نمایش در نیز را اسپین و جریان و بار ال چ

دوم کوانتش منشاء ٠ . ١

رهیافت هم ارز عینا  دوم، کوانتش بندی فرمول ه بل م شود. کوانتیده مجددا چیزی که نم کند این بر دلالت دوم کوانتش
از مناسب تر بس ذره ای مساله برای که کوانتوم انی م مساله به است نگرش صرفا و است شرودینگر معادله بر مبتن
ونه چ م دهیم نشان ابتدا فصل  این در است. مسما بی دوم کوانتش اسم معنا، بدین است. شرودینگر معادله مستقیم حل
حسب بر هامیلتون ر عمل «نمایش» به طبیع کاملا طور به م توان ذره N برای زمان به وابسته شرودینگر معادله از
اسپین ال چ و جریان ال چ بار، ال چ اسپین، ر عمل نظیر ر دی رهای عمل سپس یافت. دست فنا و خلق ر های عمل
همبستگ محاسبه از را اه آزمایش مشاهده پذیر کمیت های و م دهیم نمایش فنا و خلق رهای عمل همین حسب بر نیز را

کرد. خواهیم محاسبه دوم کوانتش نمایش در رهایی علم چنین
: است زیر صورت به  Nذره برای زمان به وابسته شرودینگر معادله

iℏ ∂tΨ(x١, x٢, . . . , xN , t) = HΨ(x١, x٢, . . . , xN , t). (١)

گسسته ای متغیر هر و xk فضایی مختصات شامل که م کند اشاره kام، ذره ی مختصه های جمیع به xk نمادگذاری، این در
کوانتوم بس‐ذره ای سیستم ی ذره های  حالت کردن مشخص برای ر دی لازم کوانتوم اعداد یا اسپین z مولفه ی مانند

است: شده یل تش ،v دو‐ذره ای  برهم کنش پتانسیل انرژی و ،T ذره ای تک بخش دو از هامیلتون است.

H =

N∑
k=١

T (xk) +
١
٢
∑
k ̸=l

v(xk, xl). (٢)

یرید ب نظر در ذره ای تک موج توابع از  کامل  مجموعه ی حال

ϕE١(x١), ϕE٢(x٢), . . . , ϕEN
(xN ),

از ل متش سیستم ی برای مثال طور به م دهد. نمایش را ذره تک کوانتوم اعداد از کامل مجموعه ی Ekها که
از سیستم برای یا p؛ تکانه  از است عبارت مناسب کوانتوم عدد صفر) صحیح اسپین دارای (یعن الر اس بوزون های
دلخواه کاملا مجموعه این .sz اسپین مولفه ي و p تکانه ي از عبارتند مناسب کوانتوم برچسب های مجموعه فرمیون ها
ویژه کامل مجموعه که م کنند انتخاب چنان را مجموعه این معمولا اما دارد. اهمیت ما برای آن بودن کامل فقط و است
امواج از مجموعه ای م توان بزرگ ن هم سیستم ی برای مثال  عنوان به باشد. بالا هامیلتون تک‐ذره  ای بخش توابع
را مناسب تناوبی پتانسیل ی در بلوخ توابع از کامل مجموعه ی م توان  کریستال ه ی شب ی در ذرات برای یا و تخت

١



٢

متغیر به نسبت بس ‐ذره ای موج تابع بستگ که م دهد را اجازه این تک‐ذره ای توابع مجموعه بودن کامل درنظرگرفت.
دهیم: بسط زیر صورت به را x١

Ψ(x١, x٢, . . . , xN ; t) =
∑
E١

C ′
E١(x٢, . . . , xN , t) ϕE١(x١).

م آوریم: دست به نهایتا کنیم ، تکرار هم بسط ضرایب برای متواترا را کار این اگر و

Ψ(x١, x٢, . . . , xN ; t) =
∑

E١,E٢,...,EN

CE١,E٢,...,EN
(t) ϕE١(x١)ϕE٢(x٢) . . . ϕEN

(xN ). (٣)

به کرده ایم تحویل را است x١, x٢ . . . , xN متغیر N از تابع که Ψ بس ‐ذره ای موج تابع یافتن مساله کار اینجای تا
است. مانده باق ضریب همین دل در هم زمان وابستگ و CE١...,EN

بسط ضرایب برای معادله ای یافتن مساله
کنیم نگاه شده اند بیان Ψ فضایی ل ش به که هنگام بس ذره ای موج توابع بنیادی خاصیت ی به بدهید اجازه حال
توابع م  آید. در ل ش چه به خاصیت این م کنیم بیان C ضرایب زبان به معادل صورت به را موج تابع که وقت ببینم و
را ذره ای دو موج توابع سهولت برای پادمتقارن. یا هستند متقارن یا ذره، دو مختصات تعویض به نسبت ذره ای بس موج

یرد: ب نظر در

Ψ(x١, x٢, t) = λ Ψ(x٢, x١, t). (۴)

خواهیم بالا عبارت در C توابع حسب بر Ψ بسط  ذاری جای با است. (−١) +١ برابر (فرمیون ها) بوزون ها برای λ که
∑داشت:

E١,E٢

CE١,E٢(t) ϕE١(x١) ϕE٢(x٢) = λ
∑
E′
١,E

′
٢

CE′
١,E

′
٢
(t) ϕE′

١
(x٢) ϕE′

٢
(x١)

:C بسط ضرایب روی بر زیر شریط با است معادل که

CE١,E٢(t) = λ CE٢,E١(t).

دلخواه، ذره دو هر مشخصات تعویض تحت رفتار لحاظ به بنابراین است. تعمیم قابل نیز ذره N با موج تابع برای که
در Ψ همانند آنکه جای به که است موج تابع همان C حقیقت در دارند. Ψ موج تابع با مشابه رفتاری  C بسط ضرایب
،Ψ برای معادله ای جای به بدهید اجازه حال است. شده  بیان Em کوانتوم اعداد حسب بر باشد، شده بیان x مختصات
م کنیم. ذاری جای (١) شرودینگر معادله  ی در را (٣) موج تابع منظور این به باشیم. C ضرایب برای معادله ی دنبال به

نوشت: م توان دارد، قرار C ضرایب در ذره ای بس  موج تابع زمان وابستگ که این به توجه با

iℏ
∑

E′
١...E

′
N

∂t CE′
١,...,E

′
N
(t) ϕE′

١
(x١) . . . ϕE′

N
(xN ) (۵)

=

( N∑
k=١

T (xk) +
١
٢
∑
k ̸=l

v(xk, xl)

) ∑
E′
١...E

′
N

CE′
١,...,E

′
N
(t) ϕE′

١
(x١) . . . ϕE′

N
(xN ).

که بود خواهد معنا بدان x مختصات پایه در که م کنیم تصویر ⟨E١ . . . EN | بردار راستای در را بالا رابطه طرفین اکنون
اعمال کنیم: را  زیر ل ش به انتگرال و ∫ضرب

dx١ . . . dxn ϕ⋆E١(x١) . . . ϕ
⋆
EN

(xN ).

که، معن این به – هستند متعامد ذره تک موج توابع که  آنجایی  از

⟨E١|E′
١⟩ = δE١,E′

١
,
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م آوریم: دست به (۵) معادله ی چپ سمت برای

iℏ
∑

E′
١...E

′
N

∂t CE′
١,...,E

′
N
(t) ⟨E١|E′

١⟩ . . . ⟨EN |E′
N ⟩ = iℏ ∂t CE١,...,EN

(t)

م شویم: متمرکز هامیلتون جنبش انرژی از ناش سهم روی ابتدا (۵) معادله راست سمت برای

∑
E′
١...E

′
N

CE′
١,...,E

′
N
(t)

∫
dx١ . . . dxn ϕ

⋆
E١(x١) . . . ϕ

⋆
EN

(xN )

( N∑
k=١

T (xk)

)
ϕE′

١
(x١) . . . ϕE′

N
(xN )

=
∑

E′
١...E

′
N

CE′
١,...,E

′
N
(t) ⟨E١|T |E′

١⟩⟨E٢|E′
٢⟩ . . . ⟨EN |E′

N ⟩

+
∑

E′
١...E

′
N

CE′
١,...,E

′
N
(t) ⟨E١|E′

١⟩⟨E٢|T |E′
٢⟩⟨E٣|E′

٣⟩ . . . ⟨EN |E′
N ⟩

+ . . .

+
∑

E′
١...E

′
N

CE′
١,...,E

′
N
(t) ⟨E١|E′

١⟩⟨E٢|E′
٢⟩ . . . ⟨EN−١|E′

N−١⟩⟨EN |T |E′
N ⟩

آن، k‐ام جمله در که شوند تولید جمله N ی هر در که است شده موجب ذره » k «اندیس روی بندی جم آن در که
داده زیر صورت به ماتریس عنصر این است. داده دست به را ⟨Ek|T |E′

k⟩ ماتریس عنصر xk مختصه روی انتگرال گیری
م شود:

⟨Ek|T |E′
k⟩ =

∫
dxϕ⋆Ek

(x)T (x)ϕE′
k
(x). (۶)

δEi,E′
i

کرونکر دلتای معادل  که م دهد دست به را i ̸= k برای را ⟨Ei|E′
i⟩ عوامل مختصات، بقیه روی انتگرال گیری

ر (عمل جنبش انرژی سهم برای لذا و م کنند تسهیل را (i = k از غیر (به ′Eها
i همه روی بندی جم محاسبه و  هستند 

م آوریم: دست به تک ذره ای)

=
∑
E′
١

CE′
١,E٢,E٣...,EN

(t) ⟨E١|T |E′
١⟩

+
∑
E′
٢

CE١,E′
٢,E٣...,EN

(t) ⟨E٢|T |E′
٢⟩

+ . . .

+
∑
E′

N

CE١,E٢,E٣...,E′
N
(t) ⟨EN |T |E′

N ⟩

است: بیان قابل زیر فشرده ل ش به نهایتا که

N∑
k=١

∑
W

⟨Ek|T |W ⟩ CE١,E٢,...,Ek−١,W,Ek+١,...,EN
(t). (٧)

معنایی به است. نشسته W انرژی تراز آن جای به و شده حذف C تابع زیروند های لیست از Ek انرژی تراز (٧) معادله در
(جذر دامنه  است رفته W تراز به Ek تراز از ذره ی که م کند پروسه ای از صحبت جمله این که کرد تصور م توان
اگر است. شده تولید T ذره ای تک ر عمل توسط که است ⟨Ek|T |W ⟩ ماتریس عنصر با   متناسب پروسه  این احتمال)
دو ماتریس عناصر به منجر مختصه دو روی گیری انتگرال کنیم، تکرار پتانسیل انرژی بخش برای را عملیات همین مشابه



۴

به نهایت در که م شود تبدیل El و Ek تراز دو روی بندی جم به ذره ها k ̸= l اندیس روی بندی جم و  گردیده  ذره ای
م آوریم: دست

iℏ ∂t CE١,...,EN
(t) =

∑
Ek

∑
W

⟨Ek|T |W ⟩ CE١,E٢,...,Ek−١,W,Ek+١,...,EN
(t)

+
١
٢

∑
Ek,El

∑
W,W ′

⟨EkEl|v|WW ′⟩ CE١,...,Ek−١,W,Ek+١,...,El−١,W ′,El+١,...,EN
(t) (٨)

است: زیر صورت به دو ذره ای ماتریس عنصر آن در که

⟨EkEl|V |WW ′⟩ =
∫ ∫

dxkdxl ϕ
⋆
Ek

(xk) ϕ
⋆
El
(xl) v(xk, xl) ϕW (xk) ϕW ′(xl) (٩)

با که کنیم مشخص باید حال است. بوده بحث مورد ذرات بودن فرمیون یا بوزون از مستقل و کل کاملا بحث اینجا تا
م گیریم. نظر در را فرمیون ها سپس و م پردازیم بوزون ها مورد به ابتدا . فرمیون آمار یا هستیم مواجه بوزون آمار

بوزون ها ٠ . ١ . ١

تعویض تحت بس ذره ای موج تابع تقارن خاصیت هستند، λ = ١ دارای ( ۴ ) معادله  در که بوزون ها از سیستم برای
بنویسیم: که م دهد اجازه انرژی برچسب های

C١٢١٣١۴۵...(t) = C١ . . . ١︸ ︷︷ ︸
n١

٢ . . . ٢︸ ︷︷ ︸
n٢

......(t)

بالا ضریب کرده ایم. استفاده i شمارش گر از صرفا C ضرایب در Ei انرژی زیرنویس جای به اختصار برای آن در که
ذرات کل جم ترتیب. همین به و دارند قرار E٢ تراز در ذره n٢ دارند، قرار ،E١ تراز در ذره n١ که است حالت با متناظر
تقارن خاصیت این در که ذرات تمیز ناپذیر ماهیت است. ذرات کل تعداد با برابر

∑
i ni مختلف، ترازهای در شده توزیع

و ترازها به را اصالت که کنیم تعریف نحوی به را C̄ جدید نماد C ضریب جای به که م دهد اجازه ما به است، منعکس
بدهد: آن ها اشغال» «عدد

CE١,E٢,...(t) ≡ C̄n١,n٢,...,n∞(t)

بهنجارش به مربوط آن و کنیم مراعات بالا ضرایب به جای مناسب نماد تعریف در هم را ر دی ظرافت ی است پسندیده
است: زیر صورت به ذره ای بس موج تابع برای بهنجارش شرط است. ضرایب ∫مناسب

dx١ · · · dxN Ψ†(x١, . . . , xN , t) Ψ(x١, . . . , xN , t) = ١,

شد: خواهد C ضرایب زبان به ترجمه از بعد ∑که
E′
١,...,E

′
N

∑
E١,...,EN

CE′
١,...,E

′
N
(t) CE١,...,EN

(t)⟨E′
١|E١⟩ . . . ⟨E′

N |EN ⟩ = ١,

م شود: ساده زیر ل ش به تک ذره ای موج توابع بودن راست هنجار اعتبار به ∑که
E١,...,EN

|CE١,...,EN
(t)|٢ = ١

به C̄ برای را بهنجارش شرط niها، اشغال  اعداد مجموعه ی به Eiها مجموعه ي از بالا رابطه در جم بندی متغیر  تغییر
درم آورد: زیر ∑صورت

n١,...,n∞

|C̄n١,...,n∞(t)|٢ N !

n١! . . . n∞!
= ١
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N ثابت مقدار niها کل جم که نحوی به Ei تراز در ذره ni توزیع روش های تعداد به مربوط شمارش ضریب آن در که
زیر صورت به را اشغال اعداد فضای در موج» «تابع است  بهتر که م کند پیشنهاد بالا رابطه است. گردیده لحاظ باشد

کنیم: تعریف

fn١,...,n∞(t) =

(
N !

n١! . . . n∞!

) ١
٢
C̄n١,...,n∞(t), (١٠)

درم آید: زیر ساده ی  صورت به آن حسب بر موج تابع بهنجارش ∑که
n١,...,n∞

|fn١,...,n∞(t)|٢ = ١.

که است آن از فراتر (١٠) معادله ی f ل ش به اشغال اعداد فضای در موج تابع تعریف مزیت که دید خواهیم ادامه در
در که بنویسیم f تابع  حسب  بر را (٨) معادله ی م توانیم تعریف این با درآورد. ساده ای ل ش به را بهنجارش شرط فقط
معادله ی ذرات، مختصات فضای در شرودینگری معادله جای به که م شود باعث کار این م پردازیم. کار این به ادامه
شد. خواهد حاصل طبیع طور به فضا این در نیز دوم کوانتش تعبیر که آوریم دست به اشغال اعداد فضای در شرودینگری
روی سهولت برای اینجا در که دارند سهیم برهم کنش جمله هم و تک ذره ای جمله هم C تابع ( زمان (مشتق دینامی در

م شویم: متمرکز هامیلتون تک ذره ای بخش ∑سهم
Ek

∑
W

⟨Ek|T |W ⟩ CE١,E٢,...,Ek−١,W,Ek+١,...,EN
(t)

=
∑
E

∑
W

⟨E|T |W ⟩nE C̄n١,...,nEk
−١,...,nW+١,...,n∞(t). (١١)

ی مربوطه اشغال عدد دوم خط در که است این معنایش اول خط در W زیروند شدن افزوده و Ek زیروند شدن حذف
k اندیس حذف در دوم خط به رفتن در است. شده افزون واحد ی W تراز به مربوط اشغال عدد و شده کمتر واحد
سیستم ذرات تک تک

∑
Ek

بندی جم در که م کند ایجاب نوع به اول  خط در k اندیس است: مستتر مهم معنای
م شود، بسته E تراز روی جم و م شوند سرشماری که هستند ترازها این دوم خط در اما م شوند. سرشماری که هستند
توسط تراز ی است ن مم که م شود ناش آنجا از هم nE ضریب باشد. کرده اشغال را آن ذره کدامین که این از مستقل
شده منتقل اوربیتال ها یا «ترازها» به مرجعیت و داده دست از را خود مرجعیت ذرات اینکه باشد. شده اشغال ذره چند
مهم قدم امر این که شد خواهد روشن زودی به نیز فرمول بندی لحاظ به دارد. هم خوان ذرات بودن تمایزناپذیر با است،

است. دوم کوانتش به موسوم رهیافت در
با بزنیم برچسب W و E انرژی با آنکه جای به را اربیتال ها و م کنیم ساده تر اندک را نمادگذاری بعد به این جا از

م شود: داده زیر صورت به C̄ ضرایب دینامی صورت  این در م کنیم. استفاده j و i ساده تر نمادهای

iℏ ∂t C̄n١,n٢,...,n∞(t) =
∑
i,j

ni ⟨i|T |j⟩ C̄n١,...,ni−١,...,nj+١,...,n∞(t) + . . .

را بالا معادله ی حال است. شده استفاده . . . از م شود، هم پتانسیل بخش شامل بالا معادله ی شود تاکید این که برای
م نویسیم : f برحسب 

iℏ
√
n١! . . . n∞!

N !
∂t fn١,...,n∞(t)

=
∑
ij

⟨i|T |j⟩ ni

√
n١! . . . (ni − ١)! . . . (nj + ١)! . . . n∞!

N !
fn١...ni−١...nj+١...n∞(t) + . . .

م آوریم: دست به آن کردن ساده  از که

iℏ ∂t fn١,...,n∞(t) =
∑
ij

⟨i|T |j⟩
√

(nj + ١)ni fn١...ni−١...nj+١...n∞(t) + ... (١٢)



۶

لذا: و است اشغال عدد نمایش در بس ذره ای موج تابع بسط ضرایب f ها که بیاورید خاطر به

|Ψ(t)⟩ =
∑

n١,...,n∞

fn١,...,n∞(t) |n١ . . . n∞⟩ (١٣)

نسبت بالا رابطه طرفین از اگر برده ایم. کار به را |n١, . . . , n∞⟩ = |n١⟩ ⊗ |n٢⟩ ⊗ . . . |n∞⟩ اختصاری  نماد آن در که
داشت، خواهیم کنیم استفاده (١٢) رابطه از و گرفته مشتق زمان به

iℏ ∂t|Ψ⟩ =
∑

n١,...,n∞

iℏ ∂tfn١,...,n∞(t)|n١ . . . n∞⟩ =

∑
n١,...,n∞

∑
ij

⟨i|T |j⟩
√

(nj + ١)ni fn١...ni−١...nj+١...n∞(t)|n١ . . . ni . . . nj . . . n∞⟩

+... (١۴)

م کنیم: بازنویس را بالا معادله ی ñi = ni − ١, ñj = nj + ١ متغیر تغییر از حال

iℏ ∂t|Ψ⟩ =
∑

n١,...ñi...ñj ...,n∞

∑
ij

⟨i|T |j⟩
√
ñj(ñi + ١)

×fn١...ñi...ñj ...n∞(t)|n١ . . . ñi + ١ . . . ñj − ١ . . . n∞⟩+ . . .

م رسیم: زیر معادله ی به و م دهیم متغیر تغییر n به بندی جم جای همه در را ñ مترس متغیر اسم حال

iℏ ∂t|Ψ⟩ =
∑

n١,...,ni...,nj ...,n∞

∑
ij

⟨i|T |j⟩
√
nj(ni + ١)

×fn١...ni...nj ...n∞(t)|n١ . . . ni + ١ . . . nj − ١ . . . n∞⟩+ ...

جابجاگری رابطه ی در a† و a اگر که م دانیم ساده هارمونی نوسانگر نردبان ر های عمل جبر از

[ai, a
†
j ] = δij (١۵)

مرتبط هم به زیر صورت به را دارد تفاوت باهم واحد ی آن ها اشغال عدد که حالت هایی صورت آن  در کنند، صدق
کرد: خواهند

ai
†|ni⟩ =

√
ni + ١ |ni + ١⟩, aj |nj⟩ =

√
nj |nj − ١⟩ (١۶)

نوشت ، م توان آن اعتبار به که

|n١, . . . , ni + ١, . . . , nj − ١, . . . n∞⟩ = |n١⟩ ⊗ . . . |ni + ١⟩ ⊗ . . . |nj − ١⟩ ⊗ . . . |n∞⟩
= a†iaj |n١, . . . , ni, . . . , nj , . . . n∞⟩ (١٧)

درم آید: زیر صورت به (١۵) معادله  ی لذا و

iℏ ∂t |Ψ⟩ =
∑
ij

⟨i|T |j⟩a†iaj
∑

n١...n∞

fn١,...,n∞(t) |n١, . . . , n∞⟩+ ...

=

∑
ij

⟨i|T |j⟩ a†iaj

 |Ψ⟩+ ... (١٨)

موج. تابع همان روی ر عمل ی اثر آن راست سمت و است |Ψ⟩ بس ذره ای موج تابع زمان تحول بالا معادله چپ سمت
نوشته فنا و خلق رهای عمل حسب بر که است هامیلتون ر عمل تک ذره ای جملات نمایش پرانتز داخل ر عمل بنابراین



٧ دوم کوانتش منشاء .٠ . ١

که حالت برای بالا فرمول اینکه بررس  .i ̸= j کردیم  فرض بالا معادله  استخراج در که است ذکر به لازم است. شده
م کنیم. واگذار خواننده تمرین عنوان به را است معتبر هم بشود i = j

برای را بالا محاسبات روند اگر بودیم. متمرکز C ضرایب تحول در تک ذره ای جملات سهم روی کار اینجای تا
م آید: دست به زیر صورت به دوم کوانتش نمایش در کل هامیلتون کنیم، تکرار پتانسیل بخش

H =
∑
ij

⟨i|T |j⟩ a†iaj +
١
٢
∑
ijkl

⟨ij|V |kl⟩ a†ia
†
jalak. (١٩)

برای هرجند کنید. دقت دوذره ای ماتریس عنصر در آنها ترتیب و نش برهم جمله در فنا ر های عمل در اندیس ها ترتیب به
است. ل ش این به صحیح ترتیب و است مهم فرمیون ها مورد در نوشتن ترتیب این اما ندارد، اهمیت ترتیب این بوزون ها

معادله  ، کل حالت در دهید نشان و آورید دست به i, j, k, l مختلف حالت های برای را نش برهم بخش تمرین:
یرید. ب کم نیز Walecka و Fetter کتاب از  م توانید آورید. دست به را (١٩)

فرمیون ها ٠ . ١ . ٢

پادمتقارن C موج» «تابع و است ‐١ با برابر (۴) رابطه ی در λ فرمیون ها برای م رسد. فرمیون ها بررس به نوبت حال
عدد بایست که است آن فوق عبارت معنای C(. . . Ei . . . Ej . . . , t) = − C(. . . Ej . . . Ei . . . , t) م باشد:
تعریف براساس امر این م شود. صفر C ضریب صورت این غیر در و باشد متفاوت Ej کوانتوم عدد با Ei کوانتوم
طرد اصل از بیان که ی یا است صفر یا ni اشغال اعداد که م کند ایجاب C(E١ . . . EN , t) ≡ C̄(n١ . . . n∞, t)

م باشد. پاؤل
هستند: پاول طرد اصل کننده ي تامین فرمیون ها برای زیر جبری روابط که م دهیم نشان زودی به

{c†r, cs} = δr,s, {c†r, c†s} = {cr, cs} = ٠ (٢٠)

{A,B} = AB+BAصورت به پادجابه جاگری رابطه و بوده فرمیون ها برای فنا و خلق رهای عمل همان بیانگر c و c† که
در نم توان را ترون ال دو که معناست بدان که c†rc†r = ٠ م گیریم نتیجه بالا دوم رابطه دو کردن باز از م گردد. تعریف
اینگونه را آن م توان که آمد درخواهد crcr = ٠ صورت به عبارت این هرمیت مزدوج همچنین نمود. خلق r اربیتال ی

کرد. خلق «حفره» ی از بیش نم توان r اربیتال ی در که کرد تعبیر
به را ϕr حالت در ترون ها ال «تعداد» ر عمل ابتدا م کند، تامین را پاول طرد اصل بالا جبر دهیم نشان اینکه برای

م آوریم دست به (٢٠) جبر از استفاده با و م کنیم تعریف nr = c†rcr صورت

n٢r = (c†rcr)(c
†
rcr) = c†r (cr c

†
r) cr = c†r (١− c†rcr) cr = c†r cr − ٠ = nr

پاول طرد اصل معنای به که باشد داشته ی یا صفر ویژه مقدار م تواند فقط باشد، برابر خودش با آن مجذور که ری عمل
م توان |◦⟩ حالت داشتن با م دهیم. نشان |١⟩ و |◦⟩ با ترتیب به را ی و صفر اشغال عدد به مربوط حالت دو م باشد.
فرمیون ر های عمل کننده تعریف جبری روابط از کرد. تعریف |١⟩ = c† |◦⟩ صورت به را ی اشغال عدد با حالت

گرفت، نتیجه م توان

c† |١⟩ = c†c† |◦⟩ = ٠
c |١⟩ = cc† |◦⟩ = (١− c†c) |◦⟩ = |◦⟩

اعداد پایه ی که م آید در |Ψ(t)⟩ =
∑

n١,...,n∞
f(n١, . . . , n∞, t)|n١ . . . n∞⟩ ل ش به Ψ بس ذره ای موج تابع

با کردن عمل موق است. i ن مم اربیتال های تمام روی بر |ni⟩ = (c†i )
ni |◦⟩ مستقیم حاصل ضرب |n١ . . . n∞⟩ اشغال 

حالت این اگر اما م آوریم. دست به صفر باشد، نشده اشغال s حالت اگر که م کنیم توجه s اربیتال به مربوط فنای ر عمل
به «علامت» ی اما م گردد، صفر مربوطه اشغال عدد و م رود بین از s حالت در شده اشغال ترون ال باشد، شده اشغال

م آید: دست به زیر صورت

cs |n١ . . . ns . . . n∞⟩ = cs (c
†
١)

n١ . . . (c†s)
ns=١ . . . (c†∞)n∞ |◦⟩

= (−١)n١+...+ns−١ |n١ . . . ns−١, ٠, ns+١ . . . n∞⟩ (٢١)



٨

داشته ترون ال تا فرد  یا زوج تعداد به s از «قبل» اربیتال های اینکه به بسته است، ی منف یا مثبت اساسا علامت این
خواهیم دست از را فرمیون ها فیزی نشود، توجه علامت این به اگر فرمیون هاست. مشهور « «منف علامت این باشند.
اربیتال ها برای «ترتیب» ی که دارد ضرورت شود، لحاظ مساله در سازگاری صورت به علامت این اینکه برای داد!

باشیم. پایبند قرارداد این به فیزی کمیت های محاسبه آخر تا و کرده قرارداد
دوم کوانتش نمایش در هامیلتون نمایش به مربوط مراحل  بقیه ، فرمیون اشغال اعداد پایه ي برای فوق ملاحضات با
منف علامت مراعات که است شده تنظیم طوری ر ها عمل ترتیب (١٩) معادله ل ش در بوزون  هاست. مورد مانند عینا

باشد. شده نیز فرمیون

میدان ر عمل ٠ . ٢

کنیم، خلق است خورده برچسب i با که معین اربیتال در ذره ی اگر

c†i |◦⟩ = | ٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
i−١

١٠ . . . ٠⟩ ≡ |i⟩,

وقت .ϕi(x) = ⟨x|c†i |◦⟩ = ⟨x|i⟩ آمد: خواهد دست به |x⟩ پایه در فوق حالت تصویر از اربیتال این به مربوط موج تابع
داشت. خواهد وجود ϕi(x) احتمال دامنه فضابا x نقطه هر در ذره این م کند، خلق i اربیتال در را ذره ای c†i ر عمل که
.ψ†(x) |◦⟩ = |x⟩ که: طوری به کند، خلق x معین ان م ی در دقیقا را ذره که کنیم تعریف ری عمل م خواهیم حال

که م کنیم توجه منظور این تامین برای م شود. گفته ١ میدان ر عمل ψ†(x) خلق ر عمل به

ψ†(x) |◦⟩ =
∑
i

|i⟩⟨i|x⟩ =
∑
i

⟨i|x⟩ c†i |◦⟩ = |x⟩

م کند: پیشنهاد را زیر تعریف که

ψ†(x) =
∑
i

ϕ∗i (x)c
†
i ↔ ψ(x) =

∑
i

ϕi(x)ci. (٢٢)

ϕ∗i (x) = احتمال  دامنه (با i اربیتال  هر  در آن وجود از ناش م تواند x ان م در ذره  ی وجود که م کند بیان بالا رابطه
نشان دهیم بیایید مثال عنوان به کرد. بازنویس میدان رهای عمل حسب بر را هامیلتون ر عمل م توان حال باشد. (⟨i|x⟩

م آید: در زیر صورت به هامیلتون ر عمل نمایش

H =

∫
dxψ†(x)T (x)ψ(x) +

١
٢

∫ ∫
dxdx′ψ†(x)ψ†(x′)V (x− x′)ψ(x′)ψ(x). (٢٣)

بالا عبارت م بود، موج تابع ی میدان، ر عمل جای به ψ(x) اگر که م کنیم توجه بالا، رابطه اثبات به پرداختن از قبل
خاطر به برای روش صرفا تشابه این م شد. موج تابع این به مربوط هامیلتون چشم داشت مقدار شبیه ظاهری  ل ش لحاظ به
ظاهری  تشابه این است٢. خجعه» یم ح وقف «باغ عبارت حد در چیزی آن ارزش و است فرمول صحیح ل ش سپردن
کوانتش عبارت سپس  و شده گرفته جدی ψ(x) بودن موج تابع آن طبق بر که است دوم» «کوانتش بی مسمای اسم منشاء

دهد. ارتقاء ر عمل به را آن که م کند اصرار دوم

Field operator١

م بردیم. کار به عربی شمس حروف برابر در قمری حروف سپردن خاطر به برای مدرسه در را عبارت ٢این



٩ ر دی رهای عمل .٠ . ٣

م رسیم: (١٩) به (٢٢) از جاگذاری و (٢٣) از شروع با حال

H =

∫
dx

(∑
i

ϕ∗i (x)c
†
i

)
T (x)

(∑
j

ϕj(x)cj

)
+

١
٢

∫∫
dxdx′ ×(∑

i

ϕ∗i (x)c
†
i

)(∑
j

ϕ∗j (x
′)c†j

)
V (x− x′)

(∑
l

ϕl(x
′)cl

)(∑
k

ϕk(x)ck

)

=
∑
ij

(∫
dxϕ∗i (x)T (x)ϕj(x)

)
c†icj +

١
٢
∑
ijkl

(∫∫
dxdx′ϕ∗i (x)ϕ

∗
j (x

′)V (x− x′)ϕk(x)ϕl(x
′)

)
c†ic

†
jclck

=
∑
ij

⟨i|T |j⟩ c†icj +
١
٢
∑
ijkl

⟨ij|V |kl⟩ c†ic
†
jclck.

ر دی رهای عمل ٠ . ٣

سایر م توان است. بیان قابل میدان رهای عمل یا فنا و خلق رهای عمل حسب بر که نیست ری عمل تنها هامیلتون
داد. نشان رها عمل این حسب بر نیز را م باشد نظر یا تجربی علاقه مورد آنها به مربوط خیزهای و افت  که مهم رهای عمل
بخش این در را هستند اهمیت دارای ال چ ماده سیستم های مطالعه در که را رهایی عمل از برخ مثال ، چند عنوان به

م کنیم. معرف

جریان  ال چ و ال چ ر عمل ٠ . ٣ . ١

گیری اندازه پاسخ تابع ل ش به آن خیزهای و افت است ر هایی عمل مهمترین از ی حال عین در و ساده ترین ر عمل این
مطالعه دقت به را آن مختلف ل های ش دارد ضرورت همین برای است. سیستم تری دی ال تابع به مرتبط که م شود
نقطه در ال چ ر عمل فضاست. x نقطه کننده بیان  فقط x مختصه لذا و م کنیم نظر صرف ذرات اسپین از اجالتا کنیم.

بود: خواهد ل ش به میدان رهای عمل حسب بر فضا x

ρ(x) = ψ†(x)ψ(x),

حالت های آن ها توصیف برای مناسب طبیع اربیتا های لذا و هستند انتقال ناوردایی دارای ما علاقه مورد سیستم های اغلب
دارند: را تخت موج ساده ل ش اربیتال ها این آزاد، ترون ال تقریب در م شوند. زده برچسب k تکانه توسط و هستند بلاخ

⟨x|k⟩ = ١√
V
e−ik.x,

و میدان ر عمل بین رابطه بنابراین م کنند. زندگ آن در آزاد ترون های ال جعبه ای حجم از است عبارت V آن در که
م آید: در زیر ل ش به تخت موج اربیتال های به  مربوط رهای عمل

ψ(x) =
١√
V

∑
k

e−ik.xck (٢۴)

بود: خواهد زیر ل ش به ذرات ال چ ر عمل صورت این در

ρ(x) =
١
V
∑
k,p

ei(p−k).xc†pck =
١
V
∑
kq

eiq.xc†k+qck ≡ ١
V
∑
q

eiq.xρq



١٠

م دهد دست به زیر صورت به را ال چ خیز و افت q مولفه آخر تساوی که

ρq =
∑
k

c†k+qck (٢۵)

تکانه با ذره ی که پروسه هایی همه روی جم با است مرتبط ال چ خیز و افت q فوریه مولفه که م کند بیان رابطه این
ال چ خیز و افت با مرتبط ترون‐حفره ال زوج جرم مرکز تکانه م آورند. وجود به −k تکانه با حفره ی و k + q

م باشد. (k+ q) + (−k) = q

از برخ که دارد وجود مختلف راه های کار این برای آوریم. دست به جریان ال چ ر عمل برای عبارت باید حال
م کنند: صدق پیوستگ معادله در جریان ال چ و ال چ ر های عمل م آوریم. تمرین ها در را آن ها

ρ̇(x) +∇.j(x) = ٠ ⇒ −iρ̇q = q.jq (٢۶)

م آید: دست به زیر صورت به ال چ ر عمل زمان تحول H =
∑

k εkc
†
kck ذره ای تک هامیلتون برای

− iρ̇q = [H, ρq] = i
∑
p,k

εp[c
†
pcp, c

†
k+qck] =

∑
k

(εk+q − εk) c
†
k+qck ≡ q.jq.

که k کل تکانه  مبداء شیفت با اکنون م توان م کند. تعریف را جریان ال چ بردار طول مولفه بالا عبارت آخر تساوی
آورد: دست به متقارن تری عبارت م شود، زده جم آن روی بالا عبارت در

q.jq =
∑
k

(
εk+q/٢ − εk−q/٢

)
c†k+q/٢ck−q/٢ (٢٧)

درم آید: زیر ل ش به بالا عبارت است، εk = k٢/٢m که آزاد ترون های ال برای

q.jq =
∑
k

k.q

m
c†k+q/٢ck−q/٢ ⇒ jq =

ℏ
m

∑
k

k c†k+q/٢ck−q/٢ (٢٨)

از است عبارت بالا رابطه در k ماتریس  عنصر که است مهم نکته این به توجه است. شده اعاده نیز ℏ ثابت آخر قدم در که
تکانه از است عبارت q تکانه مشابه طریق به و [k+ q/٢]− [−(k− q/٢)] = k. ترون‐حفره: ال زوج نسبی تکانه
به نسبت ترون  ها ال نسبی تکانه با تری ال بار جریان که است طبیع کاملا معنا بدین ترون‐حفره. ال زوج جرم مرکز

شود. داده دارند مخالف بار که حفره ها
معتبر نیز εk کل کاملا نواری ساختار برای و نیست آزاد ترون های ال مربع پاشندگ رابطه مختص (٢٧) عبارت

آوریم: دست به و داده تیلور بسط را εk±q/٢ کمیت های م دهد ان ام q → ٠ پیوستار حد ، وضعیت چنین در است.

jq =
∑
k

c†k+q/٢

(
∂εk
ℏ∂k

)
ck−q/٢ =

∑
k

c†k+q/٢vk ck−q/٢ (٢٩)

سرعت م شود، تعریف εk دل خواه  پاشندگ رابطه با که  نواری ساختار ی در که م کنیم توجه بالا رابطه آخر قدم در
بالا رابطه کلاسی مشابه م آید. دست به بلاخ تکانه به نسبت نواری انرژی مشتق از است k بلاخ حالت در که ترون ال
c†c مشابه نقش n و م دهد دست به را واحد بار ی برای جریان ال چ که j = nv از است عبارت حقیق فضای در

دارد. را بالا عبارت
از که طریق همان به که، م کنیم توجه بار ال چ عبارت و بالا عبارت به وحدت بخش نگرش ی کسب منظور به
حال کرد. درست (εk, ℏk) چهار‐تکانه  م توان نیز تکانه و انرژی از ساخت، را (t,x) چهار‐بردار م توان فضا و زمان
م آید: دست به چهار‐تکانه به نسبت εk پاشندگ رابطه گیری مشتق از (ρq, jq) چهار‐جریان  به مربوط ماتریس عنصر

(ρq, jq) =
∑
k

c†k+q/٢

(
∂εk
∂εk

,
∂εk
ℏ∂k

)
ck−q/٢ (٣٠)
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نقاش زبان به (٣١) جابه جایی رابطه نمایش :١ ل ش

آن تسمیه  وجه که م شود گفته نیز «راس» گاه شده اند، داده نمایش چهار‐مشتق ل ش به که فوق ماتریس عناصر به
جریان ر عمل در شده ظاهر راس که است روشن فوق رابطه از شد. خواهد روشن فاینمن دیاگرام های با مواجهه در بعدها

است. کل خاصیت این م باشد. تکانه زوج تابع ال چ ر عمل به مربوط راس اما است، تکانه از فرد تابع ی
کنید: ثابت را زیر اتحاد (٢٧) رابطه آوردن دست به برای (تمرین)

[c†βcα, c
†
acb] = δαac

†
βcb − δβbc

†
acα, (٣١)

راس به که خط دیاگرام، این در نمود. نیز نقاش است، شده داده نشان ١ ل ش در که طریق به م توان را رابطه این
م شود، خارج مشترک راس از که خط و دارد را فنا ر عمل به مربوط کوانتوم حالت برچسب م شود وارد مشترک
تقریب و محاسبه کار ساده، نقاش های این دید خواهیم بعدها دارد. خود روی بر را شده خلق کوانتوم حالت برچسب

نمود. خواهند روان و شهودی بسیار را پیچیده جابه جاگر های
ال چ و بار ال چ برای عبارت هایی نیز بعدی d عبی ابرم گسسته  ه شب ی برای که است مناسب (تمرین):

رابطه از الهام با .H = −γ
∑

m,n c
†
mcn + c†ncm یرید ب نظر در را زیر بست تنگ  هامیلتون باشیم. داشته جریان

پنداشت: زیر ر عمل زمان مشتق را جریان ال چ کوانتوم نسخه j م توان = vn = dx
dt n کلاسی

P =
∑
R

R c†RcR

دهید: نشان هامیلتون و ر عمل این جابه جاگر محاسبه  با

j = iγ
∑
n,u

u
(
c†n+ucn − c†ncn+u

)
تبدیل م کند. وصل محور ها از ی مثبت جهت در خود ان همسای از ی به را معین سایت که است برداری u آن در که
عبارت های پیوستار، حد در است. تکانه از فردی تابع جریان راس که دهید نشان و کنید محاسبه را فوق عبارت فوریه

آورید. دست به جریان ر عمل q فوریه مولفه برای را وارون فضای در شده نوشته پیشین
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