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١ فصل

ای ذره بس بر درآمدی

میدهیم. توضیح ای ذره بس کلیت مورد در بخش این در

١



٢ ای ذره بس بر درآمدی .١



٢ فصل

الͺترونͬ گاز مدل و دوم کوانتش بر مقدمه�ای

: است زیر صورت به� Nذره برای زمان به وابسته شرودینͽر معادله

iℏ ∂tΨ(x۱, x۲, . . . , xN , t) = HΨ(x۱, x۲, . . . , xN , t) (١.٢)

شده تشͺیل ،V ، ذرات بین برهم�کنش پتانسیل انرژی و ،T ، جنبشͬ انرژی بخش دو از هامیلتونͬ و

است.

H =
N∑
k=۱

T (xk) +
۱
۲
∑
k ̸=l

V (xk, xl) (٢.٢)

گسسته�ای متغیر هر و xk مختصاتفضایͬ شامل که مͬ�کند اشاره kام مختصاتذره�ی به xk مولفه�ی

باشد. فرمیونͬ سیستم ͷی برای اسپین z مولفه�ی مانند

بسط ذره�ای ͷت موج توابع از کاملͬ مجموعه�ی براساس را ذره�ای بس موج تابع مͬ�توانیم اکنون

باشد تخت امواج از مجموعه�ای مͬ�تواند بزرگ همͽن سیستم ͷی برای ذره�ای ͷت موج توابع دهیم.

پتانسیل ͷی در بلوخ توابع از کاملͬ مجموعه�ی صورت به کریستالͬ شبͺه�ی ͷی در ذرات برای یا و

مͬ�گیریم: نظر در زیر صورت به را ذره ͷت موج توابع شود. درنظرگرفته مناسب تناوبͬ

ϕE۱(x۱), ϕE۲(x۲), . . . , ϕEN (xN)

ͷی برای مثال طور به مͬ�دهد. نمایش را ذره ͷت کوانتومͬ اعداد از کاملͬ مجموعه�ی Ekها که

.sz و p فرمیون�ها از سیستمͬ برای یا و است مناسب کوانتومͬ عدد p اسپین بدون بوزونͬ سیستم

٣



۴ الͺترونͬ گاز مدل و دوم کوانتش بر مقدمه�ای .٢

داریم: x۱ به نسبت ذره�ای بس موج تابع بسط با بنابراین

Ψ(x۱, x۲, . . . , xN , t) =
∑
E۱

C̄(x۲, . . . , xN , t) ϕE۱(x۱)

داشت: خواهیم کنیم، تͺرار دیͽر بار (N −۱) را کار این اگر و

Ψ(x۱, x۲, . . . , xN , t) =
∑

E۱,E۲,...,EN

C(E۱, E۲, . . . , EN , t)ϕE۱(x۱) ϕE۲(x۲) . . . ϕEN (xN)

(٣.٢)

ذره�ای دو موج توابع ساده�ی حالتِ برای بنابراین پادمتقارن. یا هستند متقارن یا ذره�ای بس موج توابع

داریم:

Ψ(x۱, x۲, t) = λ Ψ(x۲, x۱, t) (۴.٢)

: داشت خواهیم بالا عبارت در Ψ جایͽذاری با

∑
E۱,E۲

C(E۱, E۲, t) ϕE۱(x۱) ϕE۲(x۲) = λ
∑
E′

۱,E
′
۲

C(E ′
۱, E

′
۲, t) ϕE′

۱
(x۲) ϕE′

۲
(x۱)

مͬ�آوریم: بدست E ′
۲ = E۱ و E ′

۱ = E۲ فرض با حال

C(E۱, E۲, t) = λ C(E۲, E۱, t)

تابع با مشابه مشخصاتͬ بسط ضرایب بنابراین است. تعمیم قابل نیز ذره N با موج تابع برای که

دارد. موج

که این به توجه با مͬ�کنیم، جایͽذاری (١.٢) شرودینͽر معادله��ی در را (٣.٢) موج تابع اکنون

دارد. قرار بسط ضریب در ذره�ای بس� موج تابع زمانͬ ͬͽوابست

iℏ
∑

E′
۱...E

′
N

∂t C(E
′
۱, . . . , E

′
N , t) ϕE′

۱
(x۱) . . . ϕE′

N
(xN)

=

( N∑
k=۱

T (xk) +
۱
۲
∑
k ̸=l

V (xk, xl)

) ∑
E′

۱...E
′
N

∂t C(E
′
۱, . . . , E

′
N , t) ϕE′

۱
(x۱) . . . ϕE′

N
(xN)

(۵.٢)



۵

که معنͬ این به هستند متعامد ذره ͷت موج توابع چون

⟨E۱|E ′
۱⟩ = δE۱,E′

۱

مͬ�کنیم: ضرب را بالا رابطه�ی طرف دو در را زیر ∫عبارت
dx۱ . . . dxn ϕ†

E۱
(x۱) . . . ϕ

†
EN

(xN)

مͬ�باشد: زیر صورت به (۵.٢) معادله�ی چپ سمت برای عملیات این انجام

iℏ
∑

E′
۱...E

′
N

∂t C(E
′
۱, . . . , E

′
N , t) ⟨E۱|E ′

۱⟩ . . . ⟨EN |E
′
N⟩ = iℏ ∂t C(E۱, . . . , EN , t)

داشت: خواهیم دهیم، انجام را بالا عملیات نیز هامیلتونͬ جنبش̞ͬ انرژی بخش برای اگر

∑
E′

۱...E
′
N

C(E ′
۱, . . . , E

′
N , t)

∫
dx۱ . . . dxn ϕ

†
E۱
(x۱) . . . ϕ

†
EN

(xN)

( N∑
k=۱

T (xk)

)
ϕE′

۱
(x۱) . . . E

′
N(xN)

=
∑

E′
۱...E

′
N

C(E ′
۱, . . . , E

′
N , t) ⟨E۱|T |E ′

۱⟩⟨E۲|E ′
۲⟩ . . . ⟨EN |E

′
N⟩

+
∑

E′
۱...E

′
N

C(E ′
۱, . . . , E

′
N , t) ⟨E۱|E ′

۱⟩⟨E۲|T |E ′
۲⟩⟨E۳|E ′

۳⟩ . . . ⟨EN |E
′
N⟩

+ . . .

+
∑

E′
۱...E

′
N

C(E ′
۱, . . . , E

′
N , t) ⟨E۱|E ′

۱⟩⟨E۲|E ′
۲⟩ . . . ⟨EN−۱|E ′

N−۱⟩⟨EN |T |E
′
N⟩

=
∑
E′

۱

C(E ′
۱, E۲, E۳ . . . , EN , t) ⟨E۱|T |E ′

۱⟩

+
∑
E′

۲

C(E۱, E
′
۲, E۳ . . . , EN , t) ⟨E۲|T |E ′

۲⟩

+ . . .

+
∑
E′
N

C(E۱, E۲, E۳ . . . , E
′
N , t) ⟨EN |T |E ′

N⟩

=
N∑
k=۱

∑
W

⟨Ek|T |W ⟩ C(E۱, E۲, . . . , Ek−۱,W,Ek+۱, . . . , EN , t)



۶ الͺترونͬ گاز مدل و دوم کوانتش بر مقدمه�ای .٢

⟨Ek|T |W ⟩ ماتریسͬ عنصر آن در که مͬ�رسیم بالا رابطه�ی به جنبشͬ انرژی بخش برای بنابراین

مͬ�کند. بیان Wرا به Ek حالت از گذار احتمال

داشت: خواهیم نهایت در کنیم، تͺرار پتانسیل انرژی بخش برای را عملیات این اگر

iℏ ∂t C(E۱, . . . , EN , t)

=
N∑
k=۱

∑
W

⟨Ek|T |W ⟩ C(E۱, E۲, . . . , Ek−۱,W,Ek+۱, . . . , EN , t)

+
۱
۲

N∑
k ̸=l

∑
W,W ′

⟨EkEl|V |WW ′⟩

C(E۱, . . . , Ek−۱,W,Ek+۱, . . . , El−۱,W
′, El+۱, . . . , EN , t)

(۶.٢)

است: زیر صورت به ماتریسͬ عنصر آن در که

⟨EkEl|V |WW ′⟩ =
∫ ∫

dxkdxl ϕ
†
Ek
(xk) ϕ

†
El
(xl) V (xk, xl) ϕW (xk) ϕW ′(xl)

توابع از بسطͬ صورت به را ذره�ای بس موج تابع مͬ�توانیم که رسیدیم نتیجه این به اینجا تا بنابراین

که بنویسیم بسط ضریب برای را زمان به وابسته شرودینͽر معادله�ی سپس و نوشت ذره�ای ͷت موج

دارد. را ذره�ای بس موج تابع تابع مشخصات تمام

بوزون�ها ١.٢

λ = دارای۱ ( ۴.٢ ) معادله� در که هستند ذراتͬ بوزون�ها مͬ�گیریم. نظر در بوزونͬ یͷسیستم حال

داریم: تقارنͬ خاصیت این دلیل به هستند.

C(۱۲۱۳۱۴۵ . . . , t) = C(۱ . . .۱︸ ︷︷ ︸
n۱

۲ . . .۲︸ ︷︷ ︸
n۲

. . . . . . , t)



٧ بوزون�ها .١.٢

که طوری به باشیم داشته ... و ٢ حالت در ذره n۲ ،١ حالت در ذره n۱ مͬ�توانیم حالت این در

بیابیم: بسط ضریب برای معادلͬ مͬ�توانیم بنابراین باشد. ذرات کل تعداد با برابر
∑

i ni

C(E۱, E۲, . . . , t) ≡ C̄(n۱, n۲, . . . , n∞, t)

مͬ�کنیم: توجه ذره�ای بس موج تابع برای بهنجارش شرط به

∫
dx۱ · · · dxN Ψ†(x۱, . . . , xN , t) Ψ(x۱, . . . , xN , t) = ۱ (٧.٢)∑

E′
۱,...,E

′
N

∑
E۱,...,EN

C(E ′
۱, . . . , E

′
N , t) C(E۱, . . . , EN , t)⟨E ′

۱|E۱⟩ . . . ⟨E ′
N |EN⟩ = ۱

مͬ�آوریم: بدست هستند، متعامد ذره ͷت موج توابع که این به توجه با

∑
E۱,...,EN

|C(E۱, . . . , EN , t)|۲ = ۱

کنیم: بازنویسͬ C̄ با را بالا شرط مͬ�توانیم

∑
n۱,...,n∞

|C̄(n۱, . . . , n∞, t)|۲
∑

E۱,...,EN

(۱) = ۱

∑
n۱,...,n∞

|C̄(n۱, . . . , n∞, t)|۲
N !

n۱! . . . n∞!
= ۱

بنویسیم: ساده�تر را بالا رابطه�ی بتوانیم تا کنیم تعریف دیͽری کمیت مͬ�توانیم

f =

(
N !

n۱! . . . n∞!

)۱
۲
C̄∑

n۱,...,n∞

|f(n۱, . . . , n∞, t)|۲ = ۱

دلیل مͬ�پردازیم. کار این به ادامه در که بنویسیم f برای را (۶.٢) معادله�ی مͬ�توانیم تعریف این با

برویم مسئله مناسب کوانتومͬ عدد فضای به ذرات مختصات فضای از که است این کار این انجام



٨ الͺترونͬ گاز مدل و دوم کوانتش بر مقدمه�ای .٢

داشت: خواهیم جنبشͬ انرژی بخش برای است. دوم کوانتش هدف که

N∑
k=۱

∑
W

⟨Ek|T |W ⟩ C(E۱, E۲, . . . , Ek−۱,W,Ek+۱, . . . , EN , t)

=
N∑
k=۱

∑
W

⟨Ek|T |W ⟩ C̄(n۱, . . . , nEk −۱, . . . , nW +۱, . . . , n∞, t) (٨.٢)

=
∑
E

∑
W

⟨E|T |W ⟩ nE C̄(n۱, . . . , nE −۱, . . . , nW +۱, . . . , n∞, t) (٩.٢)

کوانتومͬ عدد و کمتر بار ͷی Ek کوانتومͬ عدد شده، مشخص (٨.٢) رابطه�ی در که گونه همان

انجام k با که ذرات روی بندی جمع (٩.٢) رابطه�ی در چنین هم مͬ�افتد. اتفاق بیشتر بار ͷی W

که آن مناسب ژاکوبین کردن وارد با که مͬ�گردد تعویض E کوانتومͬ عدد روی جمع با مͬ�شود

مͬ�گیرد. صورت است، nE همان

آوردیم: بدست ساده نمادگذاری ͷی در جنبشͬ انرژی بخش برای بنابراین

N∑
k=۱

∑
W

⟨Ek|T |W ⟩ C(E۱, E۲, . . . , Ek−۱,W,Ek+۱, . . . , EN , t)

=
∑
i

∑
j

ni ⟨i|T |j⟩ C̄(n۱, . . . , ni −۱, . . . , nj +۱, . . . , n∞, t)

هامیلتونͬ کل برای را آن نهایت در و مͬ�دهیم ادامه جنبشͬ انرژی بخش با را محاسبات اکنون

مͬ�نویسیم:

iℏ ∂t C̄(n۱, n۲, . . . , n∞, t)

=
∑
i

∑
j

ni ⟨i|T |j⟩ C̄(n۱, . . . , ni −۱, . . . , nj +۱, . . . , n∞, t)

+... (١٠.٢)



٩ بوزون�ها .١.٢

شده استفاده ... علامت از مͬ�شود، هم پتانسیل بخش شامل بالا معادله�ی شود تاکید این�که برای

داشت: خواهیم بنویسیم، f برای را بالا معادله�ی اگر است.

iℏ
√
n۱! . . . n∞!

N !
∂t f(n۱, . . . , n∞, t)

=
∑
ij

⟨i|T |j⟩ ni

√
n۱! . . . (ni −۱)! . . . (nj +۱)! . . . n∞!

N !

f(n۱ . . . ni −۱ . . . nj +۱ . . . n∞, t)

+... (١١.٢)

iℏ ∂t f(n۱, . . . , n∞, t)

=
∑
ij

⟨i|T |j⟩
√

(nj +۱)ni f(n۱ . . . ni −۱ . . . nj +۱ . . . n∞, t)

+... (١٢.٢)

داشت: خواهیم زیر، صورت به سیستم موج تابع گرفتن نظر در با

|Ψ⟩ =
∑

n۱,...,n∞

f(n۱, . . . , n∞, t) |n۱ . . . n∞⟩

|n۱, . . . , n∞⟩ = |n۱⟩ ⊗ |n۲⟩ ⊗ . . . |n∞⟩ (١٣.٢)

iℏ ∂t|Ψ⟩ =
∑

n۱,...,n∞

iℏ ∂tf(n۱, . . . , n∞)|n۱ . . . n∞⟩

=
∑

n۱,...,n∞

∑
ij

⟨i|T |j⟩
√

(nj +۱)ni f(n۱ . . . ni −۱ . . . nj +۱ . . . n∞, t)

× |n۱ . . . ni . . . nj . . . n∞⟩

+... (١۴.٢)



١٠ الͺترونͬ گاز مدل و دوم کوانتش بر مقدمه�ای .٢

زیر متغیر تغییر از حال کرده�ایم. جایͽذاری (١٢.٢) از را iℏ ∂tf(n۱, . . . , n∞) بالا معادله�ی در که

مͬ�کنیم: بازنویسͬ را بالا معادله�ی و مͬ�کنیم استفاده

ñi = ni −۱, ñj = nj +۱

iℏ ∂t|Ψ⟩ =
∑

n۱,...ñi...ñj ...,n∞

∑
ij

⟨i|T |j⟩
√
ñj(ñi +۱)

× f(n۱ . . . ñi . . . ñj . . . n∞, t)|n۱ . . . ñi +۱ . . . ñj −۱ . . . n∞⟩

+... (١۵.٢)

مͬ�رسیم: زیر معادله�ی به و مͬ�دهیم متغیر تغییر n به ñ از دوباره

iℏ ∂t|Ψ⟩ =
∑

n۱,...,ni...,nj ...,n∞

∑
ij

⟨i|T |j⟩
√
nj(ni +۱)

× f(n۱ . . . ni . . . nj . . . n∞, t)|n۱ . . . ni +۱ . . . nj −۱ . . . n∞⟩

+... (١۶.٢)

͹هماهن نوسانͽر برای کوانتوم در چه آن همانند مͬ�کنیم، تعریف زیر صورت به را a† و a عملͽر دو

مͬ�بردیم: کار به ساده

âi
† |ni⟩ =

√
ni +۱ |ni +۱⟩

âj |nj⟩ =
√
nj |nj −۱⟩ (١٧.٢)

مͬ�دانیم چون و

|n۱, . . . , ni +۱, . . . , nj −۱, . . . n∞⟩ = |n۱⟩ ⊗ . . . |ni +۱⟩ ⊗ . . . |nj −۱⟩ ⊗ . . . |n∞⟩



١١ فرمیون�ها .٢.٢

درمͬ�آید: زیر صورت به (١۶.٢) معادله��ی

iℏ ∂t |Ψ⟩

=
∑

n۱...n∞

∑
ij

⟨i|T |j⟩ f(n۱, . . . , n∞, t) âi
† âj |n۱⟩ ⊗ . . . |ni⟩ ⊗ . . . |nj⟩ ⊗ . . . |n∞⟩

+...

=
∑
ij

⟨i|T |j⟩ âi† âj
∑

n۱...n∞

f(n۱, . . . , n∞, t) |n۱, . . . , n∞⟩+ ...

=
∑
ij

⟨i|T |j⟩ âi† âj |Ψ⟩+ ... (١٨.٢)

مشابه محاسباتͬ انجام با آمدند. بدست i ̸= j فرض با بالا معادلات همه�ی که است ذکر به لازم

داشت: خواهیم پتانسیل بخش برای

iℏ ∂t |Ψ⟩ =
(∑

ij

⟨i|T |j⟩ âi† âj +
۱
۲
∑
ijkl

⟨ij|V |kl⟩ âi† âj† âl âk
)
|Ψ⟩ (١٩.٢)

صورت به دوم کوانتش نمایش در هامیلتونͬ که مͬ�گیریم نتیجه شرودینͽر معادله�ی براساس بنابراین

مͬ�آید: در زیر

H =
∑
ij

⟨i|T |j⟩ âi† âj +
۱
۲
∑
ijkl

⟨ij|V |kl⟩ âi† âj† âl âk (٢٠.٢)

فرمیون�ها ٢.٢

برابر (۴.٢) رابطه�ی در λ فرمیون�ها برای مͬ�پردازیم. فرمیونͬ سیستم ͷی بررسͬ به قسمت این در

است. پادمتفارن فرمیونͬ سیستم ͷی که معنͬ این به است. -١ با

C(. . . Ei . . . Ej . . . , t) = − C(. . . Ej . . . Ei . . . , t)

C(E۱ . . . EN , t) ≡ C̄(n۱ . . . n∞, t)



١٢ الͺترونͬ گاز مدل و دوم کوانتش بر مقدمه�ای .٢

و باشد متفاوت Ej کوانتومͬ عدد با Ei کوانتومͬ عدد باید که مͬ�کند بیان پادتقارن شرط بنابراین

عدد که است این بیانͽر بالا رابطه�ی براساس امر این مͬ�شود. صفر C ضریب صورت این غیر در

مͬ�باشد. پاؤلͬ طرد اصل همان که ͷی یا است صفر یا ni اشغال

است: برقرار زیر جبری روابط فرمیون�ها برای

{c†r, cs} = δr,s

{c†r, c†s} = {cr, cs} = ۰ (٢١.٢)

فرمیون�ها. برای اینجا در البته کردیم تعریف (١٧.٢) در که است عملͽرهایͬ همان بیانͽر c و c† که

است. برقرار پادجابجایͬ روابط فرمیون�ها برای بنابراین

{A,B} = AB +BA

یافت: دست زیر نتایج به مͬ�توان فرمیون�ها جبری روابط از

cr c
†
r = ۱− c†r cr •

c†r c
†
r = cr cr = ۰ •

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ϕr حالت در الͺترون�ها تعداد هم�چنین

nr = c†r cr (٢٢.٢)

n۲
r = (c†rcr)(c

†
rcr) = c†r (cr c

†
r) cr = c†r cr = nr

مͬ�رسیم. پاؤلͬ طرد اصل به نیز بالا رابطه�ی از بنابراین

فضای مͬ�دهد نشان که مͬ�یابیم دست زیر روابط به فرمیون�ها بین پادجابجاگریِ روابط از استفاده با



١٣ میدان عملͽر .٣.٢

مͬ�باشد: پایه دو دارای هیلبرت

c†|۰⟩ = |۱⟩

c†|۱⟩ = ۰

c |۰⟩ = c c†|۰⟩ = (۱− c† c)|۰⟩ = |۰⟩

(٢٣.٢)

|Ψ(t)⟩ =
∑

n۱,...,n∞

f(n۱, . . . , n∞, t)|n۱ . . . n∞⟩

|ni⟩ = (c†i )
ni |۰⟩ (٢۴.٢)

cs |n۱ . . . ns . . . n∞⟩ = cs (c
†
۱)
n۱ . . . (c†s)

ns . . . (c†∞)n∞ |۰⟩

=


(−۱)n۱+...+ns−۱ |n۱ . . . ns−۱۰ns+۱ . . . n∞⟩ ns = ۱

۰ ns = ۰
شد. بیان (٢٠.٢) در که بوزون�هاست شبیه فرمیون�ها برای دوم کوانتش نمایش در هامیلتونͬ

میدان عملͽر ٣.٢

به توجه با

c†i |۰⟩ = |۰ . . .۰︸ ︷︷ ︸
i−۱

۱۰ . . .۰⟩

عملͽر نام به دیͽری عملͽر اکنون مͬ�شود. تعریف ϕi(x) = ⟨x|c†i صورت⟨۰| به ذره ͷت اوربیتال

مͬ�کنیم: استفاده آن از ادامه در و مͬ�کنیم تعریف ١ میدان

ψ̂†(x) =
∑
µ

ϕ∗
µ(x) c

†
µ (٢۵.٢)

ψ̂†(x)|۰⟩ = |x⟩

field operator١



١۴ الͺترونͬ گاز مدل و دوم کوانتش بر مقدمه�ای .٢

ψ̂†(x)|۰⟩ =
∑
µ

⟨µ|x⟩ c†µ |۰⟩ =
∑
µ

|µ⟩⟨µ|x⟩ = |x⟩

داریم قصد مرحله این در است. جایͽزیده x در که است ذره�ای ͷت حالت ایجاد میدان عملͽر اثر

انجام حالا که کاری واقع در بنویسیم. میدان براساسعملͽر را دوم نمایشکوانتش در هامیلتونͬ که

بنویسیم، میدان عملͽر برحسب زیر صورت به را هامیلتونͬ اگر مͬ�دهیم نشان که است این مͬ�دهیم

مͬ�رسیم. (٢٠.٢) هامیلتونͬ همان به

H =

∫
dx ψ̂†(x) T (x) ψ̂(x) +

۱
۲
∫ ∫

dx dx′ ψ̂†(x) ψ̂†(x′) V (x− x′) ψ̂(x′) ψ̂(x)

(٢۶.٢)

H =

∫
dx

(∑
i

ϕ∗
i (x) c

†
i

)
T (x)

(∑
j

ϕj(x) cj

)
+

۱
۲
∫ ∫

dx dx′
(∑

i

ϕ∗
i (x) c

†
i

)(∑
j

ϕ∗
j(x

′) c†j

)
V (x− x′)(∑

l

ϕl(x
′) cl

)(∑
k

ϕk(x) ck

)
=

∑
ij

(∫
dxϕ∗

i (x) T (x) ϕj(x)

)
c†i cj

+
۱
۲
∑
ijkl

(∫ ∫
dx dx′ϕ∗

i (x) ϕ
∗
j(x

′) V (x− x′) ϕk(x) ϕl(x
′)

)
c†i c

†
j cl ck

=
∑
ij

⟨i|T |j⟩ c†i cj +
۱
۲
∑
ijkl

⟨ij|V |kl⟩ c†i c
†
j cl ck

�� هستند: بلاخ اوربیتال�های میدان عملͽرهای گاه آن باشد، داشته انتقالͬ تقارن سیستم اگر

ψ̂†(x) =
∑
k

۱√
υ
eik.x c†k



١۵ میدان عملͽر .٣.٢

داریم: هامیلتونͬ برهم�کنشͬ غیر بخش برای بنابراین

H۰ =

∫
dx ψ̂†(x) (

−ℏ۲

۲m ▽۲
x ) ψ̂(x)

=

∫
dx
∑
kk′

۱√
υ
eik.x c†k (

−ℏ۲

۲m ▽۲
x )

۱√
υ
e−ik

′.x c′k

=
∑
k

ℏ۲k۲

۲m c†k ck

=
∑
k

εk c
†
k ck

تقارن با سیستم در الͺترون�ها اگر مͬ�باشد. آزاد ذره�ی نواریِ ساختار انرژی بالا معادله�ی در εk

داشت: خواهیم باشند، داشته کولنͬ برهم�کنش انتقالͬ،

HV =
۱
۲
∫ ∫

dx dx′ ψ̂†(x) ψ̂†(x′) V (x− x′) ψ̂(x′) ψ̂(x)

=
۱

۲υ۲

∫ ∫
dx dx′

∑
k۱k۲k۳k۴

eik۱.x eik۲.x′ e۲ e−µ|x−x′|

|x− x′|
e−ik۳.x′

e−ik۴.x

× c†k۱
c†k۲

ck۳ ck۴

حل برای .µ → ۰ نهایت در و مͬ�کنیم استفاده e−µ|x−x′| از انتͽرال واگرایͬ از جلوگیری برای

مͬ�رویم. ذرات نسبͬ موقعیت و جرم مرکز دستͽاه به بالا انتͽرال

x− x′ = r,
x+ x′

۲ = R

مͬ�آید. در زیر صورت به بالا انتͽرال بنابراین است، ͷی متغیر تغییر این ژاکوبین

HV =
e۲

۲υ۲
∑

k۱k۲k۳k۴

∫ ∫
dr dR ei(k۱+k۲−k۳−k۴).R ei(k۱−k۲+k۳−k۴).r/۲ e−µr

r

× c†k۱
c†k۲

ck۳ ck۴

کنیم: حذف را k متغیرهای از ͬͺی مͬ�توانیم دیراک دلتای تابع خاصیت و زیر انتͽرال دانستن با

۱
υ

∫
dR ei(k۱+k۲−k۳−k۴).R = δk۱+k۲,k۳+k۴



١۶ الͺترونͬ گاز مدل و دوم کوانتش بر مقدمه�ای .٢

k۱ = p− q, k۲ = k+ q

k۳ = k, k۴ = p

HV =
۱
۲υ e

۲∑
kpq

V (q) c†p−q c
†
k+q ck cp (٢٧.٢)

V (q) =

∫
dr

e−iq.r e−µr

r
=

۴π
q۲ + µ۲

µ→ ۰ V (q) =
۴π
q۲

He =
∑
k

εk c
†
k ck +

۱
۲υ e

۲∑
kpq

V (q) c†p−q c
†
k+q ck cp (٢٨.٢)

مͬ�کنیم. معطوف HV بخش به را خود توجه اکنون

HV =
۱
۲υ e

۲
′∑

kpq

V (q) c†p−q c
†
k+q ck cp +

۱
۲υ e

۲∑
kp

۴π
µ۲ c†p c

†
k ck cp

q = ۰ شامل اول جمله�ی این�که بر تاکید برای و کرده�ایم جدا را q = ۰ جمله�ی بالا هامیلتونͬ در

داده�ایم. قرار پریم علامت جمع بالای نمͬ�باشد،

۱
۲υ e

۲ ۴π
µ۲
∑
kp

c†p c
†
k ck cp =

۱
۲υ e

۲ ۴π
µ۲
∑
kp

c†p nk cp

[nk, cp] = [c†k ck, cp] = c†k{ck, cp} − {c†k, cp}ck = −δk,p ck

nk cp = cp nk − δk,p ck



١٧ ژله�ای مدل .۴.٢

مͬ�شود: زیر صورت به q = ۰ جمله�ی بالا، جبری رابطه�ی از استفاده با

۱
۲υ e

۲ ۴π
µ۲
∑
kp

c†p nk cp

=
۱
۲υ e

۲ ۴π
µ۲
∑
kp

(
c†p cp nk − δk,p c

†
p ck

)

=
۱
۲υ e

۲ ۴π
µ۲

(∑
kp

np nk −
∑
k

nk

)

=
۱
۲υ e

۲ ۴π
µ۲ (N̂۲ − N̂)

=
۱
۲ e۲

N۲

υ

۴π
µ۲ − ۱

۲ e۲
N

υ

۴π
µ۲

عملͽر بالا رابطه��ی در مͬ�توانیم پس مͬ�کنیم، کار ثابت ذرات تعداد با سیستم�ها با ما این�که دلیل به

کنیم. جایͽذاری ویژه�مقدارش با را ذرات تعداد

که ،µ→ سپس۰ و L→ ∞ ابتدا در مͬ�گیرد، قرار بررسͬ مورد خنثͬ ماده�ی خواصحجمͬ چون

در دوم جمله�ی حد این در باشد. ξ ≪ L باید باشد، مشخصه طول ͷی ξ = ۱
L
اگر است این بیانͽر

مͬ�شود. صفر بالا عبارت

He =
∑
k

εk c
†
k ck +

e۲

۲υ
′∑

kpq

۴π
q۲

c†p−q c
†
k+q ck cp +

e۲

۲
N۲

υ

۴π
µ۲ (٢٩.٢)

ژله�ای مدل ۴.٢

سیستم که این برای اما مͬ�باشد. الͺترون�ها برهم�کنشͬ و جنبشͬ بخش برای بالا محاسبات همه�ی

جملات بنابراین مͬ�گیریم. نظر در نیز زمینه� یͺنواخت بارِ توزیع ͷی باشد، خنثͬ ͬͺتریͺال نظر از

مͬ�شود. اضافه سیستم هامیلتونͬ به دیͽری

H = He +Hb +He−b



١٨ الͺترونͬ گاز مدل و دوم کوانتش بر مقدمه�ای .٢

کردیم. محاسبه (٢٩.٢) در که مͬ�دهیم نمایش He با را الͺترون�ها به مربوط بخش

Hb =
۱
۲ e۲

∫ ∫
dx dx′ nb(x) nb(x

′) e−µ |x−x′|

|x− x′|
(٣٠.٢)

نمایشمͬ�دهند. nb(x) با را ذراتآن چͽالͬ که مثبتمͬ�باشد زمینه�ی توصیفکننده�ی Hbهامیلتونͬ

برای هم�چنین مͬ�کنیم. صرف��نظر nb(x) مͺانͬ ͬͽوابست از زمینه، بار چͽالͬ بودن فرضیͺنواخت با

کرد. خواهد میل صفر به µنهایت در که شده استفاده نمایͬ عامل از انتͽرال واگرایͬ از جلوگیری

Hb =
۱
۲ e۲ (

N

υ
)۲
∫ ∫

dx dx′ e
−µ |x−x′|

|x− x′|

داشت: خواهیم کنیم، استفاده جرم مرکز و نسبͬ مختصه�ی از اگر

Hb =
۱
۲ e۲ (

N

υ
)۲
∫ ∫

dR dr
e−µ r

r

=
۱
۲ e۲ υ (

N

υ
)۲
∫

dr ۴π r e−µ r

= −۱
۲ e۲

N۲

υ
∂µ

∫ ∞

۰
dr e−µr

=
۱
۲ e۲

N۲

υ

۴π
µ۲ (٣١.٢)

زمینه بار چͽالͬ بودن یͺنواخت به توجه با و مͬ�گیریم نظر در را زمینه بار با الͺترون برهم�کنش حال

داریم:

He−b = −e۲
N∑
i=۱

∫
dx

nb(x) e
−µ |x−xi|

|x− xi|
(٣٢.٢)

= −e۲N
υ

N∑
i=۱

∫
dx

e−µ |x−xi|

|x− xi|

x− xi = r

He−b = −e۲ N۲

υ

∫
dr

e−µr

r

= −e۲ N۲

υ

۴π
µ۲
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درمͬ�آید: زیر صورت به سیستم کل هامیلتونͬ بالا محاسبات به توجه با

H = He +Hb +He−b

=
∑
kσ

εk c
†
kσ ckσ +

e۲

۲υ
′∑

kpq
σσ′

۴π
q۲

c†p−qσ c
†
k+qσ′ ckσ′ cpσ (٣٣.٢)

که است بالا صورت به اسپین گرفتن نظر در با مثبت زمینه�ی بار در الͺترونͬ سیستم کل هامیلتونͬ

این بیانͽر جمع روی پریم علامت که مͬ�کنیم تاکید هم باز مͬ�گویند. ژله�ای مدل هامیلتونͬ آن به

ندارد. وجود جمع در q = ۰ جمله�ی که است

H۰ با را آن که درمͬ��آید زیر صورت به هامیلتونͬ بنابراین است، خاموش برهم��کنش مͬ�کنیم فرض

مͬ�دهیم: نمایش

H۰ =
∑
kσ

ℏ۲k۲

۲m c†kσ ckσ

مͬ�شود: داده نمایش fermi sea با دوم کوانتش نمایش در برهم�کنش بدون سیستم پایه��ی حالت

|FS⟩ = |ψo⟩ =
∏

|k|≤kF

c†k|۰⟩ (٣۴.٢)

بردار بزرگترین به که مͬ�شود اشغال الͺترون�ها با انرژی نوار در k هر برهم�کنش بدون سیستم برای

تابع صورت این در مͬ�شود. داده نمایش kF با و مͬ�شود گفته فرمͬ موج بردار شده، اشغال موج

است. شده اشغال الͺترون�ها با آن داخل نقاط همه� که است kF شعاع به کره�ای موج،

کنیم. محاسبه بالا پایه�ی حالت به توجه با را ذرات تعداد عملͽر انتظاری مقدار که داریم قصد اکنون

N̂ =
∑
kσ

n̂kσ =
∑
kσ

c†kσ ckσ
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⟨N̂⟩ = ⟨FS|N̂ |FS⟩

=
∑
kσ

⟨FS|n̂kσ|FS⟩

=
∑
kσ

θ(kF − |k|)

= ۲
∑
k

θ(kF − |k|)

است. شده وارد بالا محاسبات در ٢ ضریب شده، اشغال مخالف اسپین با الͺترون دو با k هر چون

کنیم: تبدیل انتͽرال به را جمع مͬ�توانیم زیر رابطه�ی از استفاده با حال

∑
k

=
υ

(۲π)۳
∫
dk

⟨N̂⟩ = N = ۲ υ

(۲π)۳
∫ kF

۰
dk

N

υ
=

۱
۳π۲k

۳
F (٣۵.٢)

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را مͬ�شود داده اختصاص الͺترون هر به که حجمͬ

υ

N
=

۴π
۳ (rsa۰)۳ (٣۶.٢)

بعد بدون کمیت ͷی rs = r۰
a۰ � آن�گاه باشد، بور شعاع a۰ = ℏ۲

me۲ و ذره�ای بین فاصله�ی r۰ اگر

بود. خواهد

مͬ�کنیم: تعریف را زیر کمیت�های دارد، طول بعد r۰ این�که به توجه با

ῡ =
υ

r۳۰
k̄ = r۰k p̄ = r۰p q̄ = r۰q

درمͬ�آید: زیر بعد بدون شͺل به (٣٣.٢) هامیلتونͬ بالا کمیت�های از استفاده با

H = H۰ +H۱

=
e۲

a۰r۲s

(∑
k̄σ

۱
۲ k̄

۲
c†
k̄σ
ck̄σ +

rs
۲ῡ

′∑
k̄p̄q̄
σσ′

۴π
q̄۲

c†p̄−q̄σ c
†
k̄+q̄σ′ ck̄σ′ cp̄σ

)
(٣٧.٢)
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این در بنابراین و است H۰ ≫ H۱ بالا) چͽالͬ حد معنͬ به r۰ → ۰ با (معادل rs → ۰ حد در

مͬ�کند. عمل اختلال صورت به پتانسیل انرژی حد

قابل ذره�ای بین فاصله�ی با k−۱
F � که مͬ�آوریم بدست (٣۶.٢) و (٣۵.٢) رابطه�ی دو از استفاده با

مͬ�باشد. مقایسه

kF =

(۹π
۴
)۱

۳
r−۱
۰ ≈ ۱٫۹۲ r−۱

۰ (٣٨.٢)

مͬ�کنیم: عمل زیر صورت به H۰ انتظاری مقدار محاسبه�ی برای

E(۰) = ⟨FS|H۰|FS⟩ =
∑
kσ

ℏ۲k۲

۲m ⟨FS|n̂kσ|FS⟩

=
∑
kσ

ℏ۲k۲

۲m θ(kF − |k|)

=
∑
σ

ℏ۲

۲m
υ

(۲π)۳
∫ kF

۰
dk k۲

= ۲ ℏ۲

۲m
υ

(۲π)۳
۱
۵ k۵

F

=
۳
۵

ℏ۲k۲
F

۲m N

=
۳
۵
(۹π

۴
)۲

۳ e۲

۲a۰
N

r۲s
(٣٩.٢)

داریم: است، هیدروژن اتم ͷی پیوند انرژی با برابر که ۱ Ry = e۲/۲a۰ ≈ ۱۳٫۶ eV تعریف با

E(۰)

N
=

۲٫۲۱۱
r۲s

Ry (۴٠.٢)

مͬ�کنیم: محاسبه اختلال اول مرتبه�ی در را برهم�کنش انرژی حال

E(۱) = ⟨FS|H۱|FS⟩ =
e۲

۲υ
′∑

kpq
σσ′

۴π
q۲

⟨FS|c†p−qσ c
†
k+qσ′ ckσ′ cpσ|FS⟩ (۴١.٢)

فرمͬ کره�ی pσدر و kσ′ حالت�های باید باشد، داشته صفر جوابغیر بالا ماتریسͬ عنصر این�که برای

عملͽرهای اعمال اثر در و هستند نشده اشغال حالت�های صورت این غیر در زیرا باشند داشته قرار
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ایجاد فرمͬ کره�ی در حفره دو نابودی عملͽرهای اعمال از بنابراین مͬ�دهند. صفر جواب نابودی

بازآرایͬ را پایه حالت و شوند اشغال دوباره حفره دو آن خلق عملͽرهای اعمال از باید و مͬ�شود

دارد: وجود احتمال دو تنها بنابراین باشد. داشته جواب بالا ماتریسͬ عنصر تا کنند

اول: حالت

k+ q σ′ = kσ′ p− q σ = pσ

دوم: حالت

k+ q σ′ = pσ p− q σ = kσ′

ماتریسͬ عنصر نیست. قبول قابل و ندارد وجود جمع در اصلا که است q = ۰� با متناظر اول حالت

درمͬ�آید: زیر شͺل به دوم حالت برای

⟨FS|c†p−qσ c
†
k+qσ′ ckσ′ cpσ|FS⟩

= δk+q,p δσσ′ ⟨FS|c†kσ c
†
k+qσ′ ckσ′ ck+qσ|FS⟩

= −δk+q,p δσσ′ ⟨FS|nkσ nk+qσ′ |FS⟩

= −δk+q,p δσσ′ θ(kF − |k|) θ(kF − |k+ q|)

درمͬ�آید: زیر صورت به E(۱) بنابراین

E(۱) = − e۲

۲υ
′∑

kq
σ

۴π
q۲

θ(kF − |k|) θ(kF − |k+ q|) (۴٢.٢)

مͬ�رسیم. E(۱) برای زیر رابطه�ی به جمع عملیات انجام از بعد

E(۱)

N
= −۰٫۹۱۶

rs
Ry (۴٣.٢)

تمرین:

آورید. بدست را (۴٣.٢) رابطه�ی
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درآمد: زیر صورت به اختلال اول مرتبه�ی تا ذره بر انرژی بالا، چͽالͬ حد در تاکنون

E

N
=
(۲٫۲۱۱

r۲s
− ۰٫۹۱۶

rs

)
Ry (۴۴.٢)

انرژی بیانͽر دوم جمله�ی مͬ�باشد. فرمͬ گاز الͺترون�های جنبشͬ انرژی بالا رابطه�ی در اول جمله�ی

با الͺترون�ها برهم�کنش انرژی از ناشͬ تبادلͬ انرژی این مͬ�باشد. منفͬ و است الͺترون�ها تبادل٢ͬ

برهم�کنش و زمینه بار انرژی با که مͬ�شود ٣نامیده مستقیم انرژی q = ۰� بخش مͬ�باشد. q ̸= ۰�

شد. حذف زمینه بار با الͺترون

وجود (r∗s) بهینه ذره�ای بین فاصله�ی ͷی که مͬ�کند تضمین (۴۴.٢) انرژی رابطه�ی در منفͬ علامت

محاسبه�ی با انرژی کمینه�ی مͬ�دهد. را E∗ < ۰ انرژی علاوه به و مͬ�کند کمینه را انرژی که دارد

مقایسه زیر در سدیم برای تجربͬ نتایج با آمده بدست نتایج و مͬ�آید بدست ∂
∂rs

(E(۰)+E(۱)) = ۰

است: شده

r∗s = ۴٫۸۳, E∗

N
= −۰٫۰۹۵ Ry = −۱٫۲۹ eV

rs = ۳٫۹۶, E

N
= −۰٫۰۸۳ Ry = −۱٫۱۳ eV

تئوری طبق بنابراین کنیم. محاسبه اختلال دوم مرتبه�ی در را الͺترون�ها برهم�کنش داریم قصد اکنون

داریم: دوم مرتبه اختلال

E(۲) =
∑
ν

⟨FS|H۱|ν⟩⟨ν|H۱|FS⟩
E(۰) − Eν

=
∑
ν

|⟨ν|H۱|FS⟩|۲

E(۰) − Eν
(۴۵.٢)

بخواهیم اگر مͬ�کند. خلق الͺترون دو و مͬ�کند نابود فرمͬ کره�ی در الͺترون دو استکه H۱فرایندی

یعنͬ باشد، فرمͬ کره�ی از شده نابود الͺترون�های باید باشد، داشته صفر غیر جواب ماتریسͬ عنصر

که باشند متفاوت |FS⟩ با باید |ν⟩ میانه�ی حالت�های هم�چنین شود. ایجاد فرمͬ کره�ی در حفره دو

Exchang energy٢
Direct energy٣
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٢ مرتبه اختلال در ممͺن حالت دو :١.٢ شͺل

فرمͬ کره�ی از خارج در الͺترون دو که هستند حالت�هایͬ برهم�کنشکولنͬ، مومنتوم̧ بقای به توجه با

بازگردند فرمͬ کره�ی به برانͽیخته الͺترون�های باید میانه حالت�های این از |FS⟩ ایجاد برای دارند.

داریم: زیر صورت به را |ν⟩ میانه�ی حالت کنند. پر را حفره�ها و

|ν⟩ = θ(|k۱ + q| − kf )θ(|k۲ − q| − kf )θ(kf − |k۱|)θ(kf − |k۲|)

c†k۱+qσ۱
c†k۲−qσ۲

ck۲σ۲ ck۱σ۱ |FS⟩

مͬ�کنیم: اعمال حالت این روی را H۱ حال

e۲

۲υ
′∑

kpq′
σσ′

V (q′) c†p−q′σ c
†
k+q′σ′ ckσ′ cpσ c

†
k۱+qσ۱

c†k۲−qσ۲
ck۲σ۲ ck۱σ۱ |FS⟩

آن�ها بررسͬ به ادامه در که دارد وجود (١.٢) ٢ ١و حالت دو بالا شرایط شدن برآورده برای اکنون

:١ حالت مͬ�پردازیم:

که مͬ�کنیم تقاضا حالت این در

{
pσ = k۱ + qσ۱
p− q′σ = k۱σ۱{
kσ′ = k۲ − qσ۲
k+ q′σ′ = k۲σ۲
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در انرژی بالا شرایط براساس مͬ�باشد. مومنتوم بقای همان که است q = q′ بالا روابط براساس

بود: خواهد زیر صورت به اختلال دوم مرتبه�ی

E(۲) =
e۴

υ۲
∑
k۱k۲q
σ

(۱۲V (q))۲

E(۰) − Eν
θ(|k۱ + q| − kF )θ(|k۲ − q| − kF )θ(kF − |k۱|)θ(kF − |k۲|)

(V (q))۲ ∝ ۱
q۴

E(۰) − Eν = (k۱ + q)۲ + (k۲ − q)۲ − k۲
۱ − k۲

۲
q→۰∝ q∑

k۱

...θ(|k۱ + q| − kf ) θ(kf − |k۱|)
q→۰∝ q

∑
k۲

...θ(|k۲ − q| − kf ) θ(kf − |k۲|)
q→۰∝ q

داشت: خواهیم ͷکوچ های q برای

E(۲) ∝
∫
dq q۲

۱
q۴

۱
q
q q =

∫
dq

۱
q

(۴۶.٢)

مومنتوم انتقال برای که مͬ�رسیم نتیجه این به کل در پس مͬ�شود. واگرا ͷکوچ های q برای که

مͬ�گویند. مستقیم برهم�کنش حالت این به مͬ�شود. واگرا اختلال دوم مرتبه�ی در انرژی ،ͷکوچ

دوم: حالت

مͬ�گیریم: درنظر زیر صورت به را روابط حالت این در
pσ = k۲ − qσ۲
kσ′ = k۱ + qσ۱
p− q′σ = k۱σ۱
k+ q′σ′ = k۲σ۲

(۴٧.٢)

داشت: خواهیم بنابراین

q′ = k۲ − k۱ − q
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V (q′) ∝ ۱
|k۲ − k۱ − q|۲

q→۰∝ ۱
|k۲ − k۱|

نمͬ�شود. واگرا انرژی حالت این در پس

تمرین:

مͬ�شود داده نشان زیر صورت به اسپین عملͽر شبͺه، جایͽاه ͷی برای

ˆ⃗
S =

ℏ
۲

ˆ
c†α σ⃗αβ ĉβ

اسپینͬ جبر که دهید نشان فرمیونͬ جبر از استفاده با هستند. پاؤلͬ ماتریس�های σi, i = x, y, z که

است: برقرار زیر

[Sk, Sl] = iℏ ϵklm Sm



٣ فصل

الͺترون�ها با شدگͬ جفت فونون�ها،

ژله�ای مدل ١.٣

مͬ�شود: بیان زیر رابطه�ی با الͺترونͬ هامیلتونͬ

H = H۰ +Hint =
∑
kσ

εk c
†
kσ ckσ +

۱
۲υ

′∑
kpqσσ′

c†k+qσ c
†
p−qσ′ cpσ′ ckσ Vq

مͬ�کند، نوسان کمͬ ژله فرضمͬ�کنیم رویم. مͬ ای ژله مدل سراغ و گذاشته کنار را ها الͺترون حال

است: جمله دو جمع حاصل به�صورت یون�ها چͽالͬ بنابراین

ρI = ρ۰ + ρ۱(r, t) (١.٣)

E ͬͺتریͺال میدان ایجاد باعث چͽالͬ) (نوسان دوم جمله�ی و است ثابت ρ۰ اول جمله�ی آن در که

مͬ�آید: بدست پواسون معادله از که مͬ�شود

∇.E =
Ze

ε0
ρ1 (٢.٣)

مͬ�شود: بیان زیر رابطه با فوق ͬͺتریͺال میدان با متناسب نیروی چͽالͬ

f = ρ Ze E (٣.٣)

٢٧
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مͬ�آوریم: بدست (٣.٣) و (٢.٣) روابط از

∇.( ۱
ρZe

f) =
Ze

ε0
ρ1 (۴.٣)

داریم: و Mمͬ�شود جرم با یون سرعت تغییر باعث نیرو این نیوتن، دوم قانون طبق طرفͬ از

f = Mρ ∂tv (۵.٣)

مͬ�رسیم: است) برقرار سیال� برای (که ͬͽپیوست معادله�ی به که

∂tρ+ ∇. (ρ v) = 0 (۶.٣)

مͬ�آوریم: بدست فوق معادله�ی در (١.٣) معادله�ی از ρ جایͽذاری با

∂tρ۱ + ∇. (ρ۰ v) = 0 (٧.٣)

،ρ۰ نه است ρ۱ از ناشͬ تنها سرعت که است شده توجه نͺته این به رابطه این آوردن بدست در

حاصل از مͬ�توان و است ͷکوچ نیز حاصله سرعت بنابراین دارد، زمانͬ و مͺانͬ ͬͽوابست ρ۱ زیرا

استفاده سپس و (٧.٣) رابطه�ی از زمان به نسبت دوباره مشتق�گیری با کرد. نظر صرف ρ۱ v ضرب

مͬ�آوریم: بدست (۵.٣) رابطه�ی از

∂۲
t ρ۱ + ρ۰ ∇.(∂t v) = 0

∂۲
t ρ۱ + ρ۰ ∇.( f

M ρ
) = ۰ (٨.٣)

مͬ�آوریم: بدست فوق رابطه�ی در (۴.٣) رابطه�ی از ∇.( f
ρ
) جایͽذاری با

∂۲
t ρ۱ + [

ρ۰
M

(Ze)۲

ε۰
]ρ۱ = ۰ (٩.٣)

(∂۲
t + Ω۲) ρ۱(r, t) = ۰ (١٠.٣)



٢٩ بعد ͷی در فونون�ها و شبͺه ارتعاشات .٢.٣

مͬ�شود: بیان زیر رابطه�ی با و است یون�ها پلاسمونͬ فرکانس Ω آن در که

Ω =

√
ρ۰ Z۲ e۲

M ε۰
(١١.٣)

است، (١٠.٣) معادله�ی جواب آن زمانͬ بخش مͬ�دهیم، نشان ρ̃۱(r) با را ρ۱ فضایͬ بخش

داریم: ژله�ای مدل در بنابراین

ρ(r, t)
−iΩt ρ̃۱(r) (١٢.٣)

به�طور حالͬ�که در .(١١.٣ رابطه� (طبق است ثابت مقداری ها q همه ازای به فرکانس ژله�ای مدل در

مدهای برای حد این در و است معتبر q → ۰ حد در ͬͺاپتی مدهای برای تنها نͽاه نوع این کلͬ

برای انشتین مدل در اصلͬ فرض فرکانس، بودن ثابت است. برقرار Ω و q بین خطͬ رابطه صوتͬ

که مͬ�کند بینͬ پیش Cv ∝ (Tα)e( ℏΩ
kT
به�صورت( را گرمایͬ ظرفیت رفتار مدل این است. جامدات

q → ۰ حد در گاف ͷی نوعͬ به ثابت فرکانس است. (Cv ∝ T۳) تجربͬ نتیجه�ی خلاف بر

است این ژله�ای مدل ضعف بنابراین است، حد این در ͬͺاپتی مدهای فرکانس معرف و مͬ�کند ایجاد

نمͬ�بیند. را صوتͬ شاخه که

بعد ͷی در فونون�ها و شبͺه ارتعاشات ٢.٣

حول یون�ها این بͽیرید. نظر در ی�ͷبعدی شبͺه روی بر و xj مͺان�های در را یون�ها از مجموعه�ای

ببینید): را (شͺل١.٣ مͬ�کنند نوسان uj بردار اندازه�ی به (x0
j ) تعادلͬ�شان مͺان�های

xj = x0
j + uj (١٣.٣)

در پتانسیل اول مرتبه�ی (جمله�ی پتانسیل و جنبشͬ انرژی بخش دو شامل یون�ها این هامیلتونͬ



٣٠ الͺترون�ها با شدگͬ جفت فونون�ها، .٣

تعادلͬ�شان مͺان�های حول uj یون�ها جابجایͬ بردار :١.٣ شͺل

است: مͬ�باشد) صفر تعادل حالت

HIon =
∑
j

p۲j
۲M +

C

۲
∑
j

(uj − uj+۱)
۲ (١۴.٣)

داریم: یون�ها تͺانه�ی و مͺان عملͽرهای برای که

[uj , pj′ ] = iℏ δjj′ (١۵.٣)

فوریه تبدیل است. برقرار آن�ها برای تناوبͬ مرزی شرایط و هستند بریلوین اول ناحیه��ی در ها k

از: است عبارت تͺانه و مͺان عملͽرهای

pj =
۱√
N

∑
k∈FBZ

pke
ik.xj (١۶.٣)

uj =
۱√
N

∑
k∈FBZ

uke
ik.xj (١٧.٣)

داشت: خواهیم (١۴.٣) رابطه�ی در (١٧.٣) و (١۶.٣) روابط جایͽذاری با

H =
N∑
j=۱

۱
۲M

∑
kk′

۱
N
pkpk′ eik.x

۰
j +ik′.x۰j

+
C

۲
∑
j

۱
N

[
∑
k

uk e
ik.x۰j − uk e

ik.(x۰j+a)]۲ (١٨.٣)

دلتا: تابع تعریف به توجه با و

۱
N

N∑
j=۱

eik.x
۰
j +ik′.x۰j =k,−k′ (١٩.٣)



٣١ بعد ͷی در فونون�ها و شبͺه ارتعاشات .٢.٣

مͬ�شود: زیر شͺل به (١٨.٣) معادله�ی دوم، جمله�ی رساندن توان به با نیز و

H =
۱

۲M
∑
k

pkp−k +
C

۲
∑
j

۱
N

∑
kk′

uk e
ik.x۰j (۱− eika)× uk′ eik

′.x۰j (۱− eik
′a)

(۱ − eika) (۱ − e−ika) = ۲(۱ − Cos(ka)) معادله�ی و ١٩.٣ رابطه�ی از دوباره استفاده�������ی با

داشت: خواهیم

H =
∑
k

[
۱

۲Mpkp−k +
۱
۲ M ω۲ uku−k] (٢٠.٣)

است: شده تعریف زیر به�صورت ω آن در که

۱
۲ M ω۲

k = C (۱− Cos(ka)) = C (۲ Sin(
ka

۲ )۲)

=⇒ ωk =

√
۴ C Sin(ka۲ )

M
(٢١.٣)

که است ساده ͹هماهن نوسانͽر هامیلتونͬ همان ،k هر ازای به هامیلتونͬ (٢٠.٣) معادله�ی طبق

مͬ�کنیم: پیشنهاد را زیر عملͽرهای بنابراین مͬ�دانیم. دوم کوانتش زبان به را جواب�هایش

b̂k =
۱√
۲ (

ûk
lk

+ i
p̂k
ℏ/lk

) lk =

√
ℏ

M ωk

(٢٢.٣)

b̂†−k =
۱√
۲ (

ûk
lk

− i
p̂k
ℏ/lk

) (٢٣.٣)

زیر: جابجایͬ روابط نیز و فوق تعارف از استفاده با

[uk , pk′ ] = iℏ δk,−k′ (٢۴.٣)

[û, Ĥ] = iℏ u̇k (٢۵.٣)

کرد: بازنویسͬ زیر به�صورت را (٢٠.٣) هامیلتونͬ مͬ�توان

H =
∑
k

[b̂†−kb̂k +
۱
۲ℏ ωk] (٢۶.٣)



٣٢ الͺترون�ها با شدگͬ جفت فونون�ها، .٣

تعادلͬ�شان مͺان�های حول uj یون�ها جابجایͬ بردار :٢.٣ شͺل

سینوسͬ تابع به�صورت موج عدد با فرکانس رابطه�ی مͬ�شود. بیان ٢١.٣ رابطه�ی با ωk آن در که

(محدوده�ی مͬ�گویند نیز نرم مد آن به و است خطͬ q → ۰ حوالͬ در که آمد بدست (٢.٣ (شͺل

و نبود نرم صوتͬ مد این پیش�بینͬ به قادر ژله�ای مدل که دیدیم قبلا́ .(٢.٣ شͺل در خط�چین داخل

کم دماهای حد در گرمایͬ ظرفیت مسئله�ی صوتͬ، شاخه�ی واقع در مͬ�داد. نتیجه را ͬͺاپتی مد تنها

مͬ�کند. توصیف را

و صوتͬ شاخه�های به متعلق که داریم ω دو ،k هر در باشیم، داشته اتم دو با ی�ͷبعدی شبͺه اگر

و دارد وجود صوتͬ مد سه سه�بعدی، شبͺه برای که گفت مͬ�توان کافͬ استدلال با و هستند ͬͺاپتی

با اتم�ها همه�ی ،ͬͽپیوست حد یا ، ((q → ۰ بزرگ موج�های طول حد در هستند. ͬͺاپتی مدها بقیه

درجه�ی سه تنها بنابراین شد، متمرکز جرم مرکز حرکت روی مͬ�توان نتیجه در و مͬ�کنند حرکت هم

است ۲۰۰ eV مرتبه از ͬͺاپتی مدهای انرژی عموماً هستند. صوتͬ مد سه با متناظر که داریم آزادی

فرو طیف بنابراین مͬ�شود، شبͺه در قطبش به منجر که است مخالف فاز در اتم�ها حرکت آن در و

به�صورت قطبش برای مولفه سه گرفتن نظر در با کند. برانͽیخته را مدهایͬ چنین مͬ�تواند سرخ

کتاب در بیشتر (توضیحات کرد بیان زیر رابطه�ی با مͬ�توان را بعد سه در مͺان عملͽر ،λزیرنویس

است): شده بیان اشͺرافت

ukλ = lkλ
۱√
۲ (b̂†−kλ + b̂kλ) εkλ (٢٧.٣)



٣٣ شبͺه مدل در الͺترون-فونون برهم�کنش .٣.٣

آن: در که

lk =

√
ℏ

M ωkλ

(٢٨.٣)

شده�اند): گنجانده ها b̂تعریف در ها ℏ) است برقرار زیر جابجایͬ رابطه�ی نیز و

[b̂kλ , b̂
†
k′λ′

] = δk,k′ δλ,λ′ (٢٩.٣)

دماهای در آن طبق که کرد استخراج جامدات برای را دیبای مدل مͬ�توان مقدمات این با حال

است. صادق ͬͺکلاسی مدل بالا دماهای برای دارد. هم�خوانͬ تجربه با که است Cv ∝ T۳ که

شبͺه مدل در الͺترون-فونون برهم�کنش ٣.٣

مͬ�گیریم: نظر در زیر به�صورت را یون�ها با الͺترون برهم�کنش پتانسیل

Ve−ion =

∫
dr (−e) ρr(r)

N∑
j=۱

Ṽ (r− xj) (٣٠.٣)

در دارد. قرار (١٣.٣ (رابطه xj مͺان در که است یونͬ ͷت از ناشͬ برهم�کنش پتانسیل Ṽ آن در که

جابجایͬ که مͬ�کنیم فرض آورد. خواهیم بدست را برهم�کنش پتانسیل دوم کوانتش نمایش ادامه

قرار فوق رابطه�ی در را Ṽ تیلور بسط بنابراین است، ͷکوچ (x۰
j ) تعادلͬ�شان مͺان از (uj) یون�ها

داشت: خواهیم مͬ�دهیم،

Ve−ion =

∫
dr (−e) ρe(r)

N∑
j=۱

Ṽ (r− x0
j )

− (−e)
∫

dr ρe(r)
N∑
j=۱

uj . ∇Ṽ(r− x0
j ) (٣١.٣)

بلوخ پتانسیل همان نوعͬ به مͬ�تواند و ندارد وجود شبͺه ͷدینامی فوق معادله�ی اول جمله�ی در

تمرکز دوم جمله�ی روی بر تنها بنابراین است. شده گنجانده الͺترونͬ هامیلتونͬ بخش در که باشد



٣۴ الͺترون�ها با شدگͬ جفت فونون�ها، .٣

مͬ�نامیم: الͺترون-فونون برهم�کنش پتانسیل را آن مͬ�کنیم

Ve−ph =

∫
dr ρe(r)

N∑
j=۱

euj . ∇Ṽ(r− x0
j ) (٣٢.٣)

بنویسیم تͺانه فضای در را آن مͬ�خواهیم ادامه در است، شده نوشته مͺان فضای در فوق معادله�ی

داریم: یعنͬ آورد؛ بدست (٢۴.٣) رابطه�ی ،ukλ از فوریه تبدیل با مͬ�توان را uj شود. ساده�تر بسیار تا

uj =
۱√
N

∑
k′,λ

eik
′.xj lkλ

۱√
۲ (b̂†−k′λ

+ b̂k′λ) εk′λ (٣٣.٣)

داشت: خواهیم مͬ�نویسیم، میدان عملͽرهای حسب بر نیز را چͽالͬ

ρ̂e(r) = ψ̂†(r) ψ̂(r)

=
۱√
υ

∑
k

eik.r ĉ†k
۱√
υ

∑
k′

e−ik
′.r ĉk′

=
۱
υ

∑
kk′

ei(k−k′).r ĉ†k ĉk′ (٣۴.٣)

است: زیر به�صورت چͽالͬ برای فوریه تبدیل رابطه�ی طرفͬ از

ρ̂e(r) =
۱
υ

∑
q

ρq e
iq.r (٣۵.٣)

داشت: خواهیم (٣۵.٣) و (٣۴.٣) روابط مقایسه با

ρq =
∑
q

ĉ†k′+q ĉk′ k− q = k′ (٣۶.٣)

بود: خواهد زیر به�صورت تͺانه فضای در چͽالͬ رابطه�ی بنابراین

ρ̂e(r) =
۱
υ

∑
q̃

[
∑
k

ĉ†k+q̃ ĉk] e
iq̃.r (٣٧.٣)

مͬ�دانیم: کلͬ به�طور مͬ�نویسیم، را Ṽ (r− xj) فوریه�ی بسط حال

Ṽ (r) =
۱
υ

∑
p

eip.r Ṽq (٣٨.٣)



٣۵ شبͺه مدل در الͺترون-فونون برهم�کنش .٣.٣

تناوبͬ خاصیت علت به قبلا́ دارد، وجود تͺانه�ها تمام آن در و است یون ͷت ͷی برای رابطه این

در اما بودند، بریلوئن اول ناحیه�ی به مربوط کل پتانسیل در موجود های k ،V̂ (r + R) = V̂(r)

که مͬ�کنند صدق p = q + G رابطه�ی در یعنͬ ندارد، وجود p تͺانه�های روی بر قید این این�جا

پتانسیل برای بنابراین است. وارون شبͺه بردار G و است بریلوئن اول ناحیه�ی به مربوط q آن در

داشت: خواهیم

Ṽ (r− x۰
j ) =

۱
υ

∑
q,G

ei(q+G).(r−x0
j ) Ṽq+G (٣٩.٣)

داشت: خواهیم فوق پتانسیل از گرفتن گرادیان با

∇rṼ (r− x۰
j ) =

۱
υ

∑
q,G

i(q+G) ei(q+G).(r−x0
j ) Ṽq+G (۴٠.٣)

داشت: خواهیم (٣٢.٣) رابطه�ی در (۴٠.٣) و (٣٧.٣) ،(٣٣.٣) روابط جایͽذاری با حال

Ve−ph =
e

υ۲

N∑
j=۱

۱√
N

∫
dr
∑
q̃kk′

eiq̃.r+ik
′.r+i(q+G).r−i(q+G).x0

j ĉ†k+q̃ ĉk (b̂†−k′λ
+ b̂k′λ)

× lk′λ√
۲ εk′λ.i(q+G) Ṽq+G(۴١.٣)

مͬ�آیند: بدست زیر دلتای توابع نمایͬ، توابع از انتͽرال�گیری نیز و جمع محاسبه�ی با

۱
N

∑
j

eik
′.x۰j−i(q+G).0j = δk′,q+G (۴٢.٣)

۱
υ

∫
dr eiq̃.r+i(q+G).r = δq̃,q+G (۴٣.٣)

داشت: خواهیم رابطه�ی(۴١.٣) در دلتا توابع این دادن قرار با

Ve−ph =
۱
υ

∑
kσ

∑
qλ

∑
G

gq,G,λ ĉ†k+q+G,σ ĉk,σ (b̂
†
−qλ + b̂qλ) (۴۴.٣)



٣۶ الͺترون�ها با شدگͬ جفت فونون�ها، .٣

فونون گسیل (b) فونون، جذب (a) الͺترون-فونون. جفت�شدگͬ از ͬͺگرافی نمایش :٣.٣ شͺل

آن: در که

gq,G,λ = ie

√
Nℏ

۲Mωqλ

(q+G) . εk′λ Ṽq+G (۴۵.٣)

ͷی اولͬ در ببینید، را (٣.٣) شͺل است، پذیر امͺان فرایند نوع دو که مͬ�گیریم نتیجه روابط این از

گسیل −q تͺانه با فوتونͬ الͺترون، این دومͬ در و مͬ�کند جذب q تͺانه با فونون ͷی ،kσ الͺترون

فرایندهایͬ چنین معمولا˟ عمل در و است نرمال فرایند Gباشد، = 0 فرایندها این طͬ در اگر مͬ�کند.

و دارند ͬͺکوچ مقطع سطح اما بوده امͺان�پذیر G ̸= 0 با فرایندهایͬ هم�چنین دارند. بزرگͬ سهم

مͬ�افتند. اتفاق به�ندرت



۴ فصل

میانͽین میدان نظریه

میانͽین میدان نظریه�ی پایه�ی مفاهیم ١.۴

زیر به�صورت (B̄ و Ā ترتیب (به نظیرشان میانͽین مقادیر حسب بر مͬ�توان را B̂ و Â عملͽر دو

نوشت:

Â = ĀI + δA

B̂ = B̄I + δB (١.۴)

باشت: برقرار زیر شرط که است این میانͽین میدان نظریه در مهم فرض

δÂ.δB̂ ≃ ۰ (٢.۴)

or (Â− Ā).(B̂ − B̄) ≃ ۰ (٣.۴)

نوشت: زیر به�صورت مͬ�توان را عملͽر دو حاصل�ضرب بنابراین

ÂB̂ ≃ ÂB̄ + ĀB̂ − ĀB̄ (۴.۴)

٣٧



٣٨ میانͽین میدان نظریه .۴

هایزنبرگ مدل برای میانͽین میدان نظریه�ی ٢.۴

هامیلتونͬ این ) مͬ�گیریم نظر در بلور در اسپین�ها بین برهم�کنش برای هایزنبرگ مدل هامیلتونͬ حال

داریم: یعنͬ است)؛ SU۲ تقارن دارای

H = J
∑
ij

Si.Sj (۵.۴)

شد: خواهد زیر به�صورت میانͽین میدان نظریه�ی در فوق هامیلتونͬ ، ((۴.۴ رابطه از استفاده با

HMF = ۲J
∑
ij

< Si > .Sj −
∑
ij

< Si >< Sj > (۶.۴)

روی جمع حال . < Si >=< Sj > که: است شده ظاهر خاطر به�این اول جمله در ٢ ضریب

مͬ�کنیم: تبدیل همسایͽانش نزدیͺترین و اتم�ها ͷت ͷت روی جمع روی بر را j و i اندیس�های

HMF = ۲J
∑
jδ

< Sj+δ > .Sj −
∑
jδ

< Sj+δ >< Sj > (٧.۴)

است: ثابتͬ مقدار با برابر سایت، هر اسپین میانͽین مقدار مͬ�کنیم فرض

< Si >= m or < Sj+δ >= m (٨.۴)

اگر مͬ�شود، ظاهر ضریب ͷی به�صورت همسایͽان اثر (٧.۴� ) رابطه در فوق روابط جایͽذاری با

داشت: خواهیم دهیم، نشان Z با را اسپین هر همسایͽان نزدی�ͷترین تعداد

HMF = ۲JZ
∑
j

mSj − Z
∑
j

m2

HMF = ۲JZ
∑
j

(mSj − 1

2
m2) (٩.۴)

نوشت: مستقل (hj) ذره�ای ͷت هامیلتونͬ�های جمع به�صورتحاصل مͬ�توان را فوق کل هامیلتونͬ

HMF = ۲JZ
∑
j

hj (١٠.۴)
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آن: در که

hj = mSj − 1

2
m2 (١١.۴)

روش اول، روش دارد. وجود روش دو دارد، وجود فوق هامیلتونͬ در که میانͽین�هایͬ یافتن برای

مͬ�یابیم: را ت�ͷذره�ای هامیلتونͬ پارش تابع آن در که مͬ�شود نامیده خودسازگار میدان

ZMF = eβHMF

ZMF = (e−βm + eβm) eβ
m۲
۲ (١٢.۴)

و ١ مقدار دو توان مͬ اسپین بنابراین است، فرضشده ℏ
۲ = ۱ فوق رابطه�ی آوردن بدست برای که

جهت اسپین�ها آن در که باشیم داشته فرومغناطیس ماده�ی کنیم فرض اگر حال باشد. داشته را -١

بود برقرار (۶.۴) هامیلتونͬ در قبلا́ که SU۲ تقارن بنابراین ،< Sj >= m ̸= 0 و دارند مرجحͬ

معادله�ی در که کرد تعریف دیͽری نظم پارامتر باید تقارن شͺست صورت در شد. خواهد شͺسته

هامیلتونͬ پایه�ی در را آن که است مغناطش همان این�جا در نظم پارامتر کند. صدق خودسازگار

مͬ�آوریم: بدست (١١.۴) ت�ͷذره�ای

< S >=

∑
r (Sr e

−βEr)

ZMF

< S >=
((+1) e−βm + (−1) eβm) eβ

m2

2

e−βm + eβm eβ
m2

2

(١٣.۴)

داریم: میانͽین میدان فرض طبق طرفͬ از

< S >= m (١۴.۴)

مͬ�آوریم: بدست (١۴.۴) و (١٣.۴) روابط مقایسه�ی با

m = tanh(βm) (١۵.۴)
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وابسته مغناطش به هامیلتونͬ اینͺه به�علت مͬ�آید. بدست مغناطش فوق، معادله�ی خودسازگار حل با

بود. خواهند وابسته مغناطش به پایه، این در شده محاسبه چشمداشتͬ مقادیر نیز و پایه حالت است،

حسب بر را هامیلتونͬ این�که از بعد روش، این در است. آزاد انرژی کردن کمینه روش دوم، روش

کمینه پارامتر این به نسبت را انرژی نوشتیم، است) نظم پارامتر مغناطش این�جا (در مسئله پارامتر

مͬ�یابیم. را مناسب پارامتر و مͬ�کنیم

(ذرات ذره نوع دو با سیستمͬ برای میانͽین میدان نظریه�ی ٣.۴
یͺسان) غیر

bµ و aν با را مختلف ذره�ی دو نظیر عملͽرهای و مͬ�گیریم نظر در را ذره�ای دو سیستم ͷی حال

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را سیستمͬ چنین الͺترونͬ هامیلتونͬ مͬ�دهیم. نشان

H = H۰ +Hint (١۶.۴)

مͬ�توان را فوق هامیلتونͬ بنابراین است، مهم مختلف نوع از ذراتͬ بین برهم�کنش تنها فرضمͬ�کنیم

نوشت: زیر شͺل به

H =
∑
ν

ξaν a
†
νaν + ξbν b

†
νbν +

∑
µµ′νν′

Vµµ′νν′ a
†
µb

†
µ′bν′aν (١٧.۴)

و بود دوم درجه�ی هامیلتونͬ داشتیم، ذره نوع ͷی تنها اگر است. ν ≡ (kσ) اندیس� جامدات در

نظریه�ی از داریم. کار و سر چهارم درجه�ی هامیلتونͬ ͷی با این�جا در ولͬ کنیم حل را آن مͬ�توانستیم

. (۴.۴ (رابطه�ی کرد استفاده ÂB̂ عملͽر دو ضرب حاصل تجزیه�ی برای مͬ�توان میانͽین میدان

انتخاب�های با کنیم، استفاده نظریه این از فوق هامیلتونͬ آخر جمله�ی برای بخواهیم اگر بنابراین

مختلف تقارن�های شͺستن به مختلف انتخاب�های که هستیم مواجه عملͽر دو این برای مختلفͬ

است: زیر شͺل به اول انتخاب مͬ�گیریم، نظر در را زیر انتخاب دو مثال عنوان به مͬ�شوند. منجر

A = a†µb
†
µ′ B = bν′aν (١٨.۴)



۴١ یͺسان) غیر (ذرات ذره نوع دو با سیستمͬ برای میانͽین میدان نظریه�ی .٣.۴

محاسبه الͺترونͬ گاز پایه�ی در را عملͽرها این میانͽین اگر و مͬ�شͺند، را U۱ تقارن انتخاب این

حاصل شوند، حساب BSC نظریه�ی در موج تابع پایه�ی در اگر اما شد. خواهد صفر حاصل کنیم،

انتخاب نوع این دارد. وجود کوپر جفت خلق یا و ایجاد امͺان ابررسانایͬ در زیرا است. صفر غیر

مͬ�گیریم: نظر در را زیر شͺل به دیͽری انتخاب ما و نیست فصل این در بحث موضوع

A = a†µaν B = b†µ′bν′ (١٩.۴)

شوند، ضرب فازی در b یا a عملͽرهای از ͷی هر اگر یعنͬ است، U۱ تقارن دارای انتخابͬ چنین

جمله برای (۴.۴ (رابطه�ی میانͽین میدان نظریه�ی اعمال با مͬ�مانند. ناوردا B و A عملͽرهای

داشت: خواهیم هامیلتونͬ برهم�کنشͬ

HMF = H۰ +
∑
µµ′νν′

V (ÂĀ+ ĀB̂) −
∑
µµ′νν′

V ĀB̄ (٢٠.۴)

زیر ذره�ای دو هامیلتونͬ حسب بر را فوق کل هامیلتونͬ مͬ�توان ، (١٩.۴) انتخاب از استفاده با

نوشت:

hMF = ξa â†â + ξb b̂†b̂ + V â†â n̄b + V b̂†b̂ n̄a − V n̄an̄b (٢١.۴)

آن: در که

n̄a =< â†â >MF n̄b =< b̂†b̂ >MF (٢٢.۴)

مͬ�شوند، محاسبه آن�ها در فوق چشمداشتͬ) مقادیر (یا میانͽین�های که میانͽین میدان پایه�های

حل خودسازگار به�طور باید را (٢٢.۴) معادله دو بنابراین هستند. (٢١.۴) هامیلتونͬ جواب�های

مͬ�بینیم و کرد استفاده مͬ�توان نیز کردیم بیان قبلا که آزاد) انرژی کردن (کمینه دوم روش از کرد.

است: زیر شͺل به پارش تابع رسید. خواهیم مشابه نتیجه�ای به که

ZMF = e−βFMF = Tr(e−βHMF ) (٢٣.۴)
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مͬ�گیریم: ln فوق رابطه�ی طرفین از

−βFMF = ln[Tr(e−βHMF )]

FMF = −۱
β
ln[Tr(e−βHMF )] (٢۴.۴)

مͬ�کنیم: کمینه n̄a به نسبت را فوق آزاد انرژی حال

∂

∂n̄a
FMF =

∂

∂n̄a
[−۱
β
ln[Tr(e−β(ξ

a â†â + ξb b̂†b̂ + V â†â n̄b + V b̂†b̂ n̄a − V n̄an̄b))](٢۵.۴)

∂

∂n̄a
FMF = − ۱

β

۱
ZMF

Tr(−βV e−β
ˆHMF b̂†b̂+ βV n̄b e

−β ˆHMF = ۰ (٢۶.۴)

نوشت: زیر شͺل به مͬ�توان را فوق رابطه�ی دمایͬ، میانͽین�گیری تعریف از استفاده با

< V b̂†b̂ >MF − V n̄b

=⇒ n̄b =< b̂†b̂ >MF (٢٧.۴)

مͬ�رسیم: زیر رابطه�ی به n̄b به نسبت آزاد انرژی از گیری مشتق با مشابه به�طور

n̄a =< â†â >MF (٢٨.۴)

رهیافت دو این و هستند میانͽین میدان کمیت�های برای (٢٢.۴) روابط همان فوق رابطه�ی دو که

هستند. سازگار هم با

فوک هارتری تقریب ۴.۴

مͬ�گیریم: نظر در را زیر شͺل به هامیلتونͬ

H = H۰ +Hint =
∑
kσ

εkσ c
†
kσ ckσ +

۱
۲υ

′∑
kpqσσ′

c†k+qσ c
†
p−qσ′ cpσ′ ckσ Vq (٢٩.۴)
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آن: در که

Vq =
e۲

q۲ + κ۲ (٣٠.۴)

در که مشͺلͬ این�جا در بنابراین نداریم. واگرایͬ q → ۰ حد در مخرج، در κ وجود بخاطر که

مͬ�نویسیم: فاینمن دیاگرام زبان به را فوق هامیلتونͬ حال نداریم. را داشت وجود ژله�ای مدل

از اگر است. ساده فاینمن دیاگرام از استفاده با میانͽین میدان تقریب در هامیلتونͬ نوشتن

مͬ�رسیم هارتری جمله به است)، چͽالͬ میانͽین معنای به (حلقه درستکنیم حلقه یͺسان رأس�های

بخاطر منفͬ ͷی کنیم، درست مخالفحلقه رأس�های از اگر و مͬ�گویند قورباغه بچه دیاگرام آن به و

صدفͬ دیاگرام آن به که مͬ�رسیم تبادلͬ جمله به و مͬ�شود حاصل c† از c شدن جا به جا بار ͷی

ͷی را هستند هم به شبیه ͬͺتوپولوژی لحاظ به که را دیاگرام�هایͬ فاینمن، دیاگرام�های در مͬ�گویند.

اگر مͬ�شود. ظاهر (٢ ضریب این�جا (در ضریب صورت به را شدنشان تͺرار تعداد و کرده رسم بار

چͽالͬ�ها میانͽین حاصل�ضربͬ جملات ( n̄↑ = n̄↓ (یعنͬ بͽیریم نظر در مغناطیسͬ غیر را سیستم

به میانͽین میدان تقریب در هامیلتونͬ فاینمن دیاگرام توضیحات این با مͬ�شوند. ساده یͺدیͽر با

شد: خواهد زیر شͺل

داریم: نوشت، دوم کوانتش زبان به را فوق دیاگرام مͬ�توان حال

HMF =
∑
kσ

εkσ c
†
kσ ckσ +

۱
υ

′∑
kpqσσ′

(c†k+qσ < c†p−qσ′ cpσ′ > ckσ Vq

− < c†k+qσ cpσ′ > c†p−qσ′ ckσ Vq) (٣١.۴)

⇒ HMF =
∑
kσ

εkσ c
†
kσ ckσ +

۱
υ

′∑
kpqσσ′

(δp−bq,p n̄pσ′ c†k+qσ ckσ Vq

− δσ,σ′ δq,p−k n̄pσ < c†k+qσ cpσ′ > c†p−qσ′ ckσ Vq) (٣٢.۴)
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است: شده استفاده زیر روابط از فوق رابطه�ی آمدن بدست در

∑
σ′

n̄σ′ = n̄p (٣٣.۴)

۱
υ

∑
p

n̄ = n̄ (٣۴.۴)

⇒ HMF =
∑
kσ

(εkσ + n̄ V (۰) − ۱
υ

∑
pσ

n̄pσ V (p− k)) c†kσ ckσ

=
∑
kσ

ξMF
kσ c†kσ ckσ (٣۵.۴)

داریم: آن در و است، شده قطری هامیلتونͬ تقریب این در که مͬ�بینیم

ξMF
kσ = εkσ + n̄ V (۰) − ۱

υ

∑
pσ

n̄pσ V (p− k) (٣۶.۴)

توزیع تابع با برابر که است n̄p شود، حل خودسازگار به�طور باید که میانͽین میدان پارامتر این�جا در

داریم: یعنͬ است؛ دیراک فرمͬ

n̄pσ = < c†pσcpσ >MF = f(ξMF
kσ ) (٣٧.۴)

فلزی فرومغناطیس�های Stonerبرای مدل ۵.۴

جایͽزیده اسپین�ها مدل این در که خاطر بدین بدهد، توضیح را مغناطش نمͬ�تواند هایزنبرگ مدل

چنین و است f یا d نازک یا جایͽزیده اوربیتال�های شامل واسطه فلزات در رسانش نوار نیستند.

آن و مͬ�کنیم استفاده هابارد مدل از موادی چنین توصیف برای هستند. فلزی مغناطش دارای فلزاتͬ

در یͺسان اوربیتال�های که فرضمͬ�شود مدل این در معمولا˟ مͬ�نویسیم. میانͽین میدان تقریب در را

اوربیتالش نوع پرشمͬ�کند، دیͽر سایت به یͷسایت از الͺترونͬ وقتͬ و دارد وجود سایت�ها همه�ی
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زیرنویس تنها آن در که مͬ�گیریم نظر در را نواری ͷت هامیلتونͬ باید حالت این در نمͬ�شود. عوض

است: زیر شͺل به مͺان فضای در هابارد هامیلتونͬ بنابراین است، مهم سایت شماره�ی به مربوط

H = (−t)
∑
<ij>σ

c†iσcjσ +
۱
۲υ U

∑
i

c†i↓c
†
i↑ci↑ci↓

H = (−t)
∑
<ij>σ

c†iσcjσ +
۱
۲υ U

∑
i

ni↓ ni↑ (٣٨.۴)

آن: در که

U =

∫ ∫
dx1 dx2 ϕ

⋆
i (x۱) ϕ

⋆
i (x۲) u(x۱ − x۲) ϕi(x۱) ϕi(x۱) (٣٩.۴)

مرتبه�ی پرش�های از فلزات برای و است شده گرفته نظر در اول همسایͽان به پرش تنها مدل این در

به نیز بالاتر بعدهای در و است امͺان�پذیر بعد ͷی در هابارد مدل دقیق حل مͬ�کنند. نظر صرف دوم

مونت روش از قوی همبسته�ی سیستم�های در است. حل قابل ͬͺدینامی میانͽین میدان نظریه روش

خطای داشتن روش این مشͺل مͬ�کنند، استفاده مدل این در انتͽرال�ها حل برای کوانتومͬ کارلوی

زمانͬ نظر از که دهیم انجام زیادی میانͽین�گیری�های باید خطا این کردن کم برای که بالاست آماری

و تحلیلͬ به�صورت را آن از قسمتͬ که است اختلال روش حل، دیͽر روش نیست. صرفه به مقرون

فاز روش این که است میانͽین میدان نظریه�ی دیͽر مناسب تقریباً روش مͬ�کنند. حل عددی را بقیه

که است این هابارد مدل در مهم فرض مͬ�کند. پیش�بینͬ را فرومغناطیس آنتͬ نیز و فرومغناطیس

را آن و است ثابت تͺانه فضای در بنابراین و است نقطه�گونه مͺان فضای در الͺترون�ها برهم�کنش

مͬ�شود: زیر شͺل به ٢٩.۴ رابطه�ی صورت این در مͬ�نامیم. U

H = H۰ +Hint =
∑
kσ

εkσ c
†
kσ ckσ +

U

۲υ
′∑

kpqσσ′

c†k+qσ c
†
p−qσ′ cpσ′ ckσ (۴٠.۴)
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است: برقرار زیر روابط و نیست برابر پایین و بالا های اسپین چͽالͬ این�جا در

n̄↑ =
۱
υ

∑
p

n̄p↑ (۴١.۴)

n̄↓ =
۱
υ

∑
p

n̄p↓ (۴٢.۴)

n̄ = n̄↑ + n̄↓ (۴٣.۴)

ذرات تمام جا این در ببریم، کار به هامیلتونͬ دوم جمله برای را میانͽین میدان نظریه مͬ�خواهیم حال

داریم، میانͽین میدان عملͽرهای برای انتخاب نوع دو بنابراین هستند، فرمیونͬ نوع از و یͺسان

است: زیر شͺل به اول انتخاب

Â = c†p−qσ′ cpσ′

B̂ = c†k+qσ ckσ (۴۴.۴)

منجر قورباغه) بچه فاینمن دیاگرام با (معادل مستقیم هم�کنش بر یا هارتری جمله�ی به انتخاب این

است: زیر شͺل به دوم انتخاب و مͬ�شود

Â′ = c†k+qσ cpσ′

B̂′ = c†p−qσ′ ckσ (۴۵.۴)

منجر صدفͬ) فاینمن دیاگرام با (معادل تبادلͬ هم�کنش بر یا فوک جمله�ی به انتخاب این و

مͬ�کنیم، اعمال Hint در عملͽر چهار بر را میانͽین میدان نظریه�ی انتخاب�ها این با حال مͬ�شود.

داشت: خواهیم

c†k+qσ c
†
p−qσ′ cpσ′ ckσ ≈ ÂB̄ + ĀB̂ − ĀB̄ − (Â′B̄′ + Ā′B̂′ − Ā′B̄′) (۴۶.۴)

عملͽر از cpσ′ فرمیونͬ عملͽر شدن جابه�جا بخاطر بالا رابطه�ی در پرانتز پشت در منفͬ ضریب

هستند هم معادل با Ā′B̂′ و Â′B̄′ یا ĀB̂ و ÂB̄ جمله دو که کنید توجه است. شده ظاهر cp−qσ′
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میدان هم�کنشͬ بر هامیلتونͬ توضییحات، این با می�شوند. ضرب ٢ در و شوند مͬ نوشته بار ͷی و

شد: خواهد زیر شͺل به میانͽین

HMF
int =

۲× U

۲υ
′∑

kpqσσ′

c†k+qσ < c†p−qσ′ cpσ′ > ckσ

− U

۲υ
′∑

kpqσσ′

< c†p−qσ′ cpσ′ > < c†k+qσ ckσ >

− ۲× U

۲υ
′∑

kpqσσ′

c†k+qσ cpσ′ < c†p−qσ′ ckσ >

+
U

۲υ
′∑

kpqσσ′

< c†k+qσ cpσ′ > < c†p−qσ′ ckσ > (۴٧.۴)

=⇒ HMF
int =

۲× U

۲υ
′∑

kpqσσ′

δq,۰ < c†pσ′ cpσ′ > c†k+qσ ckσ

− U

۲υ
′∑

kpqσσ′

δq,۰ < c†pσ′ cpσ′ > δq.۰ < c†kσ ckσ >

− ۲× U

۲υ
′∑

kpqσσ′

c†k+qσ cpσ′ δp−q,k δσ, σ
′ < c†kσ′ ckσ >

+
U

۲υ
′∑

kpqσσ′

δk,p−q δσ, σ
′ < c†pσ cpσ′ > δk,p−q δσ, σ

′ < c†kσ′ ckσ >

(۴٨.۴)

=⇒ HMF
int =

U

υ

∑
kpσ

(n̄p↑ + n̄p↓) c
†
kσ ckσ

− U

۲υ
∑
p

(n̄p↑ + n̄p↓)
∑
k

(n̄k↑ + n̄k↓)

− U

υ

∑
kpσ

c†pσ cpσ n̄kσ +
U

۲υ
∑
kpσ

n̄pσ n̄kσ (۴٩.۴)

داشت: خواهیم n̄σ = ۱
υ

∑
p n̄pσ رابطه�ی از استفاده با

HMF
int = U

∑
kσ

(n̄− n̄σ) c
†
kσ ckσ − Uυ

۲ [n̄n̄ −
∑
σ

n̄σn̄σ] (۵٠.۴)
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کرد: ساده زیر شͺل به مͬ�توان را فوق رابطه�ی دوم جمله�ی در کروشه داخل عبارت

n̄n̄−
∑
σ

n̄σn̄σ = (n̄↑ + n̄↓) (n̄↑ + n̄↓) − n̄↑ n̄↑ − n̄↓ n̄↓ = ۲n̄↑ n̄↓ (۵١.۴)

=⇒ HMF
int = U

∑
kσ

n̄σ̄ c
†
kσ ckσ − Uυ n̄↑ n̄↓ (۵٢.۴)

است: زیر شͺل به و مͬ�شود قطری میانͽین میدان تقریب در هابارد هامیلتونͬ بنابراین

HMF = H۰ +HMF
int =

∑
kσ

(ξMF
kσ c†kσ ckσ) − Uυ n̄↑ n̄↓ (۵٣.۴)

آن: در که

ξMF
kσ = εkσ + U n̄σ̄ (۵۴.۴)

مرتبط σ̄مخالف اسپین با الͺترون�ها چͽالͬ به σ اسپین با الͺترون�هایͬ پاشندگͬ فوق رابطه�ی طبق

نوشت: زیر صریح شͺل به مͬ�توان را فوق رابطه�ی است.

ξMF
k↑ = εk↑ + U n̄↓ (۵۵.۴)

ξMF
k↓ = εk↓ + U n̄↑ (۵۶.۴)

که مͬ�آید بدست دیراک فرمͬ توزیع تابع از اسپینͬ چͽالͬ شده�اند: داده نشان هم زیر شͺل در که

داشت: خواهیم بنابراین گرفت، نظر در پله�ای تابع بهصورت را آن مͬ�توان صفر دمای در

n̄σ =
۱
υ

∑
k

f(ξMF
kσ ) =

۱
υ

∑
k

θ(µ− ξMF
kσ ) (۵٧.۴)

مͬ�دانیم:

۱
υ

∑
k

=
۱

(۲π)۳
∫

d۳k (۵٨.۴)
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اسپین با الͺترون�ها چͽالͬ به معین اسپین با الͺترون�هایͬ پاشندگͬ ͬͽوابست نمودار :١.۴ شͺل
مخالف

داریم: پله�ای تابع اثر گرفتن نظر نیز در و (۵٧.۴) رابطه�ی در (۵٨.۴) رابطه�ی جایͽذاری با

=⇒ n̄σ =
۱

(۲π)۳
۴π
۳ k۳

Fσ =
۱

۶π۲ k۳
Fσ (۵٩.۴)

قرار صفر با دیͽر طرفͬ از است. فرمͬ کره�ی شعاع و اسپینͬ چͽالͬ بین رابطه�ای ، فوق رابطه�ی

دیͽر رابطه�ای به ،(۵۴.۴) رابطه�ی از استفاده با و (µ− ξMF
kσ = ۰) پله�ی تابع جلوی عبارت دادن

مͬ�یابیم: دست کمیت دو این برای

µ− εkσ + U n̄σ̄ = ۰

mu− ℏ۲

۲m k۲
Fσ + U n̄σ̄ = ۰

=⇒ ℏ۲

۲m k۲
Fσ = mu− U n̄σ̄ (۶٠.۴)

خواهیم صریح فرم به معادلات این نوشتن با کرد، حل مͬ�توان را (۶٠.۴) و (۵٩.۴) روابط

داشت:


n̄↑ =

۱
۶π۲ k۳

F↑

ℏ۲
۲m k۲

F↑ = mu− U n̄↓

(۶١.۴)
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
n̄↓ =

۱
۶π۲ k۳

F↓

ℏ۲
۲m k۲

F↓ = mu− U n̄↑

(۶٢.۴)

مͬ�رسیم: اسپینͬ چͽالͬ�های برای زیر رابطه�ی دو به فوق روابط از ها kF حذف با

n̄↑ =
۱

۶π۲ [
۲m
ℏ۲ (mu− U n̄↓)]

۳/۲ (۶٣.۴)

n̄↓ =
۱

۶π۲ [
۲m
ℏ۲ (mu− U n̄↑)]

۳/۲ (۶۴.۴)

هستیم علاقه�مند چͽالͬ�ها اختلاف به معمولا˟ مͬ�آیند. بدست چͽالͬ�ها فوق معادله�ی دو حل با

مͬ�آید: بدست زیر رابطه�ی از که مͬ�کنیم تعریف را نسبͬ قطبش نام به کمیتͬ و

ξ =
n̄↑ − n̄↓

n̄
(۶۵.۴)

داریم: نیز و

n̄ = n̄↑ + n̄↓ (۶۶.۴)

داشت: خواهیم (۶۶.۴) و (۶۵.۴) روابط از استفاده با

n̄↑ =
n̄ (۱+ ξ)

۲
n̄↓ =

n̄ (۱− ξ)

۲ (۶٧.۴)

خواهیم یͺدیͽر از کردن کم با و رسانده ٢/٣ توان به را (۶۴.۴) و (۶٣.۴) معادلات طرفین

داشت:

(۶π۲)۲/۳ (
n̄

۲) [(۱+ ξ)۲/۳ − (۱− ξ)۲/۳] =
۲mU
ℏ۲ n̄ξ (۶٨.۴)
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است: برهم�کنش شدت از معیاری که کرد تعریف مͬ�توان را γ بدون کمیت

γ =
(۱+ ξ)۲/۳ − (۱− ξ)۲/۳

ξ
=

۲m
ℏ۲

U

(۳π۲)۲/۳
n۱/۳ (۶٩.۴)

کامل) (مغناطش ͷی و مغناطیسͬ) غیر (حالت صفر بین مقدارش که است نسبͬ قطبش ξ گفتیم

مͬ�توان ͷکوچ ξ برای یافت. γ برای حدی مقدار دو مͬ�توان مغناطیسͬ سیستم برای بنابراین است،

داشت: خواهیم بنابراین ،(۱± ξ)(۲/۳) ≃ ۱± ۲
۳ξ کرد استفاده نیوتن بسط از

γ =
(۱+ ۲

۳ξ) − (۱− ۲
۳ξ)

ξ
=

۴
۳ = ۱٫۳۳ (٧٠.۴)

داشت: خواهیم ( ξ = ۱) کامل مغناطش حالت برای و

γ =
(۱+۱)۲/۳ − (۱−۱)۲/۳

۱ = ۲۲/۳ = ۱٫۵۷ (٧١.۴)

کرد: خلاصه زیر به�صورت مͬ�توان را فوق نتایج


ξ = ۰ ⇒ γ < ۴

۳ (I)

۰ < ξ < ۱ ⇒ ۴
۳ < γ < ۲۲/۳ (II)

ξ = ۱ ⇒ γ > ۲۲/۳ (III)

(٧٢.۴)

نسبͬ قطبش همسانͽرد)، (جواب نرمال حالت با متناظر ترتیب به (III) و (II) ، (I) حالت سه

پاشندگͬ به مربوط نمودار و هستند قوی) (فرومغناطیس کامل قطبش و ضعیف) (فرومعناطیس

برای هابارد مدل در قطبش منحنͬ است. شده داده نشان شͺل(۴.٢) در حالت هر در الͺترون�ها

آمده بدست روابط و نمودارها به توجه با است. شده داده نشان شͺل(۴.٣) در نیز فلزی چͽالͬ�های

حالت بین مرز و است ۴
۳ با برابر که دارد وجود γ کمیت برای بحرانͬ مقدار ͷی که مͬ�گیریم نتیجه

نظر در پتانسیل برای کمینه�ای مͬ�توان دیͽر عبارت به مͬ�کند، بیان را مغناطیسͬ غیر و مفناطیسͬ

داریم: یعنͬ گرفت،
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هابارد مدل برای ممͺن جواب سه :٢.۴ شͺل

فلزی. چͽالͬ�های برای هابارد مدل در قطبش منحنͬ :٣.۴ شͺل

۲m
ℏ۲

U

(۳π۲)۲/۳
n۱/۳ >

۴
۳ (٧٣.۴)

=⇒ U > Uc (٧۴.۴)

خود از مͬ�تواند کند، صدق فوق رابطه�ی در آن U اگر باشد، شده استتار برهم�کنش�هایش که فلزی

که مͬ�شود کمینه زمانͬ کل انرژی سیستم�هایͬ چنین در دیͽر عبارت به بدهد. نشان مغناطش

باشد. داشته وجود پایین و بالا اسپین با الͺترون�های چͽالͬ بین اختلافͬ

کنید. بیان را مربوطه نتایج کلیه و ببرید به�کار مربعͬ شبͺه برای را هابارد مدل تمرین:



۵ فصل

کوانتومͬ نظریه�ی در زمانͬ ͬͽوابست

میانͽین میدان نظریه�ی و بود زمان از مستقل هامیلتونͬ آن�ها در که کردیم مطالعه را مسائلͬ کنون تا

تحول بͽیریم. نظر در سیستم�ها در را زمانͬ تحول مͬ�خواهیم حال کردیم، مطرح را زمان از مستقل

ادامه در که کرد مطالعه دیراک) (یا برهمͺنشͬ و هایزنبرگ شرودینͽر، تصویر سه با مͬ�توان را زمانͬ

مͬ�پردازیم: آن�ها بیان به

شرودینͽر تصویر ١.۵

نه. یا باشند زمان از مستقل هست ممͺن عملͽرها و است وابسته زمان به موج تابع تصویر این در

است: زیر صورت به تصویر این در شرودینͽر معادله�ی

iℏ ∂t |ψ(t) >= H |ψ(۰) > (ℏ = ۱) (١.۵)

گفت: مͬ�توان کلͬ به�طور و


|ψ(t) >= e−iHt |ψ(t) >

A : is a operator

H : ∂tH = ۰

(٢.۵)

۵٣
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هایزنبرگ تصویر ٢.۵

در را زمانͬ تحولات تمام و باشد زمان از مستقل موج تابع که است این تصویر این در اصلͬ ایده

داریم: خلاصه به�طور دهیم. قرار عملͽرها
|ψ(t) >= |ψ(۰) >

A(t) = eiHt A(۰) e−iHt

H : ∂tH = ۰

(٣.۵)

یعنͬ رسید؛ خواهیم هایزنبرگ حرکت معادله�ی به عملͽرها از زمانͬ مشتق�گیری با تصویر این در

داریم:

∂ A(t)

∂t
= iH eiHt A(۰) e−iHt − eiHt A(۰) iH e−iHt = i[H, eiHt A(۰) e−iHt]

⇒ ∂tA(t) = ˙A(t) = i[H,A(t)] (۴.۵)

برهمͺنشͬ تصویر ٣.۵

کل هامیلتونͬ صورت این در مͬ�کنیم. استفاده تصویر این از باشد زمان به وابسته هامیلتونͬ هرگاه

داریم: نوشت، زمان به وابسته و H۰ زمان از مستقل بخش ͷی جمع حاصل به�صورت مͬ�توان را

H = H۰ + V (t) (۵.۵)

آن: در که

H۰ |n۰ >= εn۰ |n۰ > (۶.۵)

داریم: تصویر این در عملͽرها و موج تابع برای خلاصه به�طور
|ψ̂(t) >= e−iH۰t |ψ(t) >

A(t) = eiH۰t A(۰) e−iH۰t

H۰ : ∂tH۰ = ۰ ∂tH = ∂tV ̸= ۰

(٧.۵)
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باشد V (t) = ۰ هرگاه است. شرودینͽر تصویر در عملͽر همان فوق، رابطه�ی در A(۰) عملͽر

داریم: موج تابع از مشتق�گیری با شد. خواهد هایزنبرگ تصویر با معادل برهمͺنشͬ تصویر آنͽاه

i ∂t |ψ̂(t) > = i ∂t (e
iH۰t |ψ(t) >)

= − H۰ eiH۰t |ψ(t) > + eiH۰t i∂t |ψ(t) >

= − eiH۰t H۰ |ψ(t) > + eiH۰t H|ψ(t) >

= eiHt (−H۰ +H) e−iHt eiHt |ψ(t) >

= V̂ (t) |ψ(t) > (٨.۵)

(٩.۵)

زمان به وابسته بخش به تنها برهمͺنش تصویر در زمانͬ تحول که معناست این به فوق رابطه�ی

ابتدا بیابیم. زمانͬ تحول برای مناسبͬ یͺانͬ عملͽر مͬ�خواهیم ادامه در دارد. ͬͽبست هامیلتونͬ

گرفت: نظر در زیر به�صورت مͬ�توان را ١.۵ رابطه�ی موج تابع مͬ�گیریم. نظر در را شرودینͽر تصویر

|ψ(t) > = U(t, t۰) |ψ(t۰) > (١٠.۵)

داریم: آن از زمانͬ مشتق�گیری با

i ∂t |ψ(t) > = (i ∂t U(t, t۰) |ψ(t۰) >

⇒ H |ψ(t) > = i ∂t U(t, t۰) |ψ(t۰) >

⇒ H U(t, t۰) |ψ(t۰) > = i ∂t U(t, t۰) |ψ(t۰) >

⇒ H U(t, t۰) = i ∂t U(t, t۰)

⇒
∫ t

t۰

dU(t, t۰)
U(t, t۰)

= − iH

∫ t

t۰
dt

⇒ U(t, t۰) = e−iH(t−t۰) (١١.۵)
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داشت: خواهیم ١٠.۵ رابطه�ی ١١.۵در رابطه��ی جایͽذاری با

|ψ(t) > = e−iH(t−t۰) |ψ(t۰) > (١٢.۵)

تابع فرضمͬ�کنیم مͬ�دهیم. انجام برهمͺنشͬ تصویر موج تابع برای را مشابهͬ محاسبات حال

باشد: زیر به�صورت برهمͺنشͬ تصویر در موج

|ψ̂(t) = Û(t, t۰) |ψ̂(t) > (١٣.۵)

داشت: خواهیم فوق رابطه�ی در ١٢.۵ رابطه�ی جایͽذاری سپس و ٧.۵ رابطه�ی جایͽذاری با

eiH۰t eiH(t−t۰) |ψ(t۰) > = Û(t, t۰) eiH۰t |ψ(t) >⇒ eiH۰t eiH(t−t۰) e−iH۰t = Û(t, t۰)

مͬ�گیریم: نتیجه فوق رابطه�ی و ١١.۵ رابطه�ی از استفاده با

Û(t, t۰) = eiH۰t U(t, t۰) e−iH۰t (١۴.۵)

مͬ�گیریم: مشتق زمان به نسبت ١٣.۵ رابطه�ی از حال

i∂t |ψ̂(t) = (i∂t Û(t, t۰)) |ψ̂(t۰) (١۵.۵)

داشت: خواهیم فوق رابطه�ی چپ سمت برای ١٣.۵ رابطه�ی سپس و ٧.۵ رابطه�ی از استفاده با

V̂ (t) Û(t, t۰) |ψ̂(t) = (i∂t Û(t, t۰)) |ψ̂(t۰)

⇒ i∂t Û(t, t۰) = V̂ (t) Û(t, t۰) (١۶.۵)

مͬ�گیریم: انتͽرال t۱ زمان به نسبت فوق رابطه�ی از Û(t۰, t۰) = ۱ بدیهͬ شرط از استفاده ∫با t

t۰
dt۱ ∂t۱ Û(t۱, t۰) =

۱
i

∫ t

t۰
dt۱ V̂ (t۱) Û(t۱, t۰)

⇒ Û(t, t۰) − Û(t۰, t۰) =
۱
i

∫ t

t۰
dt۱ V̂ (t۱) Û(t۱, t۰)

⇒ Û(t, t۰) = ۱ +
۱
i

∫ t

t۰
dt۱ V̂ (t۱) Û(t۱, t۰) (١٧.۵)
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داشت: خواهیم کنیم، جایͽذاری را زمانͬ تحول بازگشتͬ به�طور اگر حال

Û(t, t۰) = ۱ +
۱
i

∫ t

t۰
dt۱ V̂ (t۱)

{۱ +
۱
i

∫ t۱

t۰
dt۲ V̂ (t۲)

[۱ +
۱
i

∫ t۲

t۰
dt۳ V̂ (t۳) Û(t۳, t۰)]

}
(١٨.۵)

Û(t, t۰) = ۱ + (
۱
i
)۱
∫ t

t۰
dt۱ V̂ (t۱)

+ (
۱
i
)۲
∫ t

t۰
dt۱ V̂ (t۱)

∫ t۱

t۰
dt۲ V̂ (t۲) + ... (١٩.۵)

انتͽرال مͬ�توان ها انتͽرال تغییر با مͬ�پردازیم، فوق رابطه�ی سوم جمله�ی انتͽرال حل به حال

یعنͬ نوشت، (t۱ − t۲) مختصات صفحه�ی در مثلثͬ فضای در انتͽرال دو مجموع به�صورت را

داریم:

(
۱
i
)۲
∫ t

t۰
dt۱ V̂ (t۱)

∫ t۱

t۰
dt۲ V̂ (t۲) =

۱
۲(

۱
i
)۲
∫ t

t۰
dt۱ V̂ (t۱)

∫ t۱

t۰
dt۲ V̂ (t۲) +

۱
۲(

۱
i
)۲
∫ t

t۰
dt۲ V̂ (t۲)

∫ t۲

t۰
dt۱ V̂ (t۱)

(٢٠.۵)

را انتͽرال بنابرابن و کرد هم مشابه را انتͽرال دو کران مͬ�توان پله�ای توابع کردن ضرب با حال

داد: انجام مربعͬ فضایͬ در

⇒ (
۱
i
)۲
∫ t

t۰
dt۱ V̂ (t۱)

∫ t۱

t۰
dt۲ V̂ (t۲) =

۱
۲(

۱
i
)۲
∫ t

t۰
dt۱

∫ t

t۰
dt۲
{
θ(t۱ − t۲)V̂ (t۱) V̂ (t۲)

+ θ(t۲ − t۱) V̂ (t۲) V̂ (t۱)
}

(٢١.۵)
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زمانͬ: ترتیب کلͬ تعریف به توجه با

Tt Â(t۱) B̂(t۲) = θ(t۱ − t۲) Â(t۱) B̂(t۲) ± θ(t۲ − t۱) B̂(t۲) Â(t۱) (٢٢.۵)

حالت گرفتن نظر در با فرمیون�هاست. و بوزون�ها براب ترتیب به منفͬ و مثبت علامت�های آن در که

مͬ�آید: در زیر شͺل به ٣.۵ رابطه�ی فرمیونͬ

۱
۲!

(
۱
i
)۲
∫ t

t۰
dt۱

∫ t

t۰
dt۲ Tt V̂ (t۱) V̂ (t۲) (٢٣.۵)

است: زیر شͺل به زمانͬ تحول رابطه�ی بنابراین

Û(t, t۰) = ۱ + (
۱
i
)۱
∫ t

t۰
dt۱ V̂ (t۱)

+
۱
۲!

(
۱
i
)۲
∫ t

t۰
dt۱

∫ t

t۰
dt۲ Tt V̂ (t۱) V̂ (t۲)

+
۱
۳!

(
۱
i
)۳
∫ t

t۰
dt۱

∫ t

t۰
dt۲

∫ t

t۰
dt۳ Tt V̂ (t۱) V̂ (t۲) V̂ (t۳) + ... (٢۴.۵)

داریم: کلͬ به�طور و

Û(t, t۰) =
∞∑
n=۰

۱
n!
(
۱
i

∫ t

t۰
dt′ Tt (V̂ (t′)))n = Tt(exp{

۱
i

∫ t

t۰
dt′ V̂ (t′)}) (٢۵.۵)

دیاگرام�های مفهوم و نامتناهͬ مرتبه�ی اختلال نظریه�ی شروع نقطه�ی زمانͬ تحول برای فوق رابطه�ی

تا تنها است، برقرار ͷکوچ بسیار اختلالͬ پتانسیل برای که خطͬ پاسخ مبحث در است. فاینمن

مͬ�گیریم. نظر در را زمانͬ تحول اول مرتبه�ی



۵٩ زمان به وابسته فنای و خلق عملͽرهای .۴.۵

زمان به وابسته فنای و خلق عملͽرهای ۴.۵

برهمͺنشͬ هایزنبرگو تصویر آن برای که مͬ�گیریم، نظر در را غیربرهمͺنشͬ هامیلتونͬ ساده�ترین ابتدا

مͬ�گیریم: نظر در را زیر هامیلتونͬ هستند. هم با معادل

H۰ =
∑
ν

εν a
†
νaν (٢۶.۵)

گفت: مͬ�توان (۴.۵ (رابطه�ی هایزنبرگ حرکت معادله�ی از استفاده با

i ∂ta
†
ν = [a†ν , H۰] =

∑
µ

εµ [a
†
ν , a

†
µaµ] (٢٧.۵)

مͬ�کنیم: استفاده زیر جابجاگری روابط از محاسبات ادامه�ی برای

[A , BC] = [A,B]C + B[A,C]

{A,B}C − B{A,C} (٢٨.۵)

[AB , C] = A[B,C] + [A,C]B

A{B,C}C − {A,C}B (٢٩.۵)

عملͽرهای برای ترتیب به پادجابجایͬ و جابجایͬ جبر اینͺه به توجه با ولͬ است کلͬ فوق روابط

در کرد. خواهیم استفاده مناسب روابط از مورد هر در است، برقرار فرمیونͬ و بوزونͬ فنای و خلق

به ٢٧.۵ رابطه�ی ، ٢٨.۵ دوم رابطه�ی از استفاده با مͬ�کنیم. کار فرمیونͬ عملͽرهای با تنها ادامه

شد: خواهد زیر شͺل

i ∂ta
†
ν =

∑
µ

εµ {a†ν , a†µ}aµ − a†µ{a†ν , aµ} = − a†µ δµν

⇒ a†ν(t)

a†ν(t)
= iεν ∂t

a†ν(t) = eiενt a†ν (٣٠.۵)
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خواهیم نیز برهمͺنشͬ بدون سیستم فرمیونͬ فنای عملͽر زمانͬ تحول برای محاسباتمشابه انجام با

داشت:

aν(t) = e−iενt aν (٣١.۵)

هامیلتونͬ یعنͬ کرده�ا�یم، اضافه سیستم به زیر شͺل به برهمͺنشضعیف ͷی که فرضمͬ�کنیم حال

است: زیر شͺل به کل

H = H۰ + γH۰ γ ≪ ۱ (٣٢.۵)

بود: خواهند زیر شͺل به سیستم مقادیر ویژه پس کرده�ایم قطری را H۰ هامیلتونͬ چون

< H > = (۱+ γ) ε ε = < H۰ > (٣٣.۵)

مͬ�کنیم: بررسͬ برهمͺنشͬ تصویر در را کل هامیلتونͬ از دلخواه حالت ͷی زمانͬ تحول حال

|ν̂(t) > = eiH۰t |ν̂(t) > (٣۴.۵)

مͬ�دانیم: نیز شرودینͽر تصویر از و

|ν(t) > = e−iHt |ν(t) > = e−iεν(۱+γ)t|ν > (٣۵.۵)

داریم: فوق رابطه�ی دو تلفیق با و

|ν̂(t) > = eiενt|ν > e−iεν(۱+γ)t|ν > = e−iγ ενt|ν > (٣۶.۵)

است ͷکوچ بسیار فوق فاز توان عبارت برهمͺنش، حضور در که مͬ�شود نتیجه فوق رابطه�ی از

فرکانس که داشتیم را eiενt ضریب برهمͺنش، غیاب در مͬ��رود، صفر سمت به کندی به فاز این و

کرد: تقسیم بخش چهار به مͬ�توان را کل هامیلتونͬ بنابراین دارد. بالایͬ

H =

 HLL HLH

HHL HHH

 (٣٧.۵)



۶١ زمان به وابسته فنای و خلق عملͽرهای .۴.۵

حضور در نیز و (H۰) نشده مختل هامیلتونͬ بودن قطری صورت در که است این ایده و

پایین فرکانس بخش تنها و کنیم حذف را بالا فرکانس بخش هامیلتونͬ مͬ�توان ضعیف برهمͺنش

مͬ�شود. محاسبات شدن ساده�تر باعث که مͬ�گویند بازبهنجارش عمل این به مͬ�یابیم، را (HLL)

کل هامیلتونͬ دیدیم، هم قبلا که همانطور مͬ�کنیم، اضافه هامیلتونͬ به را کلͬ برهمͺنش ͷی حال

بود: خواهد زیر شͺل به

H = H۰ + H۱ =
∑
µ

εµ a
†
µ aµ +

∑
µ۱µ۲q

Vq a
†
ν۲+q a

†
ν۱−q aν۱ aν۲ (٣٨.۵)

استفاده (۴.۵ معادله�یحرکتهایزنبرگ(رابطه�ی از قبل مشابه عملͽرها، زمانͬ تحول یافتن برای

مͬ�کنیم:

∂taν = − i [aν , H۰] − i [aν , H۱]

= − i
∑
µ

εµ [aν , a
†
µ aµ] − i

∑
µ۱µ۲q

Vq [aν , a
†
ν۲+q a

†
ν۱−q aν۱ aν۲ ]

= −i
∑
µ

εµ aµ δµν

− i
∑
µ۱µ۲q

Vq
(
[aν , a

†
ν۲+q a

†
ν۱−q] aν۱ aν۲ + a†ν۲+q a

†
ν۱−q [aν , aν۱ aν۲ ]

)
= − i εν aν − i

∑
µ۱µ۲q

(
Vq δν,ν۲+q a

†
ν۱−q aν۱ aν۲ − Vq δν,ν۱−q a

†
ν۲+q aν۱ aν۲

)
= − i εν aν − i

∑
µ۱µ۲

(
Vν−ν۲ a

†
ν۱+ν۲−ν − Vν۱−ν a

†
ν۲+ν۱−ν

)
aν۱ aν۲

ȧν = − i εν aν − i
∑
µ۱µ۲

(
Vν−ν۲ − Vν۱−ν

)
a†ν۱+ν۲−ν aν۱ aν۲ (٣٩.۵)

محاسبه�ی و هستند وابسته زمان به شده�اند ظاهر فوق رابطه�ی دوم جمله�ی در که عملͽری سه هر

حاصل ͷی به سه این برای هایزنبرگ حرکت معادله�ی نوشتن با زیرا است، پیچیده آن�ها ͷدینامی

تقریب�هایͬ به راجع بعد فصل در مͬ�شود. پیچیده�تر مسئله و مͬ�رسیم عملͽرها از پنج�تایͬ ضرب
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داد: نشان زیر بصورت مͬ�توان را پله�ای تابع کرد. ساده را این�ها بتوان که مͬ�زنیم حرف

α(t)η→۰+ =
i

۲π
∫
dω

e−iωt

ω + iη − ν
(۴٠.۵)

با برابر مخرج ریشه�ی با قطب کرد. محاسبه مͬ�توان مانده�ها حساب از استفاده با را انتͽرال این

را پربند باید t < ۰ های زمان برای دارد. قرار حقیقͬ محور پایین در بنابراین و است ω = ν − iη

مͬ�شود. صفر انتͽرال حاصل نتیجه در و نیست قطب شامل که گرفت نظر در حقیقͬ محور بالای در

مͬ�شود، منجر صفر غیر جواب به که گرفت نظر در حقیقͬ محور پایین در را پربند باید ،t > برای۰

داریم: کلͬ به�طور بنابراین

α(t) =

{ ۰ t < ۰
− i

۲π (۲πi) e−it(ν−iη) t > ۰

α(t) =

{ ۰ t < ۰
e−it(ν−iη) t > ۰ (۴١.۵)

پله�ای تابع وجود که کنیم محاسبه را C(t) = θ(t) g(t) شͺل به توابعͬ باید معمولا˟ درس این در

شود صفر نیز بزرگ بینهایت زمان�های در اینͺه برای و باشد صفر منفͬ زمان�های در مͬ��شود باعث

معنای به است حقیقͬ محور زیر در که قطبͬ که گفت مͬ�توان کلͬ به�طور داریم. نیاز e−ηt � عامل به

فوریه تبدیل بس�ذره�ای سیستم�های در خواستیم هرگاه که است این کلͬ ایده�ی بنابراین است. علیت

تأخیری با علیت و گیرد صورت میرایͬ بزرگ زمان�های در تا کنیم اضافه نیز را فوق عامل باید بزنیم

زیر شͺل به فوریه تبدیل رابطه�ی مͬ�دهیم. میل صفر سمت به را η انتها در و باشد شده لحاظ بودن

شد: خواد

C(ω) =

∫
ei(ω+iη)t C(t) (۴٢.۵)



۶ فصل

خطͬ پاسخ تئوری

کوبو فرمول ١.۶

با متناسب خارجͬ ضعیف اختلال ͷی به سیستم ͷی پاسخ که مͬ�کند بیان ١ خطͬ پاسخ تئوری

H۰ زمان از مستقل هامیلتون̞ͬ با که مͬ�گیریم نظر در را کوانتومͬ سیستم ͷی اکنون است. اختلال

بود: خواهد زیر صورت به A عملͽر انتظاری مقدار صورت این در مͬ�شود. توصیف

⟨A⟩۰ =
۱
Z۰

Tr(ρ۰ A) (١.۶)

=
۱
Z۰

Tr(e−βH۰ A)

=
۱
Z۰

∑
n

⟨n|e−βH۰A|n⟩

=
۱
Z۰

∑
n

e−βEn ⟨n|A|n⟩

مͬ�شوند. محاسبه H۰ هامیلتونͬ پایه�ی حالت به نسبت بالا روابط که مͬ�کند تاکید ”۰” اندیس

هامیلتونͬ ویژه�حالت�های از کامل مجموعه�ای {|n⟩} و است پارش تابع Z۰ = Tr(ρ۰) هم�چنین

هستند.

اختلال این مͬ�شود. اعمال سیستم به خارجͬ اختلال ͷی t = t۰ زمان در مͬ�کنیم فرض حال

Linear response theory١

۶٣
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مͬ�دهیم. نمایش H ′(t) با شود خارج تعادل حالت از سیستم مͬ�شود باعث که را خارجͬ

H = H۰ +H ′(t) θ(t− t۰) (٢.۶)

بیابیم. اختلال) حضور (در t۰ از بزرگ�تر t زمان در را A عملͽر انتظاری مقدار که داریم قصد اکنون

⟨A⟩ = ۱
Z۰

∑
n

⟨n(t)|e−βHA|n(t)⟩ = ۱
Z۰

∑
n

e−βEn ⟨n(t)|A|n(t)⟩ (٣.۶)

ویژه�حالت زمانͬ توصیفتحول برهم�کنشبرای تصویر از مͬ�باشد ͬͺکوچ Hاختلال ′ این�که دلیل به

مͬ�کنیم. استفاده هامیلتونͬ

|n(t)⟩ = e−iH۰t |n̂(t)⟩

= e−iH۰t Û(t, t۰) |n̂(t۰)⟩

= e−iH۰t
(
۱− i

∫ t

t۰
dt′ Ĥ ′(t′)

)
|n̂(t۰)⟩ (۴.۶)

که مͬ�کنیم توجه هم�چنین

|n̂(t۰)⟩ = eiH۰t۰ |n(t۰)⟩ = |n⟩ (۵.۶)

مͬ�آوریم: بدست بنابراین

⟨A⟩ = ۱
Z۰

∑
n

e−βEn⟨n|
(
۱+ i

∫ t
t۰ dt′ Ĥ ′(t′)

)
eiH۰t A e−iH۰t (۶.۶)

×
(
۱− i

∫ t
t۰ dt′ Ĥ ′(t′)

)
|n⟩

درمͬ�آید: زیر صورت به اختلال اول مرتبه�ی تا بالا انتظاری مقدار

⟨A⟩ =
۱
Z۰

∑
n

e−βEn⟨n|eiH۰t A e−iH۰t|n⟩

+
۱
Z۰

∑
n

e−βEn⟨n| i
∫ t

t۰
dt′ Ĥ ′(t′) eiH۰t A e−iH۰t|n⟩

− ۱
Z۰

∑
n

e−βEn⟨n| eiH۰t A e−iH۰t i

∫ t

t۰
dt′ Ĥ ′(t′)|n⟩
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انتظاری مقدار برای است، زیر برهم�کنشبصورت تصویر در A عملͽر زمانͬ تحول این�که به توجه با

داشت: خواهیم

Â(t) = eiH۰t A e−iH۰t

⟨A⟩ = ⟨A⟩۰ − i

∫ t

t۰
dt′

۱
Z۰

∑
n

e−βEn ⟨n|[Â(t), Ĥ ′(t′)]|n⟩

= ⟨A⟩۰ − i

∫ t

t۰
dt′
⟨
[Â(t), Ĥ ′(t′)]

⟩
۰

(٧.۶)

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به ٢ تاخیری ͬͽهمبست تابع نام به کمیتͬ اکنون

CR
AH′(t, t′) = −iθ(t− t′)

⟨
[Â(t), Ĥ ′(t′)]

⟩
۰

(٨.۶)

مͬ�شود. محاسبه غیراختلالͬ هامیلتونͬ به نسبت میانͽین�گیری آن در که

⟨δA⟩ = ⟨A⟩ − ⟨A⟩۰ =

∫ ∞

−∞
dt′ CR

AH′(t, t′) e−η(t−t
′) (٩.۶)

با e−η(t−t′) فاکتور مͬ�کند. بیان را اختلال ͷی به خطͬ پاسخ که است ٣ کوبو فرمول بالا رابطه�ی

در اختلال از ناشͬ t زمان در سیستم پاسخ که است این بیانͽر η مثبت و ͷکوچ بͬ�نهایت پارامتر

مͬ�کند. افت t≫ t′ برای t′ زمان

فرکانس فضای در کوبو فرمول ٢.۶

باشد: زیر صورت به اختلال مͬ�کنیم فرض

Ĥ ′
B(t) = B̂f(t) (١٠.۶)

Retarded correlation function٢
Kubo formula٣



۶۶ خطͬ پاسخ تئوری .۶

داشت: خواهیم نتیجه در زمان. به وابسته تابعͬ f(t) و مͬ�باشد زمان از مستقل عملͽری B

CR
AH′

B
(t, t′) = CR

AB(t− t′)f(t′) (١١.۶)

تابع اکنون مͬ�گذاریم. خواننده عهده�ی به را است t − t′ از تابعͬ ͬͽهمبست تابع این�که دادن نشان

مͬ�آید: در زیر صورت به خطͬ پاسخ

⟨δA⟩ =
∫
dt′CR

AB(t− t′)f(t′) (١٢.۶)

خواهد زیر صورت به آن فوریه�ی تبدیل بنابراین است. CR
AB و f تابع دو convolution بالا عبارت

بود:

δ⟨A(ω)⟩ = CR
AB(ω)f(ω) (١٣.۶)

صورت به بالا روابط باشد، داشته ͬͽبست جهت به هم و مͺان به هم سیستم به شده وارد اختلال اگر

مͬ�آید: در زیر

H ′
B(t) =

∑
α

∫
dr Bα(r) fα(r, t) (١۴.۶)

δ⟨A(ω)⟩ =
∑
α

∫
dr CR

ABα(r)(ω) fα(r, t) (١۵.۶)

رسانش برای کوبو فرمول ٣.۶

مͬ�کند القا جریان سیستم در میدان شود، اعمال الͺترومغناطیسͬ میدان الͺترونͬ سیستم ͷی به اگر

و زمان در رسانش کلͬ حالت در است. شده اعمال اختلال به سیستم خطͬ پاسخ رسانشضریب و

زمان و r′ مͺان در ͬͺتریͺال میدان به r زمان و r مͺان در Je جریان یعنͬ است موضعͬ غیر مͺان

است. وابسته t′

Je(r, t) =

∫
dt′
∫
dr′
∑
β

σαβ(rt, r′t′) Eβ(r′, t′) (١۶.۶)



۶٧ رسانش برای کوبو فرمول .٣.۶

جهت در ͬͺتریͺال میدان به êα جهت در جریان پاسخ که است رسانش تانسور σαβ �بالا رابطه�ی در

است. êβ

مͬ�شود. داده زیر رابطه�ی با ͬͺتریͺال میدان است، صفر ͬͺتریͺال پتانسیل آن در که پیمانه�ای در

E(r, t) = −∂tAext(r, t) (١٧.۶)

است: زیر صورت به جریان الͺترون�ها از سیستمͬ برای است. برداری پتانسیل Aext آن در که

Je(r) =
∑
i

qi Ji(r) = −e⟨J⟩ (١٨.۶)

به الͺترون�ها جفت�شدگͬ با خارجͬ الͺترومغناطیسͬ میدان از ناشͬ هامیلتونͬ اختلالͬ جمله�ی

مͬ�شود: داده برداری پتانسیل

H ′(t) = e

∫
dr J(r).Aext(r, t) (١٩.۶)

ͬͽبست پیمانه� به نباید نتیجه ولͬ هستیم خاصͬ پیمانه�ی در چه اگر که است این توجه قابل نͺته�ی

باشد. داشته

مͬ�گیریم: فوریه تبدیل (١٧.۶) عبارت طرفین از

∫
dω

۲π e−iωtEα(ω) = −∂t
∫

dω

۲π e−iωtAα(ω)

=

∫
dω

۲π (iωt)Aα(ω) (٢٠.۶)

مͬ�آوریم: بدست بنابراین

Eα
ω = (iωt)Aα(ω) (٢١.۶)

مͬ�آید: در زیر صورت به اختلال هامیلتونͬ نتیجه در

H ′(ω) =
e

iω

∫
drJ(r).Eext(r, ω) (٢٢.۶)



۶٨ خطͬ پاسخ تئوری .۶

داریم: سیستم خطͬ پاسخ برای بالا رابطه�ی به توجه با

δ⟨J(r, ω)⟩ = e

iω

∫
dr′
∑
β

CR
Jα(r)Jβ(r′)

(ω) Eβ
ext(r

′, ω) (٢٣.۶)

t − t′ صورت به زمانͬ ͬͽوابست دارای σαβ رابطه این در بازمͬ�گردیم. (١۶.۶) رابطه�ی به اکنون

خواهد زیر صورت به آن فوریه�ی تبدیل و است تابع دو convolution رابطه این بنابراین مͬ�باشد.

بود.

Jαe (r, ω) = eJα(r, ω) =

∫
dr′
∑
β

σαβ(r, r′, ω) Eβ(r′, ω) (٢۴.۶)

مͬ�آوریم: بدست (٢۴.۶) و (٢٣.۶) رابطه�ی دو مقایسه�ی از

σαβ(r, r′, ω) =
۱
iω

CR
Jα(r)Jβ(r′)

(ω) (٢۵.۶)

مͬ�باشد. جریان-جریان ͬͽهمبست تابع CR
Jα(r)Jβ(r′)

(ω) آن در که

ΠR
αβ(r, r

′, t− t′) = CR
Jα(r)Jβ(r′)

(ω) = −i θ(t− t′)⟨[Jα(r, t), Jβ(r′, t′)]⟩۰ (٢۶.۶)

ͷتریͺدی�ال تابع برای کوبو فرمول ۴.۶

قطبیده سیستم و مͬ�کند تغییر بار توزیع بͽیرد، قرار الͺترومغناطیسͬ تحتیͷاختلال سیستمͬ وقتͬ

اندازه را ϕtot کلͬ پتانسیل و مͬ�کنند اعمال ϕext خارجͬ پتانسیل ͷی سیستم به آزمایش در مͬ�شود.

بدست شده القا قطبش توسط شده ایجاد پتانسیل و خارجͬ پتانسیل جمع از کل پتانسیل مͬ�گیرند.

مͬ�آید.

ϕtot = ϕext + ϕind (٢٧.۶)



۶٩ ͷتریͺدی�ال تابع برای کوبو فرمول .۴.۶

مرتبط به�هم پواسون معادله�ی طریق از که کنیم کار بار با مͬ�توانیم پتانسیل با کردن کار جای به

مͬ�شوند:

▽۲ϕtot = − ۱
ε۰
ρe,tot (٢٨.۶)

▽۲ϕext = − ۱
ε۰
ρe,ext (٢٩.۶)

▽۲ϕind = − ۱
ε۰
ρe,ind (٣٠.۶)

مͬ�باشد. بار چͽالͬ ρe بالا عبارت�های در

مͬ�شود. نامیده نسبͬ پذیرفتاری و دی�الͺتریͷاست پاسخ تابع کل، پتانسیل به خارجͬ پتانسل نسبت

ϕtot = ε−۱ϕext (٣١.۶)

داریم: بنابراین است، موضعͬ غیر مͺان و فضا در پذیرفتاری

ϕtot(r, t) =

∫
dr′
∫
dt′ ε−۱(rt, r′t′) ϕext(r′, t′) (٣٢.۶)

بود: خواهد زیر صورت به اختلال بنابراین مͬ�شود. جفت بار چͽالͬ با خارجͬ ͬͺتریͺال پتانسیل

H ′ =

∫
dr ρe(r) ϕext(r, t) (٣٣.۶)

مͬ�کند: پیروی خطͬ پاسخ تئوری از القایͬ بار چͽالͬ

ρe,ind(r, t) = ⟨ρe⟩ − ⟨ρe⟩۰

=

∫
dr′
∫
dt′ CR

ρe(r),ρe(r′)(t, t
′) ϕext(r

′, t′) (٣۴.۶)

هم�چنین اختلال. غیاب در چͽالͬ ⟨ρe⟩۰ و است اختلال حضور در کل چͽالͬ ⟨ρe⟩ بالا رابطه�ی در

مͬ�گویند. هم قطبش�پذیری۴ تابع آن به که مͬ�باشد بار-بار ͬͽهمبست تابع CR
ρe(r),ρe(r′)

(t, t′)

CR
ρe(r),ρe(r′)(t, t

′) = χRe (rt, r
′t′) = −iθ(t− t′)⟨[ρe(r, t), ρe(r′, t′)]⟩۰ (٣۵.۶)

Polarizability function۴



٧٠ خطͬ پاسخ تئوری .۶

داشت: خواهیم Vc کولنͬ برهم�کنش گرفتن درنظر با

Vc(r− r′) =
۱

ϵ۰|r− r′|

ϕind(r, t) =

∫
dr′Vc(r− r′)ρe,ind(r

′) (٣۶.۶)

خواهیم کل پتانسیل برای و مͬ�آوریم بدست را ϕind (٣۶.۶) در (٣۴.۶) رابطه�ی جایͽذاری با

داشت:

ϕtot(r, t) = ϕext(r, t) +

∫
dr′
∫
dr′′
∫
dt′Vc(r− r′)χR(r′t, r′′t′)ϕext(r

′′, t′) (٣٧.۶)

آوریم: بدست را مغناطیسͬ پذیرفتاری مͬ�توانیم (٣٧.۶) و (٣٢.۶) رابطه�ی دو مقایسه�ی از اکنون

ε−۱(rt, r′t′) = δ(r− r′) δ(t− t′) +

∫
dr′′ Vc(r− r′′) χR(rt, r′′t′) (٣٨.۶)

انتقال تحت ناوردا سیستم در ͷتریͺدی�ال تابع ١.۴.۶

هم زمانͬ ͬͽوابست است. r − r′ صورت به χ مͺانͬ ͬͽوابست انتقال تحت ناوردا سیستم ͷی در

و تͺانه فضای به (٣٢.۶) رابطه�ی از فوریه تبدیل با مͬ�توانیم بنابراین مͬ�باشد. t− t′ صورت به که

برویم: فرکانس

ϕtot(q, ω) = ε−۱(q, ω) ϕext(q, ω) (٣٩.۶)

مͬ�آوریم: بدست (٣٧.۶) رابطه�ی فوریه�ی تبدیل با و

ε−۱(q, ω) = ۱+ Vc(q) χ
R
e (q, ω) (۴٠.۶)

رسانش و ͷتریͺدی�ال تابع بین رابطه�ی ٢.۴.۶

انتظار بنابراین هستند. الͺترومغناطیسͬ میدان به سیستم پاسخ دو هر رسانش و ͷتریͺدی�ال تابع

داشت: خواهیم است، ناوردا انتقال تحت که سیستمͬ گرفتن نظر در با باشند. مرتیط به�هم داریم

Je(q, ω) = σ(q, ω) Eext(q, ω) (۴١.۶)



٧١ ͷتریͺدی�ال تابع برای کوبو فرمول .۴.۶

داریم: دیͽر طرف از

Eext(r, t) = −∇r ϕext(r, t) (۴٢.۶)∫
dqeiq.r Eext(q, ω) = −∇r

∫
dqeiq.r ϕext(q, ω)

Eext(q, ω) = −iq ϕext(q, ω) (۴٣.۶)

مͬ�آوریم: بدست نتیجه در

Je(q, ω) = −iσ(q, ω) q ϕext(q, ω)

q.Je(q, ω) = −iσ(q, ω) q۲ ϕext(q, ω) (۴۴.۶)

ͬͽپیوست رابطه�ی اگر

∇.J + ∂tρ = ۰ (۴۵.۶)

داریم: ببریم، فرکانس و تͺانه فضای به را

−iω ρe(q, ω) + iq.Je(q, ω) = ۰

q.Je(q, ω) = ω ρe(q, ω)

= ω χRe (q, ω) ϕext(q, ω) (۴۶.۶)

بدست (۴۶.۶) و (۴۴.۶) رابطه�ی دو از بنابراین کرده�ایم. استفاده (٣۴.۶) از آخر رابطه�ی برای

مͬ�آوریم:

−iσ(q, ω) q۲ = ω χRe (q, ω) (۴٧.۶)

کنیم: جایͽذاری بالا رابطه�ی در را χRe (۴٠.۶) رابطه�ی از اگر اکنون و

ε−۱(q, ω) = ۱− i
q۲

ω
Vc(q) σ(q, ω) (۴٨.۶)

عͺس. به و بیابیم را پذیرفتاری مͬ�توانیم رسانش داشتن با بنابراین



٧٢ خطͬ پاسخ تئوری .۶



٧ فصل

گرین توابع

معادله�ی مͬ�کنیم فرض مثال طور به مͬ�روند. به�کار دیفرانسیل معادلات حل برای گرین توابع

داریم: را زیر دیفرانسیلͬ

(E −H(r)) ψE(r) = ۰ (١.٧)

مͬ�کنیم: حل را زیر ͬͺکم معادله�ی کنیم، حل را بالا معادله�ی که این جای به صورت این در

(E −H(r)) G(r, r′) = δ(r− r′) (٢.٧)

مͬ�توانیم گرین تابع داشتن و بالا معادله�ی حل با بنابراین مͬ�شود. نامیده گرین ,G(rتابع r′) آن در که

پتانسیل یافتن آشنایِ مسئله�ی به گرین تابع روش ایده�ی درک برای بیابیم. را (١.٧) معادله�ی جواب�

مͬ�پردازیم: ثابت بار توزیع ͷی از ناشͬ ͬͺتریͺال

▽۲ϕ(r) = −۱
ϵ۰

ρ(r) (٣.٧)

است. زیر معادله�ی حل به منوط بالا معادله�ی حل بنابراین

▽۲G(r, r′) = δ(r− r′) (۴.٧)

٧٣



٧۴ گرین توابع .٧

صورت به ͬͺتریͺال پتانسیل نتیجه در است، G(r, r′) = − ۱
۴π

۱
|r−r′| جواب که مͬ�دانیم طرفͬ از

درمͬ�آید: زیر

ϕ(r) = −۱
ϵ۰

∫
dr′ G(r, r′) ρ(r′) (۵.٧)

=
۱

۴πϵ۰

∫
dr′

ρ(r′)

|r− r′|
(۶.٧)

بخشغیربرهم�کنشͬ دو شامل هامیلتونͬ اگر مͬ�گیریم. نظر در را زمان به وابسته معادله�یشرودینͽر حال

مͬ�کنیم: تعریف گرین تابع دو باشد، H = H۰ + V برهم�کنشͬ و

(i∂t −H(r))Ψ(r, t) = ۰ (٧.٧)

(i∂t −H۰(r)) G۰(rt, r′t′) = δ(r− r′) δ(t− t′) (٨.٧)

(i∂t −H(r)) G(rt, r′t′) = δ(r− r′) δ(t− t′) (٩.٧)

است. r مͺان و t زمان در r′ مͺان و t′ زمان در منبع ͷی اثر بیانͽر G

دارد: وجود زیر صورت به جواب دو (٩.٧) معادله�ی برای

GR(rt, r′t′) = −iθ(t− t′) ⟨r|e−iH(t−t′)|r′⟩ (١٠.٧)

GA(rt, r′t′) = iθ(t′ − t) ⟨r|e−iH(t−t′)|r′⟩ (١١.٧)

در r′ در ذرات موقعیت به ͬͽبست t زمان در r مͺان در ذرات حضور که است این بیانͽر R نماد

بعد�تر زمان�های در r′ در ذرات موقعیت به ͬͽوابست بیانͽر A نماد حالͬ�که در دارد قبل�تر زمان�های

است.

که مͬ�کنیم بررسͬ حال نیست. انتشارگر جز چیزی گرین تابع که مͬ�کنند بیان بالا روابط هم�چنین



٧۵

مͬ�کند؟ صدق (٩.٧) معادله�ی در GR آیا

(i∂t −H(r)) G(rt, r′t′) = (i∂t −H(r)) (−i)θ(t− t′) ⟨r|e−iH(t−t′)|r′⟩

= δ(t− t′) ⟨r|e−iH(t−t′)|r′⟩

+ θ(t− t′) ⟨r|(−i)H e−iH(t−t′)|r′⟩

+ iθ(t− t′) H(r) ⟨r|e−iH(t−t′)|r′⟩

= δ(t− t′) δ(r− r′)

شد. برقرار (٩.٧) رابطه�ی که مͬ�بینیم ⟨r|Ĥ = H(r)⟨r| به توجه با که

بنویسیم. r از متفاوت پایه�ای در را گرین تابع مͬ�توانیم حال

GR(rt, r′t′) = −iθ(t− t′)
∑
νν′

⟨r|ν⟩ ⟨ν|e−iH(t−t′)|ν ′⟩ ⟨ν ′|r′⟩ (١٢.٧)

= −iθ(t− t′)
∑
νν′

ϕν(r) ⟨ν|e−iH(t−t′)|ν ′⟩ ϕ∗
ν′(r

′) (١٣.٧)

=
∑
νν′

ϕν(r) G
R
νν′(t, t

′) ϕ∗
ν′(r

′) (١۴.٧)

در�آمد: زیر صورت به ν پایه�ی در گرین تابع بنابراین

GR
νν′(t, t

′) = −iθ(t− t′) ⟨ν|e−iH(t−t′)|ν ′⟩ (١۵.٧)

داشت: خواهیم باشند، هامیلتونͬ حالت�های ویژه ν ′ و ν اگر

Gνν′(t, t
′) = −iθ(t− t′) ⟨ | aν e−iH(t−t′) a†ν′ | ⟩ (١۶.٧)

= −iθ(t− t′) ⟨ | eiHt aν e−iHt eiHt
′
a†ν′ e

−iHt′ | ⟩ (١٧.٧)

≈ −iθ(t− t′) ⟨ | aν(t) a†ν′(t
′) | ⟩ (١٨.٧)

هستند. کردن نظر صرف قابل و مͬ�شوند انرژی جابجایͬ باعث تنها e−iHt′ | ⟩ و ⟨ | eiHt

مͬ�شوند: تعریف زیر روابط با که دارند مختلفͬ انواع ذره ͷت گرین توابع



٧۶ گرین توابع .٧

١ بزرگ�تر گرین تابع

G>
νν′(t, t

′) = −i ⟨ aν(t) a†ν′(t
′) ⟩ (١٩.٧)

G>(rt, r′t′) = −i ⟨ Ψ(rt) Ψ†(r′t′) ⟩ (٢٠.٧)

٢ کوچ�ͷتر گرین تابع

G<
νν′(t, t

′) = (±)(−i) ⟨ a†ν′(t
′) aν(t) ⟩ (٢١.٧)

G<(rt, r′t′) = (±)(−i) ⟨ Ψ†(r′t′) Ψ(rt) ⟩ (٢٢.٧)

٣ تاخیری گرین تابع

GR
νν′(t, t

′) = −i θ(t− t′) ⟨ [aν(t), a†ν′(t
′)]± ⟩ (٢٣.٧)

GR(rt, r′t′) = −i θ(t− t′) ⟨ [Ψ(rt),Ψ†(r′t′)]± ⟩ (٢۴.٧)

۴ تقدمͬ گرین تابع

GA
νν′(t, t

′) = i θ(t′ − t) ⟨ [aν(t), a†ν′(t
′)]± ⟩ (٢۵.٧)

GA(rt, r′t′) = i θ(t′ − t) ⟨ [Ψ(rt),Ψ†(r′t′)]± ⟩ (٢۶.٧)

فاینمن گرین تابع

GF
νν′(t, t

′) = −i Tt ⟨ aν(t) a†ν′(t
′) ⟩ (٢٧.٧)

GF (rt, r′t′) = −i Tt ⟨ Ψ(rt) Ψ†(r′t′) ⟩ (٢٨.٧)

Greater Green’s function١
Lesser Green’s function٢

Retarded Green’s function٣
Advanced Green’s function۴



٧٧ آزاد الͺترون�های گرین تابع .١.٧

آزاد الͺترون�های گرین تابع ١.٧

است: زیر صورت به آزاد الͺترون�های هامیلتونͬ

H =
∑
k

ξk c
†
k ck (٢٩.٧)

است: زیر صورت به پایه حالت سیستم این برای کرده�ایم، بیان قبلا که گونه همان

|FS⟩ =
∏
k

ξk<۰

c†k |۰⟩ (٣٠.٧)

مͬ�شود: نوشته زیر صورت به سیستم گرین تابع و

G>
kk′(t, t′) = −i⟨ ck(t) c†k′(t

′) ⟩ (٣١.٧)

هستند: زیر صورت به عملͽرها زمانͬ ͬͽوابست سیستم، هامیلتونͬ به توجه با

c†
k′(t

′) = eiξk′ t
′
c†
k′

ck(t) = e−iξkt ck

درمͬ�آید: زیر شͺل به (٣١.٧) رابطه� نتیجه در

G>
kk′(t, t′) = −i ⟨ ck c†k′ ⟩ e−iξkt+iξk′ t

′ (٣٢.٧)

قطری (k) بلاخ اندیس پایه�ی در هامیلتونͬ آن�گاه دارد انتقال تحت ناوردایͬ سیستم که هنͽامͬ

درمͬ�آید: زیر صورت به بالا رابطه� بنابراین است.

G>
k (t, t

′) = −i(۱− nF (ξk)) e
−iξk(t−t′) (٣٣.٧)

داریم: کوچ�ͷتر گرین تابع برای مشابه طور به

G<
k (t, t

′) = inF (ξk) e
−iξk(t−t′) (٣۴.٧)



٧٨ گرین توابع .٧

G<
k رابطه�ی و مͬ�گیرد درنظر را خالͬ حالت�های زیرا است الͺترون�ها انتشار بیانͽر G>

k رابطه�ی

مͬ�کند. بیان را حفره�ها انتشار است، الͺترون�ها تعداد با متناسب چون

بͽیریم. را G>
k (t, t

′) فوریه�ی تبدیل مͬ�توانیم اکنون

G>
k (ω) =

∫ ∞

−∞
dt eiω(t−t

′) G>
k (t, t

′)

= −i(۱− nF (ξk))

∫ ∞

−∞
dt ei(ω−ξk)(t−t

′)

= −۲πi(۱− nF (ξk)) δ(ω − ξk) (٣۵.٧)

مͬ�آوریم: بدست را تاخیری گرین تابع سهولت، دلیل به t′ = ۰ فرض با اکنون

GR
k (t) = iθ(t) ⟨ {ck(t), c†k(۰)} ⟩

= iθ(t) ⟨ (e−iξkt ck c†k + c†k e
−iξkt ck) ⟩

= iθ(t) e−iξkt ⟨ { ck, c†k} ⟩

= iθ(t) e−iξkt (٣۶.٧)

مͬ�گیریم: نظر در را بالا گرین تابع فوریه�ی تبدیل اکنون

GR
k (ω) =

∫ ∞

−∞
dt eiωt GR

k (t)

= −i
∫ ∞

−∞
dt θ(t) ei(ω+iη−ξk)t

= −i
∫ ∞

۰
dt ei(ω+iη−ξk)t

=
۱

ω + iη − ξk
(٣٧.٧)



٧٩ آزاد الͺترون�های گرین تابع .١.٧

مͬ�کنیم: محاسبه آزاد الͺترون�های برای را فاینمن گرین تابع بخش این پایان در

GF
k (t) = −i Tt ⟨ ck(t) c†k(۰) ⟩

= −iθ(t) ⟨ ck(t) c†k(۰) ⟩+ iθ(−t) ⟨ c†k(۰) ck(t) ⟩

= −i e−iξkt
(
θ(t) ⟨ ck c†k ⟩ − θ(−t) ⟨ c†k ck ⟩

)
= −iθ(t) e−iξkt

(
θ(t) θ(ξk)− θ(−t) θ(−ξk)

)
(٣٨.٧)

مͬ�آوریم: بدست را فاینمن گرین تابع فوریه�ی تبدیل حال

GF
k (ω) =

∫ ∞

−∞
dt eiωt GF

k (t)

= −i
∫ ∞

−∞
dt ei(ω−ξk)t

(
θ(t) θ(ξk)− θ(−t) θ(−ξk)

)
= −iθ(ξk)

∫ ∞

۰
dt ei(ω+iη−ξk)t + iθ(−ξk)

∫ ۰

−∞
dt ei(ω−iη−ξk)t

=
θ(ξk)

ω + iη − ξk
+

θ(−ξk)
ω − iη − ξk

(٣٩.٧)



٨٠ گرین توابع .٧

لهمن نمایش ٢.٧

مͬ�آوریم. بدست را مختلف گرین توابع بین رابطه�ی ۵ لهمن نمایش از استفاده با بخش این در

داریم: گرین تابع برای دهیم، نمایش {|n⟩} با را هامیلتونͬ حالت�های ویژه مجموعه اگر

G>
νν′(t, t

′) = −i ⟨ cν(t) c†ν′(t
′) ⟩

= −i۱
Z

∑
n

⟨ n| e−βH cν(t) c
†
ν′(t

′) |n ⟩

= −i۱
Z

∑
n

e−βEn ⟨ n| eiHt cν e−iHt eiHt
′
c†ν′ e

−iHt′ |n ⟩

= −i۱
Z

∑
nn′

e−βEn ⟨ n| eiHt cν e−iHt |n′⟩ ⟨n′|eiHt′ c†ν′ e
−iHt′ |n ⟩

= −i۱
Z

∑
nn′

e−βEn ei(En−En′ )(t−t
′) ⟨ n| cν |n′⟩ ⟨n′|c†ν′ |n ⟩ (۴٠.٧)

کرده�ایم. استفاده
∑

n′ |n′⟩ ⟨n′| = ۱ از بالا روابط در که

مͬ�آوریم: بدست باشد، قطری گرین تابع اگر

G>
ν (t, t

′) = −i۱
Z

∑
nn′

e−βEn ei(En−En′ )(t−t
′) ⟨ n| cν |n′⟩ ⟨n′|c†ν |n ⟩

= −i۱
Z

∑
nn′

e−βEn ei(En−En′ )(t−t
′) |⟨ n| cν |n′⟩|۲ (۴١.٧)

تابع که این دلیل به مͬ�رویم. فرکانس فضای به و مͬ�زنیم فوریه تبدیل بالا گرین تابع روی اکنون

مͬ�گیریم. نظر در را t− t′ = t̃ متغیر تغییر است، (t− t′) از تابعͬ گرین

G>
ν (ω) =

∫
dt̃ eiωt̃ G>

ν (t̃)

=
−i
Z

∑
nn′

e−βEn |⟨ n| cν |n′⟩|۲
∫

dt̃ ei(ω+En−En′ )t̃

=
−۲πi
Z

∑
nn′

e−βEn δ(ω + En − En′) |⟨ n| cν |n′⟩|۲ (۴٢.٧)

Lehman representation۵



٨١ لهمن نمایش .٢.٧

بودن فرمیونͬ و گرین تابع بودن قطری شرط دو گرفتن نظر در با G<
ν برای را بالا محاسبات اگر

داشت: خواهیم دهیم، انجام ذرات

G<
ν (t, t

′) = i ⟨ c†ν(t′) cν(t) ⟩

= i
۱
Z

∑
nn′

e−βEn ⟨ n| eiHt′ c†ν e−iHt
′ |n′⟩ ⟨n′|eiHt cν e−iHt |n ⟩

= i
۱
Z

∑
nn′

e−βEn e−i(En−En′ )(t−t
′) ⟨ n| c†ν |n′⟩ ⟨n′|cν |n ⟩ (۴٣.٧)

= i
۱
Z

∑
nn′

e−βEn ei(En−En′ )(t−t
′) |⟨ n′| cν |n⟩|۲ (۴۴.٧)

مͬ�زنیم: فوریه تبدیل t− t′ = t̃ متغیر تغییر با اکنون

G<
ν (ω) =

∫
dt̃ eiωt̃ G<

ν (t̃)

=
۲πi
Z

∑
nn′

e−βEn δ(ω − En + En′) |⟨ n′| cν |n⟩|۲ (۴۵.٧)

=
۲πi
Z

∑
nn′

e−βEn′ δ(ω + En − En′) |⟨ n| cν |n′⟩|۲ (۴۶.٧)

با تقریباً که برسیم (۴۶.٧) رابطه�ی به تا مͬ�کنیم تعویض را (۴۵.٧) رابطه�ی در n′ و n اندیس�های

داریم: (۴۶.٧) رابطه�ی در دلتا تابع به توجه با است. شͺل هم G>
ν گرین تابع

e−βEn′ = e−β(ω+En)

مͬ�آوریم: بدست نتیجه در

G<
ν (ω) =

۲πi
Z

e−βω
∑
nn′

e−βEn δ(ω + En − En′) |⟨ n| cν |n′⟩|۲ (۴٧.٧)

مͬ�گیریم: نتیجه (۴٧.٧) و (۴٢.٧) رابطه� دو مقایسه� از

G<
ν (ω) = −e−βω G>

ν (ω) (۴٨.٧)



٨٢ گرین توابع .٧

ساخت. مرتبط هم به را گرین توابع لهمن نمایش بنابراین

گرین تابع بودن قطری و فرمیون صورت به ذرات گرفتن نظر در با هم را تاخیری گرین تابع مͬ�توانیم

مͬ�گیریم. نظر در صفر را t′ است، (t− t′) از تابعͬ گرین تابع این�که به توجه با آوریم. بدست

GR
ν (t) = −i θ(t) ⟨ {cν(t), c†ν(۰)} ⟩

=
−i
Z

θ(t)
∑
n

e−βEn
(
⟨n|cν(t) c†ν(۰)|n⟩+ ⟨n|c†ν(۰) cν(t)|n⟩

)
=

−i
Z

θ(t)
∑
nn′

e−βEn
(
⟨n|eiHt cν e−iHt|n′⟩ ⟨n′| c†ν |n⟩

+⟨n|c†ν |n′⟩ ⟨n′|eiHt cν e−iHt|n⟩
)

=
−i
Z

θ(t)
∑
nn′

e−βEn
(
ei(En−En′ )t |⟨n|cν |n′⟩|۲ + e−i(En−En′ )t|⟨n′|cν |n⟩|۲

)
(۴٩.٧)

است: زیر صورت به بالا گرین تابع فوریه�ی تبدیل

GR
ν (ω) =

∫
dt ei(ω+iη)t GR

ν (t)

=
−i
Z

∑
nn′

e−βEn
∫ ∞

۰
dt

(
ei(ω+iη+En−En′ )t |⟨n|cν |n′⟩|۲

+ ei(ω+iη−En+En′ )t |⟨n′|cν |n⟩|۲
)

=
۱
Z

∑
nn′

e−βEn
(

|⟨n|cν |n′⟩|۲

ω + iη + En − En′
+

|⟨n′|cν |n⟩|۲

ω + iη − En + En′

)
(۵٠.٧)

�آوریم: بدست را گرین تابع موهومͬ و حقیقͬ بخش مͬ�توانیم زیر رابطه�ی به توجه با اکنون

۱
X ± iη

= P
۱
X

∓ iπδ(X) (۵١.٧)



٨٣ طیفͬ تابع .٣.٧

−۱
π

ImGR
ν (ω) =

۱
Z

∑
nn′

e−βEn
(
|⟨n|cν |n′⟩|۲ δ(ω + En − En′)

+|⟨n′|cν |n⟩|۲ δ(ω − En + En′)

)

e−βEn′ = e−β(ω+En) جمله در دلتا تابع به توجه با و مͬ�کنیم عوض را n′ و n جای دوم جمله�ی در

داریم: را

−۱
π

Im GR
ν (ω) =

۱
Z

(۱+ e−βω)
∑
nn′

e−βEn |⟨n|cν |n′⟩|۲ δ(ω + En − En′) (۵٢.٧)

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به ۶ طیفͬ تابع نام به تابعͬ

Aν(ω) =
−۱
π

Im GR
ν (ω) (۵٣.٧)

با آوریم. بدست را دیͽر گرین توابع مͬ�توانیم آن داشتن با که است این دارد طیفͬ تابع که مزیتͬ

داشت: (۴٧.٧)خواهیم و (۴٢.٧) روابط به توجه

iG>
ν = ۲π(۱− nF (ω)) Aν(ω) (۵۴.٧)

−iG<
ν = ۲πnF (ω) Aν(ω) (۵۵.٧)

است. فرمͬ-دیراک توزیع تابع nF (ω) که

nF (ω) =
۱

eβω +۱ (۵۶.٧)

طیفͬ تابع ٣.٧

درآمد: زیر صورت به گرین تابع (٣٧.٧) رابطه�ی در آزاد الͺترون�های برای

GR
k (ω) =

۱
ω + iη − ξk

Spectral function۶



٨۴ گرین توابع .٧

بود: خواهد زیر صورت به آن با متناظر طیفͬ تابع

Aν(ω) = δ(ω − ξk) (۵٧.٧)

مͬ�دهد رخ زمانͬ تنها ω انرژی با ͬͽیختͽبران مͬ�کند بیان که است دلتا تابع ͷی طیفͬ تابع بنابراین

شود. اضافه kحالت به ξk = ω انرژی با الͺترون ͷی که

ͷپی دارای تابعͬ هم باز ولͬ دارد فرق دلتا تابع با طیفͬ تابع شود، اضافه سیستم به برهم�کنش وقتͬ

طیفͬ تابع شدن پهن باعث برهم�کنش واقع در مͬ�کند. مشخص را سیستم ͬͽیختͽبران که است

به گرین تابع کنیم فرض اگر که کنیم توجیه گونه این مͬ�توانیم را طیفͬ تابع شدگͬ پهن مͬ�شود.

تابع برای صورت این در کند، افت زمان با مͬ�کنند، پراکنده ν حالت از را ذره که فرآیندهایͬ دلیل

داریم: گرین

GR
ν (t) ≈ iθ(t) e−iξνt e−t/τ (۵٨.٧)

مͬ�آید: در زیر صورت به طیفͬ تابع بنابراین مͬ�باشد. افت مشخصه�ی زمان τ که

Aν(ω) =
−۱
π

Im

∫
dt eiωt GR

ν (t)

≈ Im i

∫
dt eiωt e−iξνt e−t/τ

≈ ۱/τ
(ω − ξν)۲ + (۱/τ)۲ (۵٩.٧)

است. ۱/τ طیفͬ تابع عرض مͬ�دهد نشان که

است: مهم ویژگͬ دو دارای طیفͬ تابع

است. مشهود کاملا́ (۵٢.٧) رابطه�ی به توجه با خصوصیت این است. مثبت همیشه •

مͬ�کند: پیروی زیر جمع قاعده�ی از •∫ ∞

−∞
dω Aν(ω) = ۱ (۶٠.٧)



٨۵ طیفͬ تابع .٣.٧

کنیم. اثبات را طیفͬ تابع دوم̧ خاصیت که داریم قصد حال

∫ ∞

−∞
dω Aν(ω) =

−۱
π

∫ ∞

−∞
dω Im GR

ν (ω)

=
−۱
π

∫ ∞

−∞
dω

۱
Z

∑
nn′

Im
|⟨n|cν |n′⟩|۲

ω + iη + En − En′
(e−βEn + e−βEn′ )

=

∫ ∞

−∞
dω

۱
Z

∑
nn′

|⟨n|cν |n′⟩|۲ δ(ω + En − En′) (e−βEn + e−βEn′ )

=
۱
Z

∑
nn′

|⟨n|cν |n′⟩|۲ (e−βEn + e−βEn′ )

=
۱
Z

∑
nn′

e−βEn
(
⟨n|cν |n′⟩ ⟨n′|c†ν |n⟩+ ⟨n′|cν |n⟩ ⟨n|c†ν |n′⟩

)
=

۱
Z

∑
nn′

e−βEn
(
⟨n|cν |n′⟩ ⟨n′|c†ν |n⟩+ ⟨n|c†ν |n′⟩ ⟨n′|cν |n⟩

)
=

۱
Z

∑
n

e−βEn
(
⟨n|cν c†ν |n⟩+ ⟨n|c†ν cν |n⟩

)
=

۱
Z

∑
n

e−βEn ⟨n|{cν , c†ν}|n⟩ = ۱

و n آن دوم جمله�ی در حالͬ�که در کردیم جایͽذاری (۵٠.٧) رابطه�ی از را گرین تابع بالا روابط در

کردیم. تعویض را n′

داد: نشان نیز زیر روش به را خصوصیت این مͬ�توانیم

GR
ν (t = ۰) = −i θ(۰) ⟨ {cν , c†ν} ⟩

=

∫
dω

۱
۲π GR

ν (ω)



٨۶ گرین توابع .٧

θ(۰) = ۱
۲ دادن قرار با هم�چنین است. شده جایͽذاری (٢٣.٧) از GR

ν (t = ۰) بالا روابط در

مͬ�آوریم: ∫بدست
dω

−۱
π

GR
ν (ω) = i∫

dω
−۱
π

Im GR
ν (ω) = ۱∫

dω Aν(ω) = ۱

داریم: ν حالت در فرمیونͬ اشغال عدد برای

n̄ν = ⟨c†ν cν⟩ = −i G<
ν (t = ۰)

= −i
∫

dω

۲π e−iω(t=۰) G<
ν (ω)

=

∫
dω nF (ω) Aν(ω) (۶١.٧)

همین به مͬ�کند. عمل ν حالت برای حالت�ها چͽالͬ مانند طیفͬ تابع که مͬ�دهد نشان بالا رابطه�

رابطه�ی با حالت چͽالͬ Nνباشد، � حالت�ها کل تعداد اگر مͬ�نامند. ٧ جزئͬ حالت چͽالͬ را آن دلیل

مͬ�شود: داده زیر

ρ(ω) =
۱
Nν

∑
ν

Aν(ω) (۶٢.٧)

طیفͬ تابع اندازه�گیری ۴.٧

کنیم. محاسبه را دیͽر ماده�ی به ماده ͷی از الͺترون زنͬ تونل جریان داریم قصد بخش این در

تشͺیل شده�اند، متصل هم به کم ضخامت با عایق ͷی با که رسانا ماده�ی دو از زنͬ تونل سیستم

ترتیب به H۲ و H۱ هامیلتونͬ با که ٢ و ١ سیستم عنوان به رساناها (١.٧) شͺل در است. شده

بود: خواهد زیر صورت به سیستم کل هامیلتونͬ شده�اند. داده نشان مͬ�شوند، توصیف

Partial density of state٧



٨٧ طیفͬ تابع اندازه�گیری .۴.٧

تونل�زنͬ جریان اندازه�گیری سیستم :١.٧ شͺل

H =
۲∑
i=۱

Hi +HT (۶٣.٧)

Hi =
∑
ν

ξiν c
†
iν ciν (۶۴.٧)

HT =
∑
νµ

(
Tµν c

†
۱ν c۲µ + T ∗

µν c
†
۲µ c۱ν

)
(۶۵.٧)

عنصر Tµν آن در که مͬ�شود HTداده جمله�ی با موج توابع همپوشانͬ دلیل به رسانا دو شدگͬ جفت

مͬ�شود نابود ٢ رسانای در الͺترون ͷی Tµν دامنه�ی با که معنͬ این به مͬ�باشد. زنͬ تونل ماتریسͬ

مͬ�شود. خلق ١ رسانای در و

مͬ�گیریم: درنظر زیر صورت به را HT هامیلتونͬ نوشتن در سادگͬ برای

HT = L+ L†, L =
∑
νµ

Tµν c
†
۱ν c۲µ (۶۶.٧)



٨٨ گرین توابع .٧

زیر صورت به I عملͽر آن در که مͬ�شود داده ⟨I⟩صورت به ذرات تغییرات نرخ با سیستم در جریان

مͬ�شود. محاسبه

I = ∂t N۱ = i[H,N۱] = i[HT , N۱]

= i
∑
νµ

∑
ν′

[(
Tµν c

†
۱ν c۲µ + T ∗

µν c
†
۲µ c۱ν

)
, c†۱ν′ c۱ν′

]
= −i

∑
νµ

(
Tµν c

†
۱ν c۲µ − T ∗

µν c
†
۲µ c۱ν

)
= −i(L− L†) (۶٧.٧)

نظریه�ی از ⟨I⟩ محاسبه�ی برای مͬ�شود، فرض ضعیف رسانا دو بین شدگͬ جفت که این به توجه با

مͬ�کنیم. استفاده خطͬ پاسخ

⟨I⟩(t) =
∫ ∞

−∞
dt′ CR

IHT
(t, t′) (۶٨.٧)

CR
IHT

(t, t′) = −iθ(t− t′) ⟨[Î(t), ĤT (t
′)]⟩۰ (۶٩.٧)

H۱+H۲ پایه�ی حالت به نسبت میانͽین�گیری که است معنͬ این به اندیس”۰” که مͬ�کنیم یادآوری

داریم: هستند، جدا هم از ١و٢ سیستم دو که این دلیل به و مͬ�شود محاسبه

⟨ψ۱ ⊗ ψ۲|O۱ O۲|ψ۱ ⊗ ψ۲⟩ = ⟨ψ۱|O۱|ψ۱⟩ × ⟨ψ۲|O۲|ψ۲⟩ (٧٠.٧)

مͬ�پردازیم: ͬͽهمبست تابع محاسبه�ی به اکنون

CR
IHT

(t, t′) = −θ(t− t′)

⟨[
L̂(t)− L̂†(t), L̂(t′) + L̂†(t′)

]⟩
۰

= −θ(t− t′)

(⟨[
L̂(t), L̂(t′)

]⟩
۰
+

⟨[
L̂(t), L̂†(t′)

]⟩
۰

−
⟨[

L̂†(t), L̂(t′)

]⟩
۰
−
⟨[

L̂†(t), L̂†(t′)

]⟩
۰

)
است: زیر صورت به جملاتͬ شامل

⟨[
L̂(t), L̂(t′)

]⟩
۰
)⟩جمله�ی

c†۱ν c۲µ

)
(t)

(
c†۱ν c۲µ

)
(t′)

⟩
۰
=

⟨
c†۱ν(t) c

†
۱ν(t

′)

⟩
۰

⟨
c۲µ(t) c۲µ(t

′)

⟩
۰



٨٩ طیفͬ تابع اندازه�گیری .۴.٧

در الͺترون دو خلق بیانͽر بالا رابطه�ی کرده�ایم. استفاده (٧٠.٧) رابطه�ی از بالا تساوی نوشتن در

در ذرات تعداد بقای رفتن دست از به منجر که مͬ�باشد ٢ سیستم در الͺترون دو نابودی و ١ سیستم

توجه قابل اما شد. خواهند صفر نوع این از ماتریسͬ عناصر نتیجه در مͬ�شود. سیستم�ها از کدام هر

دارند. غیرصفر سهم ابررسانا ͷی برای جملات این که است

در زیر صورت به ͬͽهمبست تابع بنابراین است. صفر
⟨[

L̂†(t), L̂†(t′)

]⟩
۰
جمله�ی مشابه طور به

مͬ�آید:

CR
IHT

(t, t′) = θ(t− t′)

(⟨[
L̂†(t), L̂(t′)

]⟩
۰
−
⟨[

L̂(t), L̂†(t′)

]⟩
۰

)
= θ(t− t′)

(⟨[
L̂†(t), L̂(t′)

]⟩
۰
+

⟨[
L̂†(t), L̂(t′)

]⟩†

۰

)
= ۲θ(t− t′) Re

⟨[
L̂†(t), L̂(t′)

]⟩
۰

(٧١.٧)

کنیم: محاسبه را جریان مͬ�توانیم اکنون

⟨I⟩(t) = ۲Re

∫ ∞

−∞
dt′ θ(t− t′)

⟨[
L̂†(t), L̂(t′)

]⟩
۰

= ۲Re

∫ ∞

−∞
dt′ θ(t− t′)

∑
νµ

∑
ν′µ′

T ∗
µν Tµ′ν′

⟨[
ĉ†۲µ(t) ĉ۱ν(t), ĉ

†
۱ν′(t

′) ĉ۲µ′(t
′)

]⟩
۰

= ۲Re

∫ ∞

−∞
dt′ θ(t− t′)

∑
νµ

∑
ν′µ′

T ∗
µν Tµ′ν′ ×(⟨

ĉ۱ν(t)ĉ
†
۱ν′(t

′)

⟩
۰

⟨
ĉ†۲µ(t) ĉ۲µ′(t

′)

⟩
۰
−
⟨
ĉ†۱ν′(t

′) ĉ۱ν(t)
⟩

۰

⟨
ĉ۲µ′(t

′)ĉ†۲µ(t)
⟩

۰

)
(٧٢.٧)

مͬ�شود: بیان زیر صورت به اعمالͬ ولتاژهای اثر در انرژی جابجایͬ دلیل به عملͽرها زمانͬ ͬͽوابست

ĉ۱(t) = c̃۱(t) e
−i(−e)V۱t (٧٣.٧)

ĉ۲(t) = c̃۲(t) e
−i(−e)V۲t (٧۴.٧)



٩٠ گرین توابع .٧

باشند. قطری ١و٢ سیستم گرین توابع آن در که مͬ�گیریم درنظر را پایه�هایͬ اکنون

⟨I⟩(t) = ۲Re

∫ ∞

−∞
dt′ θ(t− t′)

∑
νµ

|Tµν |۲ eieV۱(t−t′) e−ieV۲(t−t′) ×(⟨
c̃۱ν(t)c̃

†
۱ν(t

′)

⟩
۰

⟨
c̃†۲µ(t) c̃۲µ(t

′)

⟩
۰
−
⟨
c̃†۱ν(t

′) c̃۱ν(t)
⟩

۰

⟨
c̃۲µ(t

′)c̃†۲µ(t)
⟩

۰

)
= ۲Re

∫ ∞

−∞
dt′ θ(t− t′)

∑
νµ

|Tµν |۲ eie(V۱−V۲)(t−t′) ×(
G>

۱ν(t− t′) G<
۲µ(t

′ − t)−G>
۲µ(t

′ − t) G<
۱ν(t− t′)

)

صورت به را پتانسیل اختلاف و کنیم اعمال را t − t′ = −τ متغیر تغییر بالا رابطه�ی در اگر

مͬ�آوریم: بدست بͽیریم، V = V۱ − V۲

⟨I⟩ = ۲Re

∫ ۰

−∞
dτ
∑
νµ

|Tµν |۲ e−ieV τ
(
G>

۱ν(−τ) G
<
۲µ(τ)−G>

۲µ(τ) G
<
۱ν(−τ)

)
(٧۵.٧)

مͬ�نویسیم: را گرین توابع فوریه�ی تبدیل اکنون

⟨I⟩ = ۲Re

∫ ۰

−∞
dτ
∑
νµ

|Tµν |۲ e−ieV τ ×(∫
dω۱
۲π e−iω۱τ G>

۱ν(ω۱)
∫

dω۲
۲π eiω۲τ G<

۲µ(ω۲)

−
∫

dω۲
۲π eiω۲τ G>

۲µ(ω۲)
∫

dω۱
۲π e−iω۱τ G<

۱ν(ω۱)
)

= ۲Re
∑
νµ

|Tµν |۲
∫

dω۱
۲π

∫
dω۲
۲π

i

(eV + ω۱ − ω۲ − iη)
×(

G>
۱ν(ω۱) G

<
۲µ(ω۲)−G>

۲µ(ω۲) G
<
۱ν(ω۱)

)
= ۲π

∑
νµ

|Tµν |۲
∫

dω۱
۲π

∫
dω۲
۲π δ(eV + ω۱ − ω۲)×(

G>
۱ν(ω۱) G

<
۲µ(ω۲)−G>

۲µ(ω۲) G
<
۱ν(ω۱)

)
(٧۶.٧)



٩١ طیفͬ تابع اندازه�گیری .۴.٧

کرده�ایم: عمل گونه این آخر رابطه�ی به رسیدن برای که

Re
i

(eV + ω۱ − ω۲ − iη)
= πδ(eV + ω۱ − ω۲)

مͬ�کنیم. جایͽذاری ⟨I⟩ در و مͬ�کنیم استفاده (۵۵.٧) و (۵۴.٧) روابط از اکنون

G>
۱ν(ω۱) G

<
۲µ(ω۲)−G>

۲µ(ω۲) G
<
۱ν(ω۱)

= (۲π)۲ A۱ν(ω۱) A۲µ(ω۲) (۱− nF (ω۱)) nF (ω۲)

−(۲π)۲ A۱ν(ω۱) A۲µ(ω۲) (۱− nF (ω۲)) nF (ω۱)

= (۲π)۲ A۱ν(ω۱) A۲µ(ω۲)(nF (ω۲)− nF (ω۱))

⟨I⟩ = ۲π
∑
νµ

|Tµν |۲
∫
dω۱

∫
dω۲ δ(eV + ω۱ − ω۲) A۱ν(ω۱) A۲µ(ω۲)

×
(
nF (ω۲)− nF (ω۱)

)
داشت: خواهیم بدهیم، ω۱ → ω متغیر تغییر سپس و دهیم انجام را ω۲ روی انتͽرال�� اگر

⟨I⟩(ω) = ۲π
∑
νµ

|Tµν |۲
∫
dω A۱ν(ω) A۲µ(ω + eV ) (nF (ω + eV )− nF (ω))

(٧٧.٧)

حالت�ها وجود مͬ�شود: تعیین فاکتور دو با سیستم در شده ایجاد جریان که مͬ�کند بیان بالا معادله�ی

مشخص. انرژی ͷی در حالت�ها چͽالͬ و مͬ�شود داده اشغال توابع اختلاف با که

ثابت تقریباً آن برای حالت�ها چͽالͬ صورت این در که باشد، فلز ͷی ٢ سیستم که کنیم فرض اگر

داریم: و است

∑
µ

|Tµν |۲ A۲µ(ω + eV ) ≈ Const. (٧٨.٧)



٩٢ گرین توابع .٧

مͬ�دهیم: بسط را زیر تابع پایین دماهای برای چنین هم

(nF (ω + eV )− nF (ω)) ≈ e dV (
∂nF
∂ω

) (٧٩.٧)

است: دلتا تابع فرمͬ، تابع مشتق پایین دماهای در

dĪ ≈
∫

dω A۱ν(ω) δ(ω + eV ) dV

dĪ

dV
≈
∫

dω A۱ν(ω) δ(ω + eV ) = A۱ν(−eV ) (٨٠.٧)

در شده ایجاد جریانِ تغییر با و فلزی سیستم ͷی داشتن با که مͬ�گیریم نتیجه آمده بدست رابطه�ی از

بͽیریم. اندازه را دیͽر ماده�ی طیف̞ͬ تابع مͬ�توان ولتاژ، تغییر به نسبت ماده دو

ذره�ای بس سیستم�های ͬͽهمبست توابع ۵.٧

توابع مͬ�کرد. محاسبه را منفرد ذرات خصوصیات که کردیم بررسͬ را ذره ͷت گرین توابع کنون تا

از ͬͺی است. ذره چندین شامل فرایندهای به کوانتومͬ سیستم پاسخ بیانͽر بالاتر، مراتب گرین̞

اکنون شد. ارائه خطͬ پاسخ تئوری در که است تاخیری ͬͽهمبست تابع بالا مرتبه گرین̞ توابع انواع

شد: تعریف زیر صورت به که بپردازیم بار-بار پاسخ تابع به خاص مورد ͷی عنوان به داریم قصد

χR(rt, r′t′) = −i θ(t− t′)
⟨
[ρ(r, t), ρ(r′, t′)]

⟩
(٨١.٧)



٩٣ ذره�ای بس سیستم�های ͬͽهمبست توابع .۵.٧

صورت به r′ و r به χR ͬͽوابست حالت این در دارد. انتقال تحت ناوردایͬ سیستم مͬ�کنیم فرض

مͬ�گیریم. فوریه تبدیل χR(r, r′) از مومنتوم فضای به رفتن برای درمͬ�آید. r− r′

χR(q, t− t′) =

∫
dr χR(r− r′, t− t′) e−iq.(r−r′)

= −i θ(t− t′)

∫
dr
⟨
[ρ(r, t), ρ(r′, t′)]

⟩
e−iq.(r−r′)

= −i θ(t− t′)

∫
dr

۱
υ۲

∑
q۱q۲

⟨
[ρq۱(t), ρq۲(t

′)]
⟩
eiq۱.r+iq۲.r′ e−iq.(r−r′)

= −i θ(t− t′)
۱
υ

∑
q۲

⟨
[ρq(t), ρq۲(t

′)]
⟩
ei(q+q۲).r′ (٨٢.٧)

کردیم: استفاده زیر رابطه�ی از که

۱
υ

∫
dr ei(q۱−q).r = δq,q۱

مͬ�رود بین از ͬͽوابست زمانͬ تنها و باشد وابسته r′ به نباید تابع گرفتیم، فوریه تبدیل که این دلیل به

مͬ�آید: در زیر صورت به پاسخ تابع بنابراین کنیم. انتخاب q۲ = −q که

χR(q, t− t′) = −i θ(t− t′)
۱
υ

⟨
[ρq(t), ρ−q(t

′)]
⟩

(٨٣.٧)

است: زیر صورت به آن هامیلتونͬ به توجه با آزاد الͺترون�های سیستم برای بار عملͽر زمانͬ ͬͽوابست

H۰ =
∑
k

ξk c
†
k ck (٨۴.٧)

ρq(t) =
∑
k

ei(ξk−ξk+q)t c†k ck+q (٨۵.٧)

ρ−q(t
′) =

∑
k

ei(ξk−ξk−q)t
′
c†k ck−q (٨۶.٧)

استفاده ”۰” اندیس از چنین هم مͬ�کنیم. جایͽذاری (٨٣.٧) در را زمانͬ ͬͽوابست روابط حالا

مͬ�شود. انجام برهم�کنش بدون سیستم برای محاسبات دهیم نشان تا مͬ�کنیم

χR۰(q, t− t′) = −i θ(t− t′)
۱
υ

∑
kk′

⟨
[c†k ck+q, c

†
k′ ck′−q]

⟩
ei(ξk−ξk+q)t ei(ξk′−ξk′−q)t

′

(٨٧.٧)



٩۴ گرین توابع .٧

مͬ�دهیم. قرار t′ = ۰ مسئله کلیت دادن دست از بدون دارد، t− t′ به ͬͽوابست تابع چون

χR۰(q, t) = −i θ(t) ۱
υ

∑
kk′

⟨
[c†k ck+q, c

†
k′ ck′−q]

⟩
ei(ξk−ξk+q)t

= −i θ(t) ۱
υ

∑
kk′

(
δk′,k+q

⟨
c†k ck′−q

⟩
− δk,k′−q

⟨
c†
k′ ck+q

⟩)
ei(ξk−ξk+q)t

= −i θ(t) ۱
υ

∑
k

(⟨
c†k ck

⟩
−
⟨
c†k+q ck+q

⟩)
ei(ξk−ξk+q)t

= −i θ(t) ۱
υ

∑
k

(
nF (ξk)− nF (ξk+q)

)
ei(ξk−ξk+q)t (٨٨.٧)

مͬ�رویم: فرکانس فضای به فوریه تبدیل با اکنون

χR۰(q, ω) =

∫ ∞

−∞
dt ei(ω+iη)t χR۰(q, t)

= −i
∫ ∞

۰
dt ei(ω+iη)t

۱
υ

∑
k

(
nF (ξk)− nF (ξk+q)

)
ei(ξk−ξk+q)t

=
۱
υ

∑
k

nF (ξk)− nF (ξk+q)

ξk − ξk+q + ω + iη
(٨٩.٧)

مͬ�شود. نامیده ٨ لینهارد تابع تابع، این

Im χR۰(q, ω) =
−π
υ

∑
k

(
nF (ξk)− nF (ξk+q)

)
δ(ξk − ξk+q + ω) (٩٠.٧)

بدست کردیم، ارائه قبل فصل در که زیر رابطه�ی با را رسانندگͬ مͬ�توانیم Im χR۰(q, ω) داشتن با

آوریم:

Re σ(q, ω) = − ω e۲

q۲
Im χR(q, ω) (٩١.٧)

این یعنͬ است. غیرصفر (٩٠.٧) رابطه�ی (q, ω) از مقادیری چه برای که کنیم بررسͬ باید حال

در ممͺن برانͽیختͽͬ�های بازه�ی به و مͬ�دهد نشان را الͺترون-حفره ممͺن برانͽیختͽͬ�های رابطه�،

شده�اند. داده نمایش (٢.٧) شͺل� در که مͬ�گویند الͺترون-حفره پیوستار ،(q, ω) فضای



٩۵ ذره�ای بس سیستم�های ͬͽهمبست توابع .۵.٧

بعد سه و بعد دو (b) بعد ͷی (a) الͺترون-حفره پیوستار :٢.٧ شͺل

تمرین:

بیابید. بالا شͺل�های در را سطح�ها معادله�

تمرین:

بیابید. آن برای را الͺترون-حفره پیوستار زیر، صورت به گرافین انرژی تعریف با

ξk = vF |k| − εF (٩٢.٧)

Lindhard function٨



٩۶ گرین توابع .٧



٨ فصل

حرکت معادله�ی تئوری

هم�چنین کنیم. بیان گرین توابع براساس را ͬͺفیزی مشاهده�پذیر هر چͽونه که آموختیم قبل فصل در

دارای سیستم اگر اما گرفتیم. یاد برهم�کنش بدون سیستم�های برای را گرین توابع حل روش

را ١ حرکت معادله�ی ͷنیͺت فصل این در بود. خواهد چͽونه مسئله حل روند باشد برهم�کنش

مͬ�کنیم. معرفͬ برهم�کنش با سیستم�ها برای

ذره ͷت گرین تابع ١.٨

مͬ�شود: توصیف زیر هامیلتونͬ با برهم�کنش بدون فرمیون̞ͬ سیستم ͷی

H۰ =
∑
k

ξk c
†
k ck (١.٨)

است: زیر صورت به آن برای گرین تابع که

GR
k (t) = −iθ(t)

⟨
{ck(t), c†k(۰)}

⟩
(٢.٨)

مͬ�دهیم. نمایش زیر صورت به را گرین تابع فرکانس فضای در

GR
k (ω) =

⟨⟨
ck | c†k

⟩⟩
(٣.٨)

= −i
∫ ∞

۰
dt ei(ω+iη)t

⟨
{ck(t), c†k(۰)}

⟩
(۴.٨)

Equation of motion١

٩٧



٩٨ حرکت معادله�ی تئوری .٨

تابع ͷی گرین تابع مͬ�کند بیان که داده�ایم نمایش
⟨⟨
ck|c†k

⟩⟩
صورت به را گرین تابع بالا روابط در

است کافͬ باشد پایین دما که حالتͬ در است. میانͽین�گیری دو بیانͽر
⟨⟨
...
⟩⟩

است. ͬͽهمبست

حالت به نسبت باید هم بالا دماهای برای اما کنیم. گیری میانͽین پایه حالت به نسبت بار ͷی تنها

دهیم. انجام دمایͬ گیری میانͽین هم و کنیم گیری میانͽین e−βε � وزن با برانͽیخته حالت�های و پایه

مͬ�آید. در زیر صورت به (٢.٨) رابطه�ی زمانͬ مشتق

i∂t G
R
k (t) = (∂t θ(t))

⟨
{ck(t), c†k(۰)}

⟩
+ θ(t)

⟨
{∂tck(t), c†k(۰)}

⟩
= δ(t)− iθ(t)

⟨
{[ck, H](t), c†k(۰)}

⟩
(۵.٨)

که مͬ�دانیم اما

[ck, H] =
∑
k′

ξk′ [ck, c
†
k′ ck′ ] = ξk ck (۶.٨)

داریم: بنابراین

i∂t G
R
k (t) = δ(t)− i ξk θ(t)

⟨
{ck(t), c†k(۰)}

⟩
= δ(t) + ξk G

R
k (t)

= δ(t) + ξk

∫
dω

۲π e−i(ω+iη)t GR
k (ω) (٧.٨)

بͽیریم: گونه این نیز را بالا مشتق مͬ�توانیم اما

i∂t G
R
k (t) = i∂t

∫
dω

۲π e−i(ω+iη)t GR
k (ω)

=

∫
dω

۲π e−i(ω+iη)t (ω + iη) GR
k (ω) (٨.٨)



٩٩ دایسون معادله�ی .٢.٨

مͬ�دهیم. قرار مساوی را (٨.٨) و (٧.٨) روابط ∫طرفین
dω

۲π e−i(ω+iη)t (ω − ξk + iη) GR
k (ω) = δ(t)

(ω − ξk + iη) GR
k (ω) =

∫
dt ei(ω+iη)t δ(t)

(ω − ξk + iη) GR
k (ω) = ۱

GR
k (ω) =

۱
(ω − ξk + iη)

(٩.٨)

یافتیم. دست (٣٧.٧) با مشابه نتیجه��ی به که

مͬ�کنیم: عمل گونه این بنویسیم، ͬͽهمبست تابع برای را حرکت معادله�ی بخواهیم هرگاه بنابراین

(ω + iη)
⟨⟨
ck | c†k

⟩⟩
= ۱+

⟨⟨
[ck, H] | c†k

⟩⟩
(١٠.٨)

داریم: کلͬ حالت در و

(ω + iη)
⟨⟨
ck | c†

k′

⟩⟩
= δkk′ +

⟨⟨
[ck, H] | c†

k′

⟩⟩
(١١.٨)

دایسون معادله�ی ٢.٨

مͬ�کند. عمل دایسون٢ معادله�ی باشد، شده تشͺیل بخش دو از هامیلتونͬ که هنͽامͬ

H = H۰ + V (١٢.٨)

داریم: بͽیریم، نظر در زیر صورت به را گرین تابع اگر

G(z) =
۱

z −H
, z = ω + iη (١٣.٨)

G(z) (z −H) = ۱ (١۴.٨)

G۰(z) (z −H۰) = ۱ (١۵.٨)
Dyson equation٢



١٠٠ حرکت معادله�ی تئوری .٨

رابطه�ی دو از حالا .G۰(z) با را H۰ برای و داده�ایم نمایش G(z) با را H به مربوط گرین تابع که

مͬ�آوریم: بدست بالا

G−۱(z) = (z −H۰ − V ) = (G−۱
۰ (z)− V ) (١۶.٨)

داشت: خواهیم کنیم، ضرب G در راست از و G۰ در چپ طرف از بالا عبارت اگر

G = G۰ +G۰ V G (١٧.٨)

دوباره معادله راست سمت در را G مͬ�توانیم حال مͬ�گویند. دایسون معادله�ی بالا رابطه�ی به

کنیم: جایͽذاری

G = G۰ +G۰ V (G۰ +G۰ V G)

= G۰ +G۰ V G۰ +G۰ V G۰ V G (١٨.٨)

کنیم. تͺرار بارها و بارها را کار این مͬ�توانیم و

معنͬ این به هستند. هامیلتونͬ پایه�های عنوان به |k⟩ = c†k |۰⟩ شود، داده (١.٨) رابطه�ی با H۰ اگر

است. قطری پایه�ها این در هامیلتونͬ که

⟨k|G۰(z)|k⟩ = ⟨k| ۱
z −H۰

|k⟩ = ۱
z − ξk

G۰
k(z) =

۱
z − ξk

(١٩.٨)

داریم: گاه آن ،(١٢.٨ (رابطه�ی باشد بخش دو دارای هامیلتونͬ اگر

Gk(z) =
۱

z − ξk − Σ(k, z)
(٢٠.٨)

گفته ٣ انرژی خود Σ به است. گرفته قرار Σ(k, z) در هامیلتونͬ در V جمله�ی از ناشͬ اثرات تمام

مͬ�شود.
Self energy٣



١٠١ مغناطیسͬ ناخالصͬ�های برای اندرسون مدل .٣.٨

مغناطیسͬ ناخالصͬ�های برای اندرسون مدل ٣.٨

که مͬ�کنیم فرض مدل این در مͬ�کنیم. بررسͬ را اندرسون مدل حرکت، معادله�ی کاربرد بیان برای

هامیلتونͬ با میزبان فلز است. گرفته قرار میزبان غیرمغناطیس̞ͬ فلز ͷی در مغناطیسͬ ناخالصͬ ͷی

مͬ�شود: توصیف برهم�کنشͬ غیر

H۰ =
∑
kσ

ξk c
†
kσ ckσ (٢١.٨)

است. d اوربیتال به مربوط که است جایͽزیده حالت ͷی دارای تنها ناخالصͬ یون که فرضمͬ�کنیم

مͬ�کنیم. بیان Hd هامیلتونͬ با را d اوربیتال در الͺترون�ها انرژی بنابراین

Hd =
∑
σ

ξd d
†
σ dσ (٢٢.٨)

حالت که است صفر غیر وقتͬ که مͬ�گیریم نظر در نیز را الͺترون�ها برهم�کنشͬ انرژی ناخالصͬ برای

باشد. شده پر پایین و بالا اسپین�های با الͺترون دو با

HU = U nd↑ nd↓, ndσ = d†σ dσ (٢٣.٨)

کنشمͬ�کنند برهم هم با نیز ناخالصͬ d اوربیتال الͺترون�های با میزبان فلز رسانش̞ نوار الͺترون�های

مͬ�کنیم: بیان زیر هامیلتونͬ با را کنش برهم این که

Hhyb =
∑
kσ′

(
Vk c

†
kσ dσ + V ∗

k d†σ ckσ

)
(٢۴.٨)

مͬ�شود: داده زیر هامیلتونͬ با اندرسون مدل بنابراین

H = H۰ +Hd +HU +Hhyb (٢۵.٨)

که مͬ�کند بیان مسئله این در Γ/U فاکتور مͬ�دهیم. نمایش Γ با را ناخالصͬ به مربوط نواری عرض

نه؟ یا هستند مهم ذره�ای بس اثرات



١٠٢ حرکت معادله�ی تئوری .٨

که است این بیابیم آن برای پاسخͬ حرکت معادله�ی از استفاده با داریم قصد که ͬͺفیزی مسئله�ی

است؟ مغناطیسͬ ناخالصͬ شرایطͬ چه تحت

به را حرکت معادله�ی (١٠.٨) رابطه�ی از استفاده با است. صفر HU که مͬ�کنیم فرض ابتدا در

مͬ�نویسیم: زیر صورت

(ω + iη)
⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
= ۱+

⟨⟨
[dσ, H] | d†σ

⟩⟩
(٢۶.٨)

[dσ, H] =
[
dσ ,

∑
σ′

ξd d
†
σ′ dσ′ +

∑
kσ′

(
Vk c

†
kσ′ dσ′ + V ∗

k d†σ′ ckσ′

)]
= ξd dσ +

∑
k

V ∗
k ckσ (٢٧.٨)

مͬ�آوریم: بدست بنابراین

(ω + iη)
⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
= ۱+ ξd

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
+
∑
k

V ∗
k

⟨⟨
ckσ|d†σ

⟩⟩
(٢٨.٨)

مͬ�نویسیم: زیر ͬͽهمبست تابع برای را حرکت معادله�ی دیͽر بار اکنون

(ω + iη)
⟨⟨
ckσ|d†σ

⟩⟩
= ۰+

⟨⟨
[ckσ, H] | d†σ

⟩⟩
(٢٩.٨)

[ckσ, H] =
[
ckσ ,

∑
k′σ′

ξk′ c†
k′σ′ ck′σ′ +

∑
k′σ′

(
Vk′ c†

k′σ′ dσ′ + V ∗
k′ d†σ′ ck′σ′

)]
= ξk ckσ + Vk dσ (٣٠.٨)

(ω + iη)
⟨⟨
ckσ|d†σ

⟩⟩
= ξk

⟨⟨
ckσ|d†σ

⟩⟩
+ Vk

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
(٣١.٨)

مͬ�آوریم: بدست بالا رابطه� از

⟨⟨
ckσ|d†σ

⟩⟩
=

Vk
ω + iη − ξk

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
(٣٢.٨)



١٠٣ مغناطیسͬ ناخالصͬ�های برای اندرسون مدل .٣.٨

مͬ�کنیم: جایͽذاری (٢٨.٨) در را رابطه این اکنون

(ω + iη)
⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
= ۱+ ξd

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
+
∑
k

Vk V
∗
k

ω + iη − ξk

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
(٣٣.٨)

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
=

۱
ω + iη − ξd −

∑
k

|Vk|۲
ω+iη−ξk

(٣۴.٨)

بخوانیم. مͬ�شود، داده نمایش ∆ با اندرسون مدل در که را انرژی خود بالا رابطه�ی از مͬ�توانیم

∆(ω) =
∑
k

|Vk|۲

ω + iη − ξk
(٣۵.٨)

است. d اوربیتال نواری عرض با متناسب انرژی خود موهومͬ بخش

π
∑
k

|Vk|۲ δ(ω − ξk) = Γ (٣۶.٨)

آمدند. بدست دقیق صورت به بالا محاسبات همه�ی

بالا در که جابجاگری روابط هامیلتونͬ در HU حضور در مͬ�گیریم. نظر در را HU جمله�ی اکنون

شد: خواهند گونه این آوردیم، بدست

[dσ, H] = ξd dσ + U dσ ndσ̄ +
∑
k

V ∗
k ckσ (٣٧.٨)

[ckσ, H] = ξk ckσ + Vk dσ (٣٨.٨)

مͬ�آیند: در زیر صورت به حرکت معادلات بنابراین است. σ با مخالف اسپین کننده�ی بیان σ̄ که

(ω + iη)
⟨⟨
ckσ|d†σ

⟩⟩
= ξk

⟨⟨
ckσ|d†σ

⟩⟩
+ Vk

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
(٣٩.٨)

(ω + iη)
⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
= ۱+ ξd

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
+
∑
k

V ∗
k

⟨⟨
ckσ|d†σ

⟩⟩
+ U

⟨⟨
dσ ndσ̄|d†σ

⟩⟩
(۴٠.٨)



١٠۴ حرکت معادله�ی تئوری .٨

مͬ�توانیم کار دو مشͺل این رفع برای نیست. ذره ͷت ̞ͬͽهمبست تابع
⟨⟨
dσ ndσ̄|d†σ

⟩⟩
بالا رابطه� در

کار برسد. ذره ͷت ̞ͬͽهمبست تابع به تا بͽیریم مشتق عبارت از بار چندین که این اول دهیم. انجام

. بزنیم تقریب زیر صورت به که است این دیͽر

U
⟨⟨
dσ ndσ̄|d†σ

⟩⟩
= U ⟨ndσ̄⟩

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
(۴١.٨)

تقریب هامیلتونͬ در HU روی ابتدا از اگر یعنͬ نیست. میانͽین مقدار تقریب جز چیزی بالا تقریب

مͬ�آمد. بدست دقیقاً بالا رابطه�ی مͬ�زدیم، میانͽین مقدار

HU ≈ U ⟨nd↑⟩ nd↓ + U nd↑ ⟨nd↓⟩ (۴٢.٨)

[dσ, H] = ξd dσ + U dσ ⟨ndσ̄⟩+
∑
k

V ∗
k ckσ (۴٣.٨)

(ω + iη)
⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
= ۱+ ξd

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
+
∑
k

V ∗
k

⟨⟨
ckσ|d†σ

⟩⟩
+ U ⟨ndσ̄⟩

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
(۴۴.٨)

مͬ�آوریم: بدست (۴۴.٨) و (٣٩.٨) روابط از استفاده ⟩⟩با
dσ|d†σ

⟩⟩
=

۱
ω + iη − ξd − U ⟨ndσ̄⟩ −∆(ω)

(۴۵.٨)

∆(ω) =
∑
k

|Vk|۲

ω + iη − ξk
, ∆(ω) = ∆R(ω)− iΓ (۴۶.٨)

را انرژی جابجایͬ این سهم نتیجه در مͬ�شود، انرژی جابجایͬ باعث تنها انرژی خود حقیق̞ͬ بخش

صرفنظر Γ برابر در η از هم�چنین مͬ�کنیم. تعریف را ξ̃d = ξd +∆R جدید انرژی و مͬ�دهیم ξd به

مͬ�کنیم.

⟨⟨
dσ|d†σ

⟩⟩
=

۱
ω − ξ̃d − U ⟨ndσ̄⟩+ iΓ

=
ω − ξ̃d − U ⟨ndσ̄⟩ − iΓ

(ω − ξ̃d − U ⟨ndσ̄⟩)۲ + Γ۲



١٠۵ مغناطیسͬ ناخالصͬ�های برای اندرسون مدل .٣.٨

آوریم: بدست را طیفͬ تابع مͬ�توانیم گرین تابع داشتن با اکنون

Adσ(ω) = −۱
π

Im GR
d (ω)

=
۱
π

Γ

(ω − ξ̃d − U ⟨ndσ̄⟩)۲ + Γ۲ (۴٧.٨)

آیا ببینیم که بود این محاسبات این از هدف کنیم. برآورده را بخش این خواسته�ی مͬ�توانیم اکنون

داده نشان m با که مغناطش نه؟ یا باشیم داشته مغناطش سیستم در ناخالصͬ حضور در مͬ�توانیم

مͬ�آید: بدست زیر رابطه�ی از مͬ�شود،

m = ⟨nd↑⟩ − ⟨nd↓⟩ (۴٨.٨)

مͬ�کنیم. محاسبه را (۶١.٧) رابطه�ی از و ⟨ndσ⟩ طیفͬ تابع از استفاده با بنابراین

⟨ndσ⟩ =

∫
dω nF (ω) Adσ

=

∫
dω

π
nF (ω)

Γ

(ω − ξ̃d − U ⟨ndσ̄⟩)۲ + Γ۲ (۴٩.٨)

و مͬ�شود توصیف پله تابع با nF (ω) دما این در بنابراین مͬ�گیریم. نظر T،در = ۰ پایین، را دما

مͬ�کند. مشخص را بالا انتͽرال حدود

⟨ndσ⟩ =

∫ ۰

−∞

dω

π

Γ

(ω − ξ̃d − U ⟨ndσ̄⟩)۲ + Γ۲

=
۱
۲ − ۱

π
tan−۱

( ξ̃d + U ⟨ndσ̄⟩
Γ

)
(۵٠.٨)

=
۱
π

cot−۱
( ξ̃d + U ⟨ndσ̄⟩

Γ

)
(۵١.٨)

معادلات باید بنابراین است. وابسته ⟨ndσ̄⟩ به ⟨ndσ⟩ است، مشخص بالا رابطه�ی از که گونه همان

کنیم. حل خودسازگار روش به را پایین و بالا اسپین برای

درمͬ�آیند. زیر صورت به خودسازگار معادلات y و x جدید متغیرهای گرفتن نظر در با

cot(πn↑) = (n↓ − x) y, x = −ξ̃d/U (۵٢.٨)

cot(πn↓) = (n↑ − x) y, y = U/Γ (۵٣.٨)



١٠۶ حرکت معادله�ی تئوری .٨

تمرین:

بیابید. است، مغناطش دارای که ناحیه�ای بالا خودسازگار معادلات حل با

ذره�ای دو ͬͽهمبست تابع ۴.٨

توابع، این از ͬͺی بنویسیم. ٢ مرتبه ̞ͬͽهمبست توابع برای را حرکت معادله�ی داریم بخشقصد این در

مͬ�شود: داده زیر رابطه�ی با که است بار-بار ͬͽهمبست تابع

χR(q, t) =
−i
υ
θ(t)

⟨[
ρ(q, t), ρ(−q,۰)

]⟩
(۵۴.٨)

بنابراین مͬ�دهیم. انجام مثبت زمینه�ی بار در انتقال تحت ناوردا الͺترونͬ گاز برای را محاسبات

حذف جمع از زمینه بار وجود دلیل به q = ۰ جمله�ی که بود خواهد زیر صورت به سیستم هامیلتونͬ

است. شده

H = H۰ + V

=
∑
k

ξk c
†
k ck +

۱
۲υ

∑
kpq
q ̸=۰

V (q) c†k+q c
†
p−q cp ck (۵۵.٨)

زیر صورت به ذره چͽالͬ عملͽر به توجه با

ρq =∼k c†k ck+q (۵۶.٨)

داریم: بار-بار ͬͽهمبست تابع برای

χR(q, t) = − i

υ
θ(t)

∑
k

⟨[
(c†k ck+q)(t), ρ(−q,۰)

]⟩
(۵٧.٨)

مͬ�کنیم: استفاده ͬͺکم کمیت ͷی از محاسبات سادگͬ برای

χR(q, t) =
۱
υ

∑
k

χ̃kq (۵٨.٨)

χ̃kq = −iθ(t)
⟨[

(c†k ck+q)(t), ρ(−q,۰)
]⟩

(۵٩.٨)



١٠٧ ذره�ای دو ͬͽهمبست تابع .۴.٨

مͬ�نویسیم: ͬͺکم کمیت برای را حرکت معادله�ی اکنون

i∂t χ̃kq = δ(t)
⟨[

(c†k ck+q), ρ(−q)
]⟩

− iθ(t)
⟨[
i∂t(c

†
k ck+q)(t), ρ(−q)

]⟩
= δ(t)

⟨[
(c†k ck+q), ρ(−q)

]⟩
− iθ(t)

⟨[
[c†k ck+q, H](t), ρ(−q)

]⟩
(۶٠.٨)

است: زیر صورت به بالا معادله�ی راست طرف در اول جمله�ی

⟨[
(c†k ck+q), ρ(−q)

]⟩
=

⟨[
c†k ck+q,

∑
p

c†p cp−q

]⟩
=

∑
p

(
δp,k+q ⟨c†k cp−q⟩ − δk,p−q ⟨c†p ck+q⟩

)
= nF (ξk)− nF (ξk+q) (۶١.٨)

آوریم: بدست را [c†k ck+q, H۰ + V ] باید ابتدا در دوم جمله�ی محاسبه�ی برای

[c†k ck+q, H۰] =
∑
k′

ξk′ (δk′,k+q c
†
k ck′ − δkk′ c†

k′ ck+q)

= (ξk+q − ξk) c
†
k ck+q (۶٢.٨)

[c†k ck+q, V ] =
۱
۲υ

∑
k′q′ ̸=۰

V (q′)
(
c†k+q′c

†
k′−q′ck′ck+q + c†

k′+q′c
†
k−q′ck+qck′

−c†
k′+q′c

†
kck+qck′ − c†kc

†
k′−q′ck′ck+q−q′

)
(۶٣.٨)



١٠٨ حرکت معادله�ی تئوری .٨

تقریب از دلیل همین به مͬ�شود. ایجاد ذره�ای ۶ گرین توابع دهیم، قرار (۶٠.٨) در را بالا عبارت اگر

مͬ�گیرید. به�کار را بالا عبارت میانͽین میدان تقریب که مͬ�کنیم استفاده ۴ تصادفͬ فاز

[c†k ck+q, V ] ≈ ۱
۲υ

∑
k′q′ ̸=۰

V (q′)
(
⟨c†k+q′ck+q⟩c†k′−q′ck′ + c†k+q′ck+q⟨c†k′−q′ck′⟩

+⟨c†k−q′ck+q⟩c†k′+q′ck′ + c†k−q′ck+q⟨c†k′+q′ck′⟩

−⟨c†
k′+q′ck′⟩c†kck+q+q′ − c†

k′+q′ck′⟨c†kck+q+q′⟩

−⟨c†kck+q−q′⟩c†
k′−q′ck′ − c†kck+q−q′⟨c†

k′−q′ck′⟩+ ...
)

(۶۴.٨)

این�جا در را شد برده به�کار هارتری-فوک تقریب در که تبادلͬ و ثابت جمله�های که است توجه قابل

نͺرده�ایم. وارد

[c†k ck+q, V ] ≈ ۱
υ
V (q)

(
nF (ξk+q)− nF (ξk)

)∑
k′

c†
k′−q

ck′ (۶۵.٨)

مͬ�کنیم. بازنویسͬ را (۶٠.٨) رابطه�ی بالا، محاسبات به توجه با

i∂t χ̃kq = δ(t)
(
nF (ξk)− nF (ξk+q)

)
− iθ(t)

(
ξk+q − ξk

)⟨[
(c†k ck+q)(t), ρ(−q)

]⟩
−iθ(t)

(
nF (ξk)− nF (ξk+q)

)
V (q)

۱
υ

∑
k′

⟨[
(c†

k′ ck′+q)(t), ρ(−q)
]⟩

= δ(t)
(
nF (ξk)− nF (ξk+q)

)(
ξk+q − ξk

)
+
(
ξk+q − ξk

)
χ̃kq

+
(
nF (ξk)− nF (ξk+q)

)
V (q) χR(q, t) (۶۶.٨)

مͬ�گیریم: فوریه تبدیل بالا عبارت از اکنون

(
ω − ξk+q + ξk

)
χ̃kq(ω) =

(
nF (ξk)− nF (ξk+q)

)
(۱+ V (q) χR(q, ω))

χ̃kq(ω) =
nF (ξk)− nF (ξk+q)

ω − ξk+q + ξk

(
۱+ V (q) χR(q, ω)

)
(۶٧.٨)

Random phase approximation۴



١٠٩ ذره�ای دو ͬͽهمبست تابع .۴.٨

ω + iη همان ω � از منظور مͬ�کنیم، محاسبه را تاخیری ͬͽهمبست تابع چون که است توجه قابل

مͬ�باشد.

χR,RPA(q, ω) =
۱
υ

∑
k

χ̃kq(ω)

=

(
۱
υ

∑
k

nF (ξk)− nF (ξk+q)

ω + iη − ξk+q + ξk

)(
۱+ V (q) χR,RPA(q, ω)

)
= χR۰(q, ω)

(
۱+ V (q) χR,RPA(q, ω)

)
(۶٨.٨)

است. برهم�کنش) غیاب در بار-بار ͬͽهمبست (تابع لینهارد تابع همان χR۰(q, ω) که

χR,RPA(q, ω) =
χR۰(q, ω)

۱− V (q) χR۰(q, ω)
(۶٩.٨)



١١٠ حرکت معادله�ی تئوری .٨



٩ فصل

موهومͬ زمان گرین توابع

گرین توابع از ساده روشͬ به مͬ�توانند یا و دارند را گرین توابع شͺل اغلب ͬͺفیزی مشاهده�پذیرهای

این در ندارد، ͬͺفیزی معنͬ هیچ که کرد خواهیم بیان را ریاضͬ ͷنیͺت فصل این در بیایند. بدست

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ͬͽهمبست تابع مͬ�گیریم. نظر در موهومͬ را زمان و فرکانس روش

CAB(t, t
′) = − < A(t) B(t′) > (١.٩)

است: زیر شͺل به آن ساکن به ابتدا تعریف که

CAB = − ۱
Z
Tr(e−βH A(t) B(t′)) (٢.٩)

عبارت و کرد استفاده برهمͺنشͬ تصویر از مͬ�توان پس است، H = H۰ + V که مͬ�کنیم فرض

نوشت: زیر به�صورت را عملͽر دو حاصل�ضرب

A(t) B(t′) = Û(۰, t) Â(t) Û(t, t′) B̂(t′) Û(t′,۰) (٣.٩)

نوشت: زیر شͺل به مͬ�توان را زمان به وابسته عملͽر و زمانͬ تحول عملͽر طرفͬ از

Û(t, t′) = eiH۰t e−iH(t−t′) e−iH۰t (۴.٩)

Â(t) = eiH۰t A e−iH۰t (۵.٩)

١١١



١١٢ موهومͬ زمان گرین توابع .٩

داریم: یعنͬ کرد، اثبات را آن مͬ�توان ٣.٩ رابطه�ی در فوق رابطه�ی دو جایͽذاری با

A(t) B(t′) = (eiH۰۰ e−iH(۰−t) e−iH۰t) (eiH۰t A e−iH۰t)

(eiH۰t e−iH(t−t′) e−iH۰t′) (eiH۰t′ B e−iH۰t′) (eiH۰t′ e−iH(t′−۰) e−iH۰۰)

= eiHt A e−iHt eiHt
′
B e−iHt

′
= A(t) B(t′) (۶.٩)

داشت: خواهیم (٢.٩) رابطه�ی در (٣.٩) رابطه�ی جایͽذاری با حال

CAB(t, t
′) = − ۱

Z
Tr(e−βH Û(۰, t) Â(t) Û(t, t′) B̂(t′) Û(t′,۰)) (٧.٩)

مͬ�بریم: بͺار را زیر ریاضͬ لم حال

τ = it = tei
π
۲ ⇒ τ is it (٨.٩)

تمام کار این با شده�اند. موهومͬ زمان�ها و چرخانده�ایم درجه ٩٠ اندازه�ی به را زمان محور یعنͬ

بنابراین و مͬ�شوند میرا بلͺه نیستند نوسانͬ دیͽر و مͬ�شوند e−βH شبیه (٧.٩) رابطه�ی در توان�ها

شد: خواهند زیر شͺل به (٣.٩) نیز و (۵.٩) و (۴.٩) روابط تبدیل این با است. ساده�تر آن�ها با کار

Û(t, t′) = eH۰τ e−H(τ−τ ′) e−H۰τ (٩.٩)

Â(t) = eH۰τ A e−H۰τ (١٠.٩)

A(τ) B(τ ′) = Û(۰, τ) Â(τ) Û(τ, τ ′) B̂(τ ′) Û(τ ′,۰) (١١.٩)

داریم: مͬ�کنیم، حساب را Û(β,۰) حال

Û(β,۰) = eH۰β e−H(β−۰) e−H۰۰ = eH۰β e−Hβ

→ e−βH = e−βH۰ Û(β,۰) (١٢.٩)



١١٣

داشت: خواهیم موهومͬ زمان تبدیل ار استفاده سپس و (٧.٩) رابطه�ی در فوق رابطه�ی جایͽذاری با

CAB(τ, τ
′) = − ۱

Z
Tr(e−βH۰ Û(β, τ) Â(τ) Û(τ, τ ′) B̂(τ ′) Û(τ ′,۰)) (١٣.٩)

روی که است زمان ͷی (β = ۱
kBT

) دما که مͬ�بینیم است. Û(β, τ) = Û(β,۰)Û(۰, τ) آن در که

β با متناظر صفر غیر دمای و است β → ∞ با متناظر صفر دمای مͬ�شود. تعریف موهومͬ محور

گفت: مͬ�توان پارش تابع برای (١٢.٩) رابطه�ی از استفاده با طرفͬ از است. متناهͬ

Z = Tr(e−βH) = Tr(e−βH۰ Û(β,۰)) (١۴.٩)

تعریفمͬ�شود: H۰به�صورتزیر هامیلتونͬ توابع ویژه پایه Oدر دلخواه عملͽر هر متوسط نیز و

< O >۰=
۱
Z۰

Tr(e−βH۰ O)

Z۰ < O >۰= Tr(e−βH۰O) (١۵.٩)

گفت: مͬ�توان (١۵.٩) و (١۴.٩) روابط مقایسه�ی با

Z = Z۰ < Û(β,۰) >۰ (١۶.٩)

شد: خواهد زیر شͺل به (١٣.٩) رابطه�ی بنابراین

CAB(τ, τ
′) = − Z۰ < Û(β, τ) Â(τ) Û(τ, τ ′) B̂(τ ′) Û(τ ′,۰) >۰

Z۰ < Û(β,۰) >۰

→ < A(τ) B(τ ′) > = − < Û(β, τ) Â(τ) Û(τ, τ ′) B̂(τ ′) Û(τ ′,۰) >۰
< Û(β,۰) >۰

(١٧.٩)

عبارت�های که شرطͬ به البته مͬ�شوند، H۰محاسبه توابع ویژه پایه�ی در گیری�ها متوسط که مͬ�بینیم

شوند. محاسبه عملͽر، دو تنها ضرب حاصل به نسبت پیچیده�تری



١١۴ موهومͬ زمان گرین توابع .٩

ماتسوبارا گرین تابع تعریف ١.٩

است: وابسته (τ − τ ′) تفاضل به تنها ،CAB(τ, τ ′) که مͬ�دهیم نشان حال

CAB(τ, τ
′) = −۱

Z
Tr(e−βH A(τ) B(τ ′))

= −۱
Z
Tr(e−βH eτH A e−τH eτ

′H B e−τ
′H) (١٨.٩)

سپس و بیاید تریس ابتدای به مͬ�تواند (eτ ′H) آخری عملͽر تریس، بودن دوره�ای خاصیت به بنا

داریم: بنابراین شود، جابجا e−βH با

CAB(τ, τ
′) = −۱

Z
Tr(e−βH e(τ−τ

′)H A e−(τ−τ ′)H B)

= −۱
Z
Tr(e−βH A(τ − τ ′) B(۰)) = CAB(τ − τ ′,۰) (١٩.٩)

مͬ�نویسیم. τ − τ ′ → τ ادامه در بنابراین

F بالانویس و مͬ�نویسند زمانͬ ترتیب عملͽر از استفاده به معمولا˟ را ماتسوبارا ͬͽهمبست تابع

داریم: یعنͬ مͬ�کنند، اضافه نیز فاینمن نوع از گرینͬ تابع معنای به را

CF
AB(τ) = −Tτ < A(τ) B(۰) > (٢٠.٩)

منفͬ و مثبت علامت�های با فرمیونͬ یا بوزونͬ حالت گرفتن نظر در و باشد τ < ۰ اینͺه فرض با و

داریم:

CF
AB(τ) = −(±) < B A(τ) > (٢١.٩)

داریم: مͬ�کنیم، محاسبه τ + β زمان در را ماتسوبارا گرین تابع حال

CF
AB(τ + β) = −Tτ < A(τ + β) B(۰) > (٢٢.٩)



١١۵ ماتسوبارا گرین تابع تعریف .١.٩

با ننوشت، را زمانͬ ترتیب علامت مͬ�توان پس است، τ + β > ۰ همواره −β < τ < ۰ برای

داشت: خواهیم متوسط�گیری ساکن به ابتدا تعریف نوشتن

CF
AB(τ + β) = − < A(τ + β) B(۰) >

= −۱
Z
Tr(e−βH e(τ+β)H A e−(τ+β)H B)

= −۱
Z
Tr(B eτH A e−τH e−β)H)

= −۱
Z
Tr(e−β)H B eτH A e−τH)

= − < B(۰) A(τ) > (٢٣.٩)

شده استفاده جابجاگری نیز و تریس بودن دوره�ای خاصیت از فوق رابطه�ی آوردن بدست در که

مͬ�گیریم: نتیجه (٢٣.٩) و (٢١.٩) روابط مقایسه�ی با است.

CF
AB(τ + β) = ± CF

AB(τ) (٢۴.٩)

و فرمیون�ها برتͬ ترتیب به را ماتسوبارا گرین تابع بودن پادتناوبͬ یا تناوبͬ خاصیت فوق رابطه�ی

−β < τ < β بازه�ی در را محاسبات اگر البته مͬ�کند. بیان را ۰ < τ < β بازه�ی در را بوزون�ها

(۲β تناوب دوره�ی (با تناوبͬ فرمیون�ها چه و بوزون�ها برای چه ماتسوبارا گرین تابع دهیم، انجام

است.

تبدیل رابطه�ی از استفاده با و مͬ�گیریم ۰ < τ < β نظر در به�صورت را موهومͬ زمان حال

مͬ�دهیم: بسط زیر به�صورت را CAB(τ) تابع گسسته فوریه�ی

CAB(τ) =
۱
β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ CAB(n) (٢۵.٩)

نوشت: زیر به�صورت مͬ�توان (٢۵.٩) رابطه� از استفاده با را (٢۴.٩) رابطه�ی

۱
β

+∞∑
n=−∞

e−iωn(τ+β) CAB(n) = ±۱
β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ CAB(n) (٢۶.٩)



١١۶ موهومͬ زمان گرین توابع .٩

فرمیونͬ b و بوزونͬ a ماتسوبارای فرکانس�های مش�بندی نمایش :١.٩ شͺل

داشت: خواهیم فوق تساوی برقراری برای بنابراین
Fermions: e−iωnβ = −۱ ⇒ ωn = (۲n+۱)π

β

Bosons: e−iωnβ = +۱ ⇒ ωn = (۲n)π
β

(٢٧.٩)

فرکانس�های یͷسری که مͬ�گویند ماتسوبارا فرکانس�های کنند رابطه�یفوقصدق در که فرکانس�هایͬ به

داریم، بوزون�ها برای ولͬ نداریم صفر فرکانس فرمیون�ها برای هستند. موهومͬ محور روی گسسته

۲π
β

=) فرکانس�ها برای مش�بندی بین فاصله�ی به�صورت دما دیͽر عبارت به ببینید. را (١.٩) شͺل

مͬ�شوند. پیوسته و مͬ�شود صفر مش�بندی�ها بین فاصله�ی صفر دمای در است. شده ظاهر (۲πkBT

گرفت: نظر در زیر به�صورت مͬ�توان را (٢۵.٩) رابطه�ی معͺوس

CAB(n) =
۱
۲
∫ β

−β
dτ eiωnτ CAB(τ) (٢٨.٩)

هستند. تناوبͬ بوزونͬ و فرمیونͬ حالت دو هر آن در که است طوری انتͽرال حدود فوق رابطه�ی در

زیر شͺل به را فوق رابطه�ی یعنͬ کرد، لحاظ را بودن فرمیونͬ و بوزونͬ دیͽر شͺلͬ به مͬ�توان حال

مͬ�نویسیم:



١١٧ تأخیری گرین تابع و ماتسوبارا گرین تابع بین رابطه��ی .٢.٩

CAB(n) =
۱
۲
∫ ۰

−β
dτ eiωnτ CAB(τ) +

۱
۲
∫ β

۰
dτ eiωnτ CAB(τ) (٢٩.٩)

باشد، τ ∈ [−β,۰] اگر آن طͬ که مͬ�دهیم انجام را τ̃ = τ + β متغیر تغییر اول انتͽرال در

داریم: بنابراین و است τ̃ ∈ [۰, β] آنͽاه

CAB(n) =
۱
۲
∫ β

۰
dτ̃ eiωnτ̃ e−iωnβ CAB(τ̃ − β) +

۱
۲
∫ β

۰
dτ eiωnτ CAB(τ) (٣٠.٩)

داشت: خواهیم τ به τ̃ تبدیل با و است CAB(τ̃ − β) = −CAB(τ̃) فرمیون�ها برای

CAB(n) = −۱
۲
∫ β

۰
dτ eiωnτ e−iωnβ CAB(τ) +

۱
۲
∫ β

۰
dτ eiωnτ CAB(τ)

=
۱
۲
∫ β

۰
dτ eiωnτ (۱− e−iωnβ) CAB(τ) (٣١.٩)

داریم: بنابراین است، ٢ با برابر همواره فرمیون�ها برای (۱− e−iωnβ)عبارت که

CAB(n) =

∫ β

۰
dτ eiωnτ CAB(τ) (٣٢.٩)

را نͺته این باید تنها مͬ�یابیم، دست فوق نتیجه�ی به نیز بوزن�ها برای مشابه محاسبات انجام با

فرمیونͬ و بوزونͬ ماتسوبارای فرکانس�های همان فوق رابطه�ی در ها ωn که باشیم داشته ذهن در

داریم: یعنͬ هستند.

تأخیری گرین تابع و ماتسوبارا گرین تابع بین رابطه��ی ٢.٩

رسیدیم: فرکانس فضای در تأخیری گرین تابع برای زیر رابطه�ی به صفر دمای فرمولبندی در قبلا́

CR
AB(ω) =

۱
Z

∑
nn′

< n|A|n′ >< n′|B|n >
ω + En − En′ + iη

(e−βEn − (±)e−βEn′ ) (٣٣.٩)

مͬ�کنیم: مقایسه فوق رابطه�ی با را نتیجه و مͬ�نویسیم را ماتسوبارا گرین تابع لهمان بسط ادامه در



١١٨ موهومͬ زمان گرین توابع .٩

CAB(τ) = − < A(τ) B >= −۱
Z
Tr(e−βH eτH A e−τH B)

= −۱
Z

∑
n

< n|e−βH eτH A e−τH B|n >

= −۱
Z

∑
nn′

< n|e−βH eτH A e−τH |n′ >< n′|B|n >

= −۱
Z

∑
nn′

e−βEn eτ(En−En′ ) Ann′ Bn′n (٣۴.٩)

ویژه با H هامیلتونͬ ویژه�توابع n′ و n پایه�های که حقیقت این از فوق رابطه�ی محاسبه�ی در

استفاده Bn′n =< n′|B|n > و Ann′ =< n|A|n > روابط نیز و هستند En′ و En ترتیب به مقادیر

مͬ�آوریم: بدست را فوق رابطه�ی فوریه تبدیل (٣٢.٩) رابطه�ی از استفاده با حال است. شده

CAB(iωl) =

∫ β

۰
dτ eiωlτ CAB(τ)

=

∫ β

۰
dτ

−۱
Z

∑
nn′

eτ(iωl+En−En′ ) e−βEn Ann′ Bn′n

=
−۱
Z

∑
nn′

eiωlβe(En−En′ )β −۱
iωl + En − E ′

n

e−βEn Ann′ Bn′n (٣۵.٩)

متمایز انرژی مقادیر ویژه زیرنویس از ماتسوبارا فرکانس�های زیرنویس اینͺه برای فوق رابطه�ی در

متمرکز فرمیون�ها روی بر ادامه در است. شده استفاده فرکانس� برای lنویس زیر از این�جا در شوند،

داریم: بنابراین است، eiωlβ = −۱ آن�ها برای که مͬ��شویم

CAB(iωl) =
۱
Z

∑
nn′

e(En−En′ )β +۱
iωl + En − E ′

n

e−βEn Ann′ Bn′n

=
۱
Z

∑
nn′

e−βEn′ + e−βEn

iωl + En − E ′
n

Ann′ Bn′n (٣۶.٩)

این دهیم انجام را iωl → ω+ iη تبدیل اگر که درمͬ�یابیم (٣۶.٩) و (٣٣.٩) روابط مقایسه با

شͺل به مͬ�توان را فوق رابطه�ی آنͽاه باشد، مختلط عدد ͷی Z اگر مͬ�شوند. معادل یͺریͽر با دو



١١٩ فرمیونͬ ذره�ای �ͷت ماتسوبارای گرین تابع .٣.٩

نوشت: زیر کلͬ

CAB(Z) =
۱
Z

∑
nn′

e−βEn + e−βEn′

Z + En − E ′
n

Ann′ Bn′n (٣٧.٩)

تابع رابطه�ی همان به (Z = ω + iη (یعنͬ بͽیریم نظر در حقیقͬ محور از بالاتر کمͬ را Z اگر

به دو هر دهیم انجام را موهومͬ زمان چه و حقیقͬ زمان ͷدینامی چه پس مͬ�رسیم. تأخیری گرین

همان�طور مͬ�شوند. انجام مختلف محور دو روی محاسبات فقط مͬ�شوند، منجر تحلیلͬ تابع ͷی

این مشͺل اما است. میرا توابع با کار موهومͬ، زمان با محاسبات مزیت کردیم بیان نیز قبلا́ که

نهایͬ نتیجه�ی انتخاب باید و آورد بدست مͬ�توان را مختلف کاملا́ تابع چندین که است این روش

شوند، منجر هایͬ f(Z) به که باشیم داشته ها Zn از مجموعه�ای هرگاه دیͽر عبارت به بود. دقیق

برای padeروش از معمولا˟ است. امͺان�پذیر تحلیلͬ تابع نوع چند با داده�ها این کردن فیت امͺان

مͬ�کنند. استفاده تحلیلͬ تابع یافتن

فرمیونͬ ذره�ای �ͷت ماتسوبارای گرین تابع ٣.٩

است: زیر شͺل به آن هامیلتونͬ مͬ�گیریم، نظر در را برهمͺنش بدون فرمیونͬ سیستم ͷی حال

H۰ =
∑
k

ξk c
†
kck (٣٨.٩)

با: است برابر فوق هامیلتونͬ گرین تابع

Gk(τ) = −Tτ < ck(τ)c
†
k >

= −θ(τ) < ck(τ)c
†
k > +θ(−τ) < c†kck(τ) > (٣٩.٩)

در اما هایزنبرگ حرکت معادله�ی از پنجم فصل مشابه بیابیم. را ck(τ) باید محاسبات ادامه�ی برای



١٢٠ موهومͬ زمان گرین توابع .٩

داریم: مͬ�کنیم، استفاده موهومͬ زمان�های برای این�جا

∂τck(τ) = ∂τ (e
τH ck e

−τH) = [H, ck](τ)

=
∑
p

ξp [c†p(τ)cp(τ), ck(τ)]

=
∑
p

ξp (− δkp)cp(τ) = −ξkck(τ) (۴٠.٩)

داشت: خواهیم انتͽرال�گیری با

ck(τ) = e−ξkτ ck(۰) (۴١.٩)

داریم: مشابه بهطور و

c†k(τ) = eξkτ c†k(۰) (۴٢.٩)

داشت: خواهیم (٣٩.٩) رابطه�ی در (۴١.٩) رابطه�ی جایͽذاری با

Gk(τ) = −θ(τ) < ckc
†
k > e−ξkτ + θ(−τ) < c†kck > e−ξkτ (۴٣.٩)

که مͬ�شوند محاسبه برهمͺنشͬ بدون هامیلتونͬ پایه�ی تابع به نسبت متوسط�گیری�ها چون طرفͬ از

: داریم است، دیراک فرمͬ تابع توزیعشان تابع

< ckc
†
k >= ۱− nF (ξk) < c†kck >= nF (ξk) (۴۴.٩)

داشت: خواهیم (۴٣.٩) رابطه�ی در (۴۴.٩) روابط جایͽذاری با

Gk(τ) =
(
− θ(τ) (۱− nF (ξk)) + θ(−τ) nF (ξk)

)
e−ξkτ (۴۵.٩)



١٢١ ماتسوبارا جمع�های محاسبه�ی به راجع نͺاتͬ .۴.٩

داشت: خواهیم مͬ�گیریم، فوریه تبدیل فوق رابطه�ی از ،(٣٢.٩) رابطه�ی از استفاده با حال

Gk(iωl) =

∫ β

۰
dτ eiωlτ Gk(τ)

= (nF (ξk)−۱)

∫ β

۰
dτ eiωlτ e−ξτ

= (nF (ξk)−۱)
[e(iωl−ξ)β −۱]

iωl − ξk

=
۱

iωl − ξk

( ۱
eβξk +۱ −۱) (−e−βξk −۱)

=
۱

iωl − ξk

( e−βξk

e−βξk +۱ −۱) (−e−βξk −۱)

=
۱

iωl − ξk

( −۱
e−βξk +۱

)
(−e−βξk −۱)

=
۱

iωl − ξk
(۴۶.٩)

مͬ�رسیم: تأخیری گرین تابع آشنای رابطه�ی به iωl → ω + iη تبدیل با حال

Gk(iωl) =
۱

ω + iη − ξk
(۴٧.٩)

ماتسوبارا جمع�های محاسبه�ی به راجع نͺاتͬ ۴.٩

زیر شرایط در بوزونͬ و فونونͬ ماتسوبارای فرکانس�های که کردیم اثبات (٢٧.٩) رابطه�ی در قبلا́

مͬ�کنند: صدق


Fermions: iωl = i(۲l +۱)π

β

Bosons: iνn = i(۲n)π
β

(۴٨.٩)

است: زیر شͺل به فرمیون�ها برای دیراک فرمͬ توزیع تابع

nF (Z) =
۱

eβZ +۱ (۴٩.٩)



١٢٢ موهومͬ زمان گرین توابع .٩

مͬ�کنیم: حساب را آن قطب�های حال

eβZl = −۱ = ei(۲l+۱)π

→ Zl = i(۲l +۱)
π

β
= iωl (۵٠.٩)

نیز را بوزون�ها توزیع تابع اگر رسیدیم، فرمیون�ها برای ماتسوبارا فرکانس�های همان به که مͬ�بینیم

داریم: بͽیریم، نظر در

nB(Z) =
۱

eβZ −۱ (۵١.٩)

با: است برابر آن قطب�های و

eβZn = ۱ = ei(۲n)π

→ Zn = i(۲n)π
β
= iνn (۵٢.٩)

بر جمع که ، را زیر کمیت بخواهیم اگر حال رسیدیم. بوزونͬ ماتسوبارای فرکانس به که مͬ�بینیم

کنیم: محاسبه است، غیربرهمͺنشͬ گرین تابع دو ضرب حاصل از ماتسوبارا فرکانس�های روی

۱
β

∑
iωn

۱
iν + iωn − ξk+q

۱
iωn − ξk

(۵٣.٩)

نوشت: زیر به�صورت مͬ�توان را گرین تابع دو ضرب حاصل

۱
Z − ξk+q + iν

۱
Z − ξk

(۵۴.٩)

حساب مانده�ها حساب روش از را زیر انتͽرال که است کافͬ (۵٣.٩) رابطه�ی محاسبه برای حال

کنیم:

∮
dZ ۱

Z − ξk+q + iν

۱
Z − ξk

nF (Z) (۵۵.٩)



١٢٣ ماتسوبارا جمع�های محاسبه�ی به راجع نͺاتͬ .۴.٩

فرکانس�های و دوم) (قطبکسر ξk+q−iν اول)، (قطبکسر ξk از: عبارتند فوق انتͽرالده قطب�های

محدودی تعداد عملا́ محاسباتͬ کارهای در دیراک). فرمͬ تابع وجود (بخاطر فرمیونͬ ماتسوبارای

در را بینهایت شعاع با دایره�ای کنتوری مͬ�توان بنابراین مͬ�گیریم، نظر در را ماتسوبارا فرکان�های از

مͬ�کنیم. بررسͬ کنتور این روی بر را انتͽرالده رفتار مͬ�شود. شامل را قطب�ها تمامͬ که گرفت نظر

است: زیر شͺل به دیراک فرمͬ توزیع تابع

nF (Z) =
۱

eβZ +۱ =
۱

eβ(x+iy) +۱

انتͽرال بنابراین مͬ�کند، میل ͷی سمت به (x < ۰) چپ سمت بالایͬ نیمه در فوق تابع رفتار

نیمه�ی در مͬ�شود. صفر (Z → ۰) کنتور روی بر در که مͬ�شود ∫ dZ
Z۲ = ۱

Z به�صورت (۵۵.٩)

انتͽرال بنابراین و مͬ�شود nf (Z) = e−βx به�صورت فوق تابع (x > ۰) راست سمت بالایͬ

فوق انتͽرال پسحاصل مͬ�کند، میل صفر سمت به قبلͬ از سریع�تر که مͬ�شود
∫

e−βZdZ
Z۲ به�صورت

ماندههای روی بر جمع با است برابر فوق انتͽرال مͬ�دانیم ها مانده حساب از طرفͬ از مͬ��شود. صفر

دیراک فرمͬ توزیع تابع مانده حاصل که است بهتر آن از قبل شود. برابر صفر با باید این�جا در که آن

بیابیم: ماتسوبارا فرکانس قطب�های در را

Res[nF (Z)]Z ≈ iωl = (Z − iωl)
۱

eβ(Z−iωl) eiωlβ +۱
= (Z − iωl)

۱
−eβ(Z−iωl) +۱

= (Z − iωl)
۱

−۱− β(Z − iωl) +۱
= −۱

β
(۵۶.٩)

داشت: خواهیم بنابراین

(−۱
β
)
∑
iωl

۱
iωl − ξk

۱
iωl − ξk+q + iν

+
nF (ξk)

ξk − ξk+q + iν
+
nF (ξk+q − iν)

ξk+q − iν − ξk
= ۰

(۵٧.٩)



١٢۴ موهومͬ زمان گرین توابع .٩

=⇒ (−۱
β
)
∑
iωl

۱
iωl − ξk

۱
iωl − ξk+q + iν

=
nF (ξk)− nF (ξk+q − iν)

ξk − ξk+q + iν

=
nF (ξk)− nF (ξk+q)

ξk − ξk+q + iν
(۵٨.٩)

محاسبه�ی در است. شده محاسبه دیͽر شیوه�ای به نیز قبلا که است لیندهارد تابع همان فوق رابطه�ی

است: شده استفاده زیر رابطه�ی از ها ν برای بوزونͬ ماتسوبارای فرکانس�های به�خاطر آخر، خط

nF (ξk+q − iν) =
۱

eβ(ξk+q−iν) +۱ =
۱

eβξk+q +۱ = nF (ξk+q) (۵٩.٩)

بوزونͬ ذره�ای �ͷت ماتسوبارای گرین تابع ۵.٩

است: زیر شͺل به آن هامیلتونͬ مͬ�گیریم، نظر در را برهمͺنش بدون بوزونͬ سیستم ͷی حال

H۰ =
∑
q

ωq b
†
qbq (۶٠.٩)

برابر موهومͬ زمان فضای در ماتسوبارا گرین تابع است. فرمیونͬ بخش با مشابه کاملا́ محاسبات

با: است

Gq(τ) = −Tτ < bq(τ)b
†
q >

= −θ(τ) < bq(τ)b
†
q > −θ(−τ) < b†qbq(τ) > (۶١.٩)

بیابیم: را bq(τ) باید حال

∂τbq(τ) = ∂τ (e
τH bq e

−τH) = [H, bq](τ)

=
∑
p

ωp [b†p(τ)bp(τ), bq(τ)]

=
∑
p

ωp (− δqp)bp(τ) = −ωqbq(τ) (۶٢.٩)



١٢۵ بوزونͬ ذره�ای �ͷت ماتسوبارای گرین تابع .۵.٩

داشت: خواهیم انتͽرال�گیری با

bq(τ) = e−ωqτ bq(۰) (۶٣.٩)

داریم: مشابه بهطور و

b†q(τ) = eωqτ b†q(۰) (۶۴.٩)

داشت: خواهیم (۶١.٩) رابطه�ی در (۶٣.٩) رابطه�ی جایͽذاری با

Gq(τ) = −θ(τ) < bqb
†
q > e−ωqτ − θ(−τ) < b†qbq > e−ωqτ (۶۵.٩)

: مͬ�دانیم طرفͬ از

< bqb
†
q >= nB(ωq) +۱ < b†qbq >= nB(ωq) (۶۶.٩)

داشت: خواهیم (۶۵.٩) رابطه�ی در (؟؟) روابط جایͽذاری با

Gq(τ) =
(
− θ(τ) (nB(ωq) +۱)− θ(−τ) nB(ωq)

)
e−ωqτ (۶٧.٩)

داشت: خواهیم مͬ�گیریم، فوریه تبدیل فوق رابطه�ی از ،(٣٢.٩) رابطه�ی از استفاده با حال

Gq(iν) =

∫ β

۰
dτ eiντ Gq(τ)

= −(nB(ωq) +۱)

∫ β

۰
dτ eiντ e−ωqτ

= −(nB(ωq) +۱)
[e(iν−ωq)β −۱]

iν − ωq

= − ۱
iν − ωq

( ۱
eβωq −۱ +۱) (e−βωq −۱)

= − ۱
iν − ωq

( eβωq

eβωq −۱
)
(e−βξk −۱)

=
۱

iν − ωq

( ۱
e−βωq −۱

)
(e−βωq −۱)

=
۱

iν − ωq

(۶٨.٩)



١٢۶ موهومͬ زمان گرین توابع .٩

مͬ�رسیم: تأخیری گرین تابع آشنای رابطه�ی به iν → ν + iη تبدیل با حال

Gq(iν) =
۱

ν + iη − ωq

(۶٩.٩)



١٠ فصل

مسیر انتͽرال�های و همدوس حالت�های

بوزون�ها برای همدوس حالت�های ١.١٠

مͬ�گیریم: نظر در را زیر ͷکوچ هامیلتونͬ

H = εb†b (١.١٠)

مͬ�کنند: صدق زیر جبر در و هستند بوزونͬ فنای و خلق عملͽرهای ترتیب به b و b† آن در که

[b, †] = ۱ (٢.١٠)

است: زیر به�صورت بوزون n دارای حالتͬ روی بر عملͽرها اثراین

b|n >=
√
n|n−۱ > (٣.١٠)

b† =
√
n+۱|n+۱ > (۴.١٠)

آورد: بدست خلأ حالت بر خلق عملͽر اثر با زیر رابطه�ی طبق مͬ�توان را |n > بوزونͬ حالت

|n >= (b†)n√
n!

|۰ > (۵.١٠)

١٢٧



١٢٨ مسیر انتͽرال�های و همدوس حالت�های .١٠

زیر شͺل به (۵.١٠) حالت روی بر (١.١٠) هامیلتونͬ اثر (۴.١٠) و (٣.١٠) روابط از استفاده با

بود: خواهد

H|n > = εb†b|n >

= εb†
√
n|n−۱ >

= ε
√
n
√
n−۱+۱|n−۱+۱ >

= εn|n > (۶.١٠)

مͬ�کند: صدق زیر رابطه�ی در که بیابیم را بوزن�ها برای |λ همدوس< حالت مͬ�خواهیم حال

b|λ >= λ|λ > (٧.١٠)

مͬ�دهیم: بسط بوزونͬ پایه�ی توابع حسب بر را همدوس حالت این

|λ >=
∑
n=۰

λn|n > (٨.١٠)

بیابیم: را بسط ضرایب است کافͬ حال

b|λ > =
∑
n=۰

λn b|n >

=
∑
n=۱

λn
√
n|n−۱ > (n→ n+۱)

=
∑
n=۰

λn+۱
√
n+۱|n >

≡ λ
∑
n=۰

λn|n > (٩.١٠)

مͬ�رسیم: زیر بازگشتͬ رابطه�ی به فوق، رابطه�ی آخر خط دو مقایسه�ی با

λ λn =
√
n+۱ λn+۱

⇒ λn+۱ =
λn√
n+۱λ (١٠.١٠)



١٢٩ بوزون�ها برای همدوس حالت�های .١.١٠

داریم: یعنͬ

λ۰ = ۱

λ۱ =
۱√
۱ λ

λ۲ =
۱√
۲ (

۱√
۱ λ) λ

λ۳ =
۱√
۳ (

۱√
۲

۱√
۱ λ۲) λ =

۱√
۳!

λ۳

⇒ λn =
λn√
n!

(١١.١٠)

داشت: خواهیم (٨.١٠) رابطه�ی در فوق رابطه�ی جایͽذاری با بنابراین

|λ > =
∑
n

λn|n >=
∑
n

λn√
n!
|n >

=
∑
n

λn√
n!

(b†)n√
n!

|۰ >

=
∑
n

(λb†)n

n!
|۰ >

= eλb
†|۰ > (١٢.١٠)

داشت: خواهیم بنویسیم، را همدوس حالت بسط اگر حال

|λ > = |۰ > +
λ√
۱!
b†|۰ > +

λ۲
√
۲!

(b†)۲|۰ > +۰۰۰

= |۰ > +
λ√
۱!

|۱ > +
λ۲
√
۲!

|۲ > +۰۰۰ (١٣.١٠)

است. مختلف های n از برهم�نهͬ و ندارد مشخصͬ nهمدوس حالت که است این نشان�دهنده�ی که

محاسبه آن پایه�ی در مͺان عملͽر چشمداشتͬ مقدار اگر که است این همدوس حالت جالب ویژگͬ

نوسانͽر مشابه یعنͬ ، < x(t) >λ= cos(ωt + ϕ) بود، خواهد کسینوسͬ تابع به�صورت شود،

حالت برای نیز را بهنجارش ضریب مͬ�توان مͬ�کند. رفتار ͬͺکلاسی متغیر مثل و مͬ�شود ͷهارمونی



١٣٠ مسیر انتͽرال�های و همدوس حالت�های .١٠

داشت: خواهیم یافت، همدوس

< λ|λ >= ۱

⇒
∑
n,m

< n|(λ
∗)n√
n!

(λ)m√
m!

|m > |N |۲ = ۱

⇒ |N |۲
∑
n,m

(λ∗)n√
n!

(λ)m√
m!
δmn = ۱

⇒ |N |۲
∑
n

(λ∗λ))n

n!
= ۱

⇒ |N |۲
∑
n

(|λ|۲)n

n!
= ۱

⇒ |N |۲ exp(|λ|۲) = ۱

⇒ |N | = exp(−۱
۲ |λ|۲) (١۴.١٠)

نوشت: زیر به�صورت مͬ�توان را شده بهنجار همدوس حالت بنابراین

|λ >= Neλb
† |۰ >= e−

۱
۲ |λ|

۲
eλb

† |۰ > (١۵.١٠)

کرد: محاسبه مͬ�توان نیز را مختلف همدوس حالت دو همپوشانͬ

< λ|λ′ > =< ۰|e−
۱
۲ |λ|

۲
eλ

∗b† e−
۱
۲ |λ

′|۲ eλ
′b† |۰ >

= e−
۱
۲ (|λ|

۲+|λ′|۲)
∑
n,m

< n|(λ
∗)n√
n!

(λ′)m√
m!

|m >

= e−
۱
۲ (|λ|

۲+|λ′|۲)
∑
n

(λ∗λ′)n√
n!

= e−
۱
۲ |λ|

۲
e−

۱
۲ |λ

′|۲ eλ
∗λ′ (١۶.١٠)

همپوشانͬ ،(|λ >= exp(λb†)|۰ >) مͬ�گرفتیم نظر در بهنجار غیر را همدوس حالت�های اگر

شد: خواهد زیر شͺل به مختلف همدوس حالت دو

< λ|λ′ >= eλ
∗λ′ (١٧.١٠)



١٣١ بوزون�ها برای همدوس حالت�های .١.١٠

است: زیر شͺل به همدوس حالت�های برای بودن کامل رابطه�ی

A =

∫
dλ∗dλ

۲πi |λ >< λ| e−|λ|۲ (١٨.١٠)

است: زیر شͺل به فوق رابطه�ی اثبات

A =

∫
dλ∗dλ

۲πi
∑
n,m

λn√
n!

λ∗m√
m!

|n >< m| e−|λ|۲

=
∑
n,m

|n >< m|√
n!
√
m!

∫
dλ∗dλ

۲πi λnλ∗m e−|λ|۲ (١٩.١٠)

مͬ�رویم: قطبͬ مختصات دستͽاه به فوق انتͽرال محاسبه�ی برای

λ = reiθ λ∗ = re−iθ (٢٠.١٠)

است: زیر شͺل به مختصات تبدیل این ژاکوبین

dλ∗dλ =
www δλ∗

δr
δλ∗

δϕ
δλ
δr

δλ
δϕ

wwwdrdϕ =
wwwe−iϕ −ire−iϕ
eiϕ ireiϕ

wwwdrdϕ = ۲irdrdϕ (٢١.١٠)

مͬ�شود: زیر شͺل به فوق ∫انتͽرال
dλ∗dλ

۲πi λnλ∗m e−|λ|۲ =
۱

۲πi
∫ ∫

۲irdrdθ e−r۲ rn+m einθ−imθ

=
۱

۲πi
∫

(۲irdr)e−r۲ (r۲)n ۲π δnm

مͬ�کنیم: استفاده u = r۲ → du = ۲rdr متغیر تغییر از حال

δnm

∫
du e−u un = δnm(−∂α)n

∫
due−αu

∣∣∣
α=۱

= δnm(−∂α)n (
۱
α
) = δnm n! (٢٢.١٠)

شد: خواهد زیر شͺل به (١٩.١٠) رابطه�ی بنابراین

A =
∑
n,m

|n >< m|√
n!
√
m!

δnm n! =
∑
n

|n >< n| = ۱ (٢٣.١٠)



١٣٢ مسیر انتͽرال�های و همدوس حالت�های .١٠

از: عبارتست خلاصه به�طور ویژگͬ�هایش که آوردیم بدست را بوزن�ها برای همدوس حالت بنابراین

|λ >= eλb
† |۰ >

< λ|λ′ >= eλ
∗λ′

∑
λλ∗ =

∫
dλ∗dλ
۲πi e−λ

∗λ

∑
λλ∗ |λ >< λ|

فرمیون�ها برای همدوس حالت�های ٢.١٠

است: حاکم فرمیونͬ فنای و خلق عملͽرهای بر زیر جبر

{ci, c†j} = δij (٢۴.١٠)

آن برای زیر رابطه�ی باید که بیابیم را فرمیون�ها برای |ψ همدوس< حالت مͬ�خواهیم بخش این در

باشد: برقرار

c|ψ >= ψ|ψ > (٢۵.١٠)

داریم: را |ψ۲ > و |ψ۱ همدوس< حالت دو مͬ�کنیم فرض

c۱|ψ۱ >= ψ۱|ψ۱ > (٢۶.١٠)

c۲|ψ۲ >= ψ۲|ψ۲ > (٢٧.١٠)

مͬ�گیریم: نظر در زیر به�صورت را |ψ همدوس< حالت و

|ψ >= |ψ۱ > ⊗ |ψ۲ > (٢٨.١٠)

فرض فعلا́ مͬ�دهیم، اثر (٢۶.١٠) رابطه�ی بر را c۲ عملͽر و (٢٧.١٠) رابطه�ی بر را c۱ عملͽر حال

مͬ�کند: عبور منفͬ علامت ایجاد بدون (ψ۱ (یا ψ۲ از (c۲ (یا c۱ عملͽر که مͬ�کنیم

c۱ c۲|ψ۲ >= c۱ ψ۲|ψ۲ >= ψ۲ψ۱|ψ > (٢٩.١٠)



١٣٣ فرمیون�ها برای همدوس حالت�های .٢.١٠

c۲ c۱|ψ۱ >= c۲ ψ۱|ψ۱ >= ψ۱ψ۲|ψ > (٣٠.١٠)

برای فوق رابطه�ی دو مقایسه�ی با بنابراین است، c۱c۲ = −c۲c۱ که مͬ�دانیم (٢۴.١٠) رابطه�ی از

باز مͬ�شود ایجاد منفͬ علامت عبور اثر در که کنیم فرض (اگر داشت خواهیم ψ۲ و ψ۱ عدد دو

بود): خواهد درست زیر کلͬ نتیجه

ψ۱ψ۲ = −ψ۲ψ۱ (٣١.١٠)

ریاضیات که مͬ�گویند گرسمن متغیرهای آن�ها به و نیستند معمولͬ اعداد ها این که مͬ�بینیم پس

برای مͬ�کنند. ساده را فرمیون�ها برای همدوس حالت محاسبه�ی و دارند را خود به مخصوص

ظاهر منفͬ یͷعلامت ،c† یا c عملͽرهای از ψ عبور اثر در که مͬ�کنیم اعمال را شرط این فرمیون�ها

از تابعͬ بخواهیم اگر ψψ = −ψψ ⇒ ψ۲ = ۰ گرفت: نتیجه مͬ�توان فوق رابطه�ی از مͬ�شود.

داشت: خواهیم دهیم، بسط را گرسمن متغیرهای

f(ψ) = f۰ + f۱ψ (٣٢.١٠)

x̂|x >= رابطه�ی با معادل c|ψ >= ψ|ψ > رابطه�ی یعنͬ کند، عمل x مختصه�ی مثل ψ مͬ�خواهیم

گفت: مͬ�توان مͺان فضای در موج تابع با مشابه پس است. x|x >

< ψ|f >≡ f(ψ∗) (٣٣.١٠)

کامل دیفرانسیل ͷی روی انتͽرال دیͽر عبارت به شوند، صفر x → ±∞ در باید موج توابع

انتͽرال و مشتق�گیری برای و ،({۱, ψ}) داریم پایه دو که مͬ�بینیم هم رابطه�ی از مͬ�شود. صفر

است: برقرار پایه�ها این برای زیر روابط }گیری
∂ψ ۱ = ۰
∂ψ ψ = ۱ (٣۴.١٠)

{∫
dψ ψ = ۱∫
dψ ۱ = ۰ (٣۵.١٠)



١٣۴ مسیر انتͽرال�های و همدوس حالت�های .١٠

مͬ�گیریم: نظر در زیر شͺل به را همدوس حالت حال

|ψ >= e−ψc
† |۰ >= (۱− ψ c†)|۰ >

⇒ |ψ >= |۰ > −ψ |۱ > (٣۶.١٠)

(رابطه�ی آوردیم بدست بوزونها برای که همدوس حالت خواص نیز آن برای که مͬ�کنیم بررسͬ و

است. برقرار (٢۴.١٠

< ψ|ψ′ > = (< ۰|− < ۱| ψ∗)(|۰ > −ψ′ |۱ >)

=< ۰|۰ > + < ۱|ψ∗ψ′|۱ >

= ۱+ ψ∗ψ′ = eψ
∗ψ′ (٣٧.١٠)

باشد: برقرار همدوس حالت برای زیر بودن کامل رابطه�ی مͬ�خواهیم بوزون�ها با مشابه به�طور

∑
ψψ∗

|ψ >< ψ| = ۱ (٣٨.١٠)

باشد: برقرار انتͽرال به جمع تبدیل برای باید زیر رابطه�ی بنابراین

∑
ψψ∗

≡
∫
dψ∗dψ e−ψ

∗ψ (٣٩.١٠)

است: زیر شرح به فوق رابطه�ی درستͬ اثبات

∫
dψ∗dψ e−ψ

∗ψ |ψ >< ψ| =
∫
dψ∗dψ (۱− ψ∗ψ) (|۰ > −ψ |۱ >) (< ۰|− < ۱| ψ∗)

=

∫
dψ∗dψ (۱− ψ∗ψ) (|۰ >< ۰|+ ψ |۱ >< ۱| ψ∗ − ψ |۱ >< ۰| − |۰ >< ۱| ψ∗)

=

∫
dψ∗dψ ψ |۱ >< ۱| ψ∗ −

∫
dψ∗dψ ψ∗ψ |۰ >< ۰|

= |۱ >< ۱|+ |۰ >< ۰| = ۱ (۴٠.١٠)



١٣۵ فرمیونͬ سیستم پارش تابع برای مسیر انتͽرال .٣.١٠

دو تنها و است شده صفر انتͽرالشان حاصل که جمله�ای شش فوق، رابطه�ی آوردن بدست در که

متغیرهای از استفاده با فرمیون�ها برای همدوس حالت ویژگͬ�های بنابراین است. مانده باقͬ جمله

داریم: خلاصه به�طور و شد بوزون�ها با مشابه گرسمن



|ψ >= e−ψc
† |۰ >

< ψ|ψ′ >= eψ
∗ψ′

∑
ψ∗ψ =

∫
dψ∗dψ e−ψ

∗ψ

∑
ψ∗ψ |ψ >< ψ| = ۱

Tr[A] =
∑

ψ∗ψ < −ψ∗|A|ψ >

است: زیر شͺل به آخر ویژگͬ اثبات

Tr[A] =
∑
ψ∗ψ

< −ψ∗|A|ψ >

=

∫
dψ∗dψ e−ψ

∗ψ < −ψ∗|A|ψ >

=

∫
dψ∗dψ (۱− ψ∗ψ)(< ۰|+ < ۱| ψ∗)A(|۰ > −ψ |۱ >)

=

∫
dψ∗dψ (۱− ψ∗ψ)(A۰۰ − ψ∗ψ A۱۱ + (−)A۱۰ψ

∗ + A۰۱ψ)

=

∫
dψ∗dψ A۰۰ −

∫
dψ∗dψ ψ∗ψA۱۱

=

∫
dψ∗(۱)A۰۰ −

∫
dψ∗(−۱)A۱۱

= A۰۰ + A۱۱ = Tr[A] (۴١.١٠)

فرمیونͬ پارشسیستم تابع برای مسیر انتͽرال ٣.١٠

بͽیرید: نظر در را زیر ساده�ی هامیلتونͬ

H = H۰ = ξψ̂†ψ̂ (that:ξ = ε− µ) (۴٢.١٠)



١٣۶ مسیر انتͽرال�های و همدوس حالت�های .١٠

مͬ�پردازیم فرمیونͬ همدوس حالت�های پایه�ی در هامیلتونͬ این پارش تابع محاسبه�ی به ادامه در

است): شده استفاده ψ̄ از ψ∗ به�جای ادامه در که است ذکر قابل نͺته (این

Z = Tr(e−βH)

= Tr(e−βξψ̂
†ψ̂)

= Tr(۱− βξψ̂†ψ̂)

= Tr(۱+ (e−βξ −۱)ψ̂†ψ̂)

=
∑
ψ̄ψ

< −ψ̄|(۱+ (e−βξ −۱)ψ̂†ψ̂)|ψ > (۴٣.١٠)

مͬ�دانیم: طرفͬ از

ψ̂|ψ >= ψ|ψ >

< −ψ̄|ψ† =< −ψ̄| (−ψ̄) (۴۴.١٠)

شد: خواهد زیر شͺل به (۴٣.١٠) رابطه�ی فوق، روابط از استفاده با

Z =

∫
dψ̄dψ e−ψ̄ψ(< −ψ̄|ψ > −(e−βξ −۱)ψ̄ψ < −ψ̄|ψ >)

=

∫
dψ̄dψ e−ψ̄ψ(e−ψ̄ψ − (e−βξ −۱)ψ̄ψ e−ψ̄ψ)

=

∫
dψ̄dψ e−۲ψ̄ψ(۱− (e−βξ −۱)ψ̄ψ)

=

∫
dψ̄dψ (۱−۲ψ̄ψ)(۱− (e−βξ −۱)ψ̄ψ)

=

∫
dψ̄dψ (۱− (e−βξ −۱)ψ̄ψ)−۲

∫
dψ̄dψ ψ̄ψ(۱− (e−βξ −۱)ψ̄ψ)

= −
∫
dψ̄dψ (e−βξ −۱)ψ̄ψ −۲

∫
dψ̄dψ ψ̄ψ(۱)

=

∫
dψ̄dψ (e−βξ −۱)ψψ̄ +۲

∫
dψ̄dψ ψψ̄(۱)

= (e−βξ −۱) +۲ = ۱+ e−βξ ≡ e−βF (۴۵.١٠)



١٣٧ فرمیونͬ سیستم پارش تابع برای مسیر انتͽرال .٣.١٠

بدست را فرمیونͬ مسیر انتͽرال و مͬ�نویسیم همدوس حالت حسب بر را پارش تابع دوباره حال

مͬ�آوریم:

Z = Tr(e−βH) =

∫
dψ̄۱dψ۱ e

−ψ̄۱ψ۱ < −ψ̄۱|e−βH |ψ۱ > (۴۶.١٠)

نوشت: زیر شͺل به مͬ�توان را پارش تابع −ψ̄۱ ≡ ψ̄تعریف با

Z = −
∫
dψ̄Ndψ۱ e

ψ̄Nψ۱ < ψ̄N |e−βH |ψ۱ > (۴٧.١٠)

مͬ�نویسیم: ͷکوچ زمانͬ بازه�های از مجموعͬ به�صورت را نمایͬ تابع توان حال

e−βH = (e−∆τ H)N that: ∆τ =
β

N
(۴٨.١٠)

رابطه�ی یعنͬ مͬ�دهیم، قرار همدوسرا حالت�های بودن کامل رابطه�ی ،ͷکوچ زمانͬ بازه�ی هر بین و

را: ∫زیر
dψ̄jdψj+۱ |ψj+۱ >< ψ̄j| e−ψ̄jψj+۱ = ۱ (۴٩.١٠)

شد: خواهد زیر شͺل به پارش تابع (۴٩.١٠) و (۴٨.١٠) روابط جایͽذاری با

Z = −
∫
dψ̄Ndψ۱ e

ψ̄Nψ۱
N−۱∏
j=۱

dp̄sijdψj+۱ e
−ψ̄jψj+۱

N∏
j=۱

< ψ̄j|e−H∆τ |ψj >

=

∫ N∏
j=۱

dψ̄jdψj e
∆τξψ̄jψj

N∏
j=۲

e∆τ(
ψj−ψj−۱

∆τ
)ψ̄j (۵٠.١٠)

باشد، نرمال مرتبه�ی از هامیلتونͬ که مادامͬ و نیست وابسته هامیلتونͬ جزئیات به محاسبات این

مͬ�کنیم: استفاده زیر نمادگذاری�های از ادامه در است. صحیح
N∏
j=۱

dψ̄jdψj = D[ψ̄]D[ψ]

∑
J

∆τ →
∫ β

۰
dτ

(
ψj − ψj−۱

∆τ
)ψ̄j → ψ̄ ∂τψ (۵١.١٠)
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⇒ Z =

∫
D[ψ̄]D[ψ]e−S (۵٢.١٠)

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت (S) کنش آن در که

−S =

∫ β

۰
dτ ψ̄(τ) (∂τ + ξ)ψ(τ) (۵٣.١٠)

مͬ�دهیم: بسط ماتسوبارا فرکانس�های حسب بر ψ̄(τ)را و ψ(τ) حال

ψ(τ) =
۱√
β

∑
iωn

e−iωnτ ψn

ψ̄(τ) =
۱√
β

∑
iνm

e−iνmτ ψ̄m (۵۴.١٠)

داشت: خواهیم گیری مشتق با و

∂τψ(τ) =
۱√
β

∑
iωn

(−iωn) e−iωnτ ψn (۵۵.١٠)

شد: خواهد زیر شͺل به کنش انتͽرال حاصل آنͽاه

S =

∫ β

۰
dτ

۱
β

∑
iωn,iνm

eiνmτ ψ̄m (−iωn + ξ)e−iωnτ ψn

=
∑

iωn,iνm

ψ̄m (−iωn + ξ) ψn
۱
β

∫ β

۰
dτei(νm−ωn)τ

=
∑

iωn,iνm

ψ̄m (−iωn + ξ) ψn δmn

=
∑
iωn

ψ̄n (−iωn + ξ) ψn (۵۶.١٠)

با: بود خواهد برابر پارش تابع بنابراین

Z =

∫
D[ψ̄]D[ψ] e−(

∑
iωn

ψ̄n (−iωn+ξ) ψn) (۵٧.١٠)

شͺل به ساده�ای گوسین انتͽرال�های با بنابراین مͬ�شوند، جدا هم از مختلف های n انتͽرال�های

داریم: سروکار ∫زیر
dψ̄dψ e−ψ̄aψ =

∫
dψ̄dψ(۱− aψ̄ψ) = a (۵٨.١٠)
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با: بود خواهد برابر پارش تابع بنابراین است، a = −iωn + ξ اینجا در

Z =
∏
n

(−iωn + ξ) ≡ eβF (۵٩.١٠)

آورد: بدست مͬ�توان را آزاد انرژی فوق، رابطه�ی از گرفتن لͽاریتم با نتیجه در

F = −۱
β

∑
n

ln(ξ − iωn) (۶٠.١٠)

مͬ�پردازیم: گرسمن متغیرهای برای زیر گوسین انتͽرال محاسبه�ی به حال

∫
D[ψ̄]D[ψ]e−ψ̄Aψ =

∫
D[ψ̄]D[ψ]e−

∑
ij ψ̄iAijψj

=

∫
dψ̄۱dψ۱ dψ̄۲dψ۲ ... dψ̄NdψN

∏
ij

e−
∑
ij ψ̄iAijψj

=

∫
dψ̄۱dψ۱ dψ̄۲dψ۲ ... dψ̄NdψN×

(−ψ̄i۱Ai۱j۱ψj۱) (−ψ̄i۲Ai۲j۲ψj۲) ... (−ψ̄iNAiN jNψjN )

=

∫
dψN ... dψ۱ dψ̄۱ ... dψ̄N (ψ̄i۱ψj۱ψ̄i۲ψj۲ ... ψ̄iNψjN )×

Ai۱j۱Ai۲j۲ ... AiN jN

=

∫
dψ۱ ... dψN dψ̄N ... dψ̄۱ ψ̄i۱ψ̄i۲ ... ψ̄iN ψjN ... ψj۱×

Ai۱j۱Ai۲j۲ ... AiN jN

= ε۱ ... N
i۱ ... iN

ε۱ ... N
j۱ ... jN

Ai۱j۱Ai۲j۲ ... AiN jN

= ε
i۱ ... iN
j۱ ... jN

Ai۱j۱Ai۲j۲ ... AiN jN

= det(A) (۶١.١٠)

است: زیر به�صورت دیͽر مهم گوسین انتͽرال

∫
D[ψ̄]D[ψ]e−ψ̄Aψ+J̄ψ+ψ̄J = det(A) eJ̄A

−۱J (۶٢.١٠)
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مͬ�کنیم: استفاده زیر متغیر تغییر از فوق رابطه�ی اثبات برای

x = ψ − A−۱J x̄ = ψ̄ − A−۱J̄ (۶٣.١٠)

داریم: بنابراین

−x̄Ax = −(ψ̄ − A−۱J̄)A(ψ − A−۱J)

= −(ψ̄ − A−۱J̄)(Aψ − AA−۱J)

= (−ψ̄ + A−۱J̄)(Aψ − J)

= −ψ̄Aψ + ψ̄J + A−۱J̄Aψ − A−۱J̄J

= −ψ̄Aψ + ψ̄J + J̄Aψ − J̄A−۱J (۶۴.١٠)

شد: خواهد زیر شͺل به (۶٢.١٠) رابطه�ی فوق، رابطه�ی از استفاده با

∫
D[ψ̄]D[ψ]e−ψ̄Aψ+J̄ψ+ψ̄J =

∫
D[ψ̄]D[ψ]e−x̄Ax+J̄A

−۱J

= eJ̄A
−۱J

∫
D[ψ̄]D[ψ]e−x̄Ax

= eJ̄A
−۱J det(A) (۶۵.١٠)

است: زیر شͺل به برهمͺنشͬ بدون سیستم هامیلتونͬ

H۰ =
∑
k

εkψ̂
†
kψ̂k (۶۶.١٠)

داشت: خواهیم پارش تابع مسیر انتͽرال برای قبل با مشابه به�طور

Z۰ =

∫
D[ψ̄]D[ψ] e−S (۶٧.١٠)
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است: زیر شͺل به کنش آن در که

−S =
∑
k

∫ β

۰
dτψ̄k(τ)(∂τ + εk)ψk(τ)

=
∑
k

∫ β

۰
dτψ̄k(τ)Aψk(τ) (۶٨.١٠)

را < ψ̄(τ۱)ψ(τ۲) >۰ متوسط مͬ�خواهیم حال است. شده داده قرار ∂τ + εk = A آن در که

محور روی بر را محاسبه است. شده رعایت زمانͬ ترتیب و است τ۱ > τ۲ آن در که کنیم، حساب

مͬ�گیریم نظر در ام j و ام iاندیس با متناسب ترتیب به را τ۲ و τ۱ و مͬ�دهیم انجام موهومͬ زمان

۶٢.١٠ گوسین انتͽرال از زیر محاسبات در ) مͬ�نویسیم اندیس�هایͬ چنین حسب بر را متوسط و

است): شده استفاده

< ψ̄(τ۱)ψ(τ۲) >۰ =
۱
Z۰

∫
D[ψ̄]D[ψ] ψ̄(τ۱)ψ(τ۲) e

−S

=
۱
Z۰

∫
D[ψ̄]D[ψ] ψ̄iψj e

−ψ̄Aψ+
∑
α J̄αψα+

∑
α ψ̄αJα

=
۱
Z۰

∫
D[ψ̄]D[ψ]

∂

∂Ji

∂

∂J̄j
e−ψ̄Aψ+

∑
α ψ̄αψα+

∑
α ψ̄αJα

=
۱
Z۰

∫
D[ψ̄]D[ψ]

∂

∂Ji

∂

∂J̄j
e−S[J̄ ,J,ψ̄,ψ]

=
۱

detA

∂

∂Ji

∂

∂J̄j
(detA)eJ̄A

−۱J

=
∂

∂Ji

∂

∂J̄j
e
∑
αα′ J̄α(A

−۱)αα′Jα′

= (A−۱)ji (۶٩.١٠)

برای (۶٨.١٠) رابطه�ی گرفتن نظر در با بیابیم. را A ماتریس وارون که است کافͬ تنها بنابراین

: با است برابر < ψ̄(τ۱)ψ(τ۲) >۰ متوسط کنش،

− < ψ̄nψn′ >۰= − < ψn′ψ̄n >۰= δnn′
۱

−iωn − εk
(٧٠.١٠)

(∂τ + داشت: خواهیم یعنͬ مͬ�گیرند، نظر در (G−۱) گرین تابع وارون همان را A اوقات گاهͬ
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در قبلا و (∂τ +H)G = G−۱G = ۱ داریم: G در رابطه این طرفین ضرب با که . H) = G−۱

مͬ�کند. صدق معادله�ای چنین در گرین تابع که دیدیم هم دیفرانسیل معادلات

شد: خواهد زیر شͺل به سیستم هامیلتونͬ یعنͬ مͬ�گیریم، نظر در نیز را برهمͺنش حال

H = H۰ +H۱ = H۰ +
۱
۲υ
∑
kpq

ψ̄k+qψ̄p−qψpψk (٧١.١٠)

مͬ�پردازیم: زیر متوسط محاسبه به ادامه در

< ψ(τ)ψ†(τ ′) > =
< Û(β, τ)ψ(τ)Û(τ, τ ′)ψ†(τ ′)Û(τ ′,۰) >۰

Z۰ =< Û(β,۰) >۰

=

∫
D[ψ̄]D[ψ] ψ(τ)ψ̄(τ ′) e−S∫

D[ψ̄]D[ψ] e−S
(٧٢.١٠)

است: زیر شͺل به کنش آن در که

S = ψ̄(τ)(∂τ +H۰)ψ(τ) +H۱(ψ̄, ψ) = S۰ +H۱ψ̄, ψ (٧٣.١٠)

داشت: خواهیم (٧٢.١٠) رابطه�ی در فوق رابطه�ی جایͽذاری با

< ψ(τ)ψ†(τ ′) > = <ψ(τ)ψ̄(τ ′)e−βH۱>۰
<e−βH۱>۰

(٧۴.١٠)

است: زیر شͺل به فوق رابطه�ی در نمایͬ تابع بسط که

e−βH۱ =
∞∑
n=۰

۱
n!
(βH۱)

n (٧۵.١٠)

< شͺل به هایͬ متوسط باید که مͬ�بینیم (٧۴.١٠) رابطه�ی در بسط این جایͽذاری با بنابراین

کنیم. محاسبه را ψ̄ψ̄ψ̄ψψψ >۰

مͬ�گیریم: نظر در زیر به�صورت را ψ حال

ψ =
(ψ۱
ψ۲

)
⇒ ψ̄ = (ψ̄۱ ψ̄۲) (٧۶.١٠)
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داریم: بنابراین

−S۰ = −(ψ̄۱a۱ψ۱ + ψ̄۲a۲ψ۲) (٧٧.١٠)

هستند. قطری و هستند ماتسوبارا فرکانس�های مثل ها a

کنیم: حساب را زیر متوسط باید نمایͬ تابع بسط صفرم مرتبه�ی در بنابراین

< ψ̄iψj > =

∫
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ e−(ψ̄۱a۱ψ۱+ψ̄۲a۲ψ۲) ψ̄iψj∫
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ e−(ψ̄۱a۱ψ۱+ψ̄۲a۲ψ۲)

=
−aīδij
a۱a۲

= −۱
ai
δij = Gij (٧٨.١٠)

متغیرهای روی انتͽرال�ها سپس و است شده داده بسط نمایͬ تابع ابتدا فوق محاسبات در که

اول جمله�ی انتͽرال حاصل کسر، صورت محاسبه�ی برای مثال عنوان به اند. شده محاسبه گرسمن

است: زیر شͺل به محاسبه مͬ�شود. صفر بسط

∫
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ (۱− ψ̄۱a۱ψ۱ + ψ̄۲a۲ψ۲) ψ̄iψj

=

∫
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ − (ψ̄۱a۱ψ۱ + ψ̄۲a۲ψ۲) ψ̄iψiδij

=

∫
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ − (ψ̄۲a۲ψ۲) ψ̄۱ψ۱δij = −a۲

(Or)

=

∫
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ − (ψ̄۱a۱ψ۱) ψ̄۲ψ۲δij = −a۱ (٧٩.١٠)

است. بالاتر مراتب بسط شامل که مͬ�شود انجام کسر مخرج برای نیز مشابهͬ محاسبات

مͬ�کنیم: محاسبه را < ψiψjψ̄kψ̄l > متوسط یعنͬ بالاتر، مرتبه ͷی حال

< ψiψjψ̄kψ̄l >=

∫
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ e−(ψ̄۱a۱ψ۱+ψ̄۲a۲ψ۲) ψiψjψ̄kψ̄l∫

dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ e−(ψ̄۱a۱ψ۱+ψ̄۲a۲ψ۲)
(٨٠.١٠)
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کنیم: محاسبه را کسر صورت است کافͬ تنها پس است، قبل با مشابه که مخرج ∫جواب
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ e

−(ψ̄۱a۱ψ۱+ψ̄۲a۲ψ۲) ψiψjψ̄kψ̄l

=

∫
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ (۱− (ψ̄۱a۱ψ۱ + ψ̄۲a۲ψ۲)) ψiψjψ̄kψ̄l

=

∫
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ (۱) ψiψjψ̄kψ̄l

=

∫
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ ψiψjψ̄kψ̄l

+

∫
dψ̄۱dψ۱dψ̄۲dψ۲ (−)ψiψjψ̄lψ̄k

= (+)δjk δil + (−)δjl δik (٨١.١٠)

نام ١ͷوی قضیه�ی همان که شد خواهد زیر شͺل به (٨٠.١٠) رابطه�ی فوق رابطه�ی از استفاده با

دارد:

< ψiψjψ̄kψ̄l > =
δjk δil
ajai

− δjl δik
ajai

=
δil
ai

δjk
aj

− δjl
aj

δik
ai

=< ψiψ̄l > < ψjψ̄k > − < ψjψ̄l > < ψiψ̄k > (٨٢.١٠)

نͺته�ی ندارد. وجود منفͬ علامت تنها است، فوق رابطه�ی شͺل به نیز بوزون�ها برای ͷوی قضیه�ی

< ψiψj >FS مثل عبارت�هایͬ شوند، انجام فرمͬ دریای پایه�ی در ها متوسط اگر که است این نهایͬ

عملͽرهای ͷی هر از زوجͬ تعداد باید حتما فرمیون�ها برای و شد خواهند صفر < ψ̄iψ̄j >FS و

شͺل به مͬ�توان را مدل هامیلتونͬ که ابررسانایͬ BCSبرای نظریه�ی در ولͬ باشیم. داشته فنا و خلق

گرفت: نظر در زیر

H = ϵĉ†ĉ+∆ĉ†ĉ† +∆∗ĉĉ (٨٣.١٠)

هستند. ناصفر < ψ̄iψ̄j >BCS و < ψiψj >BCS عبارت�های
Wick١
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