
متوسط میدان : تقریب دهم درس

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١٣٩٧ آبان ١٨

مقدمه ١

ذرات دارند، کنش برهم ی΋دیΎر با که است ذرات از ای مجموعه از مدل ترین ساده مدل این پرداختیم. آیزینگ مدل دقیق حل به گذشته درس در

ساده ͳخیل نیز ذره هر آزادی درجه ندارد. وجود ای ذره بس دستگاه این در ͳجنبش انرژی بنابراین کنند، ͳنم حرکت و اند ساکن خود جای سر

ͳخیل نیز ساده مدل همین که دیدیم وجود این با دارد. کنش برهم اش کناری ذره با تنها نیز ذره هر کند. ͳم اختیار را −1 و +1 مقدار دو و است

چنین برای اگر کرد. حساب را مدل این پارش تابع توان ͳم بسیار زحمت با هم آن نادری ͳخیل موارد در تنها و دهد ͳم دقیق حل به تن ͳسخت به

های مول΋ول از که گاز Έی مثل تر ͳواقع های مدل محاسبه که کرد تصور توان ͳم است سخت اندازه این تا پارش تابع محاسبه ای ساده مدل

و دشوار اندازه چه تا دارند کنش برهم هم با Έنزدی و دور های مول΋ول و دارد گوناگون آزادی درجات آن مول΋ول هر و شده تش΋یل ͳچنداتم

مهم: دلیل دو به نیست ناامیدی جای البته است. مم΋ن غیر عملا

را دستگاه Έی ͳ΋ترمودینامی خصوصیات خوبی تقریب با که کرد استفاده تقریبی های روش از دقیق حل جای به توان ͳم همواره ‐ Έی

دهند. ͳم بدست
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کنش برهم و ذرات می΋روس΋وپی جزییات به کنیم ͳم فکر ما که آنقدرها ای ذره بس دستگاه Έی ͳ΋ترمودینامی خصوصیات از بسیاری دو‐

همان به که بسازیم تری ساده مدل ͳاصل خصوصیات گرفتن نظر در با و کنیم نظر صرف جزییات از توانیم ͳم اوقات اغلب ندارد. ͳبستگ آنها های

کند. توصیف را دستگاه آن رفتار خوبی

روش اولین روش این پردازیم. ͳم متوسط میدان روش ͳیعن ای ذره بس های دستگاه مطالعه های روش ترین مهم از ͳ΋ی به فصل این در

پرداخت. خواهیم ها آن به که دارد را خودش های بدی و ها خوبی و کنیم ͳم امتحان ای ذره بس های دستگاه مطالعه در که است ای تقریبی

عملا آزادی درجات آن متوسط با دارند قرار ذره Έی ͳ΋نزدی در که ͳذرات آزادی درجات کردن جایΎزین با که است این هم روش این اساس

مدل ͳیعن زمینه ترین ساده در بازهم روش این توصیف به فصل این در دهیم. ͳم کاهش منفرد ذره Έی پارش تابع محاسبه به را پارش تابع محاسبه

بست. خواهیم کار به نیز دیΎر های مدل برای را روش این بعد های فصل در پردازیم. ͳم ͳمغناطیس

متوسط میدان نظریه ٢

ی΋دیΎر با را ها دوقطبی های کنش برهم که ای ͳهامیلتون گیریم. ͳم نظر در را ͳفرومغناطیس فاز گذار بازهم ١ متوسط میدان نظریه توصیف برای

است: زیر ش΋ل به کند ͳم توصیف ͳخارج میدان با و

H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj −B
∑
i

Si, (١)

این خواص تمام محاسبه برای دیΎر. های اسپین تاثیر تحت هم و است B ͳخارج میدان تاثیر تحت هم دوقطبی)  (یا اسپین Έی ترتیب این به

است: زیر صورت به که کنیم حساب را پارش تابع که است ͳکاف ای ذره بس سیستم

Z =
∑
{Si}

eβJ
∑

⟨i,j⟩ SiSj+βB
∑

i Si , (٢)

نوع باشد. بعدی چند یا Έی تواند ͳم شب΋ه این ایم. نکرده اند گرفته قرار آن روی ها اسپین که ای شب΋ه نوع باره در ͳخاص فرض جا این در

به بنابراین استثنایی. بسیار موارد در مΎر است غیرمم΋ن دانیم، ͳم چنانکه پارش، تابع این دقیق محاسبه باشد. نظم بی یا منظم تواند ͳم شب΋ه

Mean Field Theory١
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ترین ساده ما . دارد وجود راه چندین متوسط میدان تقریب توصیف برای گوییم. ͳم متوسط میدان تقریب آن به که شویم ͳم متوسل تقریب Έی

کنیم. ͳم انتخاب را راه ترین سرراست و

بنویسیم: پارش تابع درون در توانیم ͳم دهیم نشان Ni با را ام i اسپین های همسایه مجموعه اگر

∑
⟨i,j⟩

SiSj =
∑
i

Si

∑
j∈Ni

Sj (٣)

بنویسیم زیر ش΋ل به را بالا عبارت توانیم ͳم دهیم نشان z با را همسایه های اسپین تعداد اگر

∑
j∈Ni

Sj = z

∑
j∈Ni

Sj

z
≈ z⟨S⟩ = zm (۴)

آن در که

m :=
1

z

∑
j∈Ni

Sj (۵)

آید ͳم در زیر صورت به پارش تابع بنابراین است. همسایه های دوقطبی متوسط مغناطش

Z ≈
∑
{Si}

eβ
∑

i Si(Jzm+B), (۶)

دهیم ͳم قرار ͳیعن کنیم ͳم عوض ها اسپین گرمایی متوسط با را m پارامتر حال

⟨s⟩ = m. (٧)

این به گیریم. ͳم ثابت پارامتر Έی را آن پارش تابع محاسبه حین در ͳول کنیم حساب پارش تابع محاسبه از بعد ͳیعن بعدا بایست ͳم را پارامتر این

های اسپین از ای مجموعه به مربوط پارش تابع این زیرا است شده تبدیل ای ذره تک مساله Έی به تقریب این تحت اولیه ای ذره بس مساله ترتیب

بخش و ͳخارج میدان همان میدان، این از ͳبخش اند. گرفته قرار Jzm + B با برابر ͳخارج میدان Έی در هرکدام که است کنش برهم بدون

هر مثل است. متوسط میدان تقریب نیز تقریب این نام دلیل همین به است. مجاور های اسپین تاثیر از ͳناش که است ͳمتوسط میدان آن از دیΎری

داریم: و شود ͳم حساب ͳسادگ به پارش تابع است کنش برهم بدون های سیستم به مربوط که دیΎری مساله

Z ≈ Z1
N (٨)

٣



است ای ذره تک پارش تابع Z1 که

Z1 =
∑

{Si=±1}

eβSi(Jzm+B) = 2 cosh(Jzm+B), (٩)

: که معنا این به آید بدست تقریب این سازگاری شرط از بایست ͳم m مقدار

m =
1

N

∂

∂βh
lnZ = tanhβ(Jzm+B). (١٠)

توان ͳم B ثابت مقدار هر ازای به کند. ͳم مرتبط هم به را T و B ، m که دهد ͳم نشان را ͳمغناطیس سیستم حالت معادله واق΄ در رابطه این

میدان در که را ͳمغناطش ͳیعن خودبخود مغناطش بخواهیم اگر کرد. پیدا T و B برحسب را m مقدار و کرد حل Έگرافی ش΋ل به را معادله این

معادله بایست ͳم ͳیعن کنیم حل B = 0 در را معادله این بایست ͳم کنیم پیدا دارد وجود صفر ͳمغناطیس

m = tanhβJzm (١١)

کنیم. حل را

بیشتر مشتق این هرگاه . βJz با است برابر مشتق این کنیم. تعیین m = 0 در را tanhβJzm تابع مشتق بایست ͳم تقاط΄ نقطه تعیین برای

. ٢ ش΋ل دارد، وجود m برای صفر حل فقط باشد Έی از کمتر مشتق این اگر ͳول ٢ ش΋ل دارد،  نیز صفر غیر هایی حل بالا معادله باشد، Έی از

با: است برابر دما این کنیم. پیدا آید ͳم بوجود بخود خود مغناطش آن از کمتر در که را ای ͳبحران دمای توان ͳم ترتیب این به

Tc :=
Jz

k
(١٢)

J و ها همسایه تعداد ͳیعن z به گذار دمای دهد. ͳم رخ بخود خود مغناطش Tc از تر پایین دمای در که دهند ͳم نشان ٢ و ٢ های ش΋ل

در چنین هم دهد. ͳم رخ ͳبحران دمای Έی از تر پایین در بخود خود مغناطش همواره بعدی هر در متوسط میدان تقریب در بنابراین دارد. ͳبستگ

آورد. بدست کنش برهم شدت و ها همسایه تعداد ͳیعن می΋روس΋وپی پارامترهای برحسب را ͳبحران دمای توان ͳم تقریب این

تمرین: n

۴



tanh( )
Jzm

kT

m

c
T T>

معادله ͳ΋گرافی حل 11 است. ͳبحران دمای از بیشتر دما که ͳوقت :١ ش΋ل

چرا است. معادله این جواب Έی چنان هم نیز m = 0 نقطه ͳبحران دمای زیر دمای در کنیم ͳم حل ͳ΋گرافی صورت به را (١١) معادله که ͳوقت

ایم آورده بدست که غیرصفری مقدار دو ازای به و m = 0 ازای به را آزاد انرژی مقدار سوال، این به ΁پاس برای گیریم؟ ͳنم نظر در را جواب این

باشد. تعادل نقطه تواند ͳنم m = 0 نقطه که دهید نشان کنید. مقایسه هم با را آن و کنید حساب

ناهمΎن سیستم برای متوسط میدان تقریب ٣

زیر: ͳهامیلتون با گیریم ͳم نظر در را ͳسیستم حال بردیم. کار به همΎن سیستم Έی برای را متوسط میدان تقریب ͳقبل بخش در

H = −
∑
i,j

JijSiSj −
∑
i

BiSi, (١٣)

۵



tanh( )
Jzm

kT

m

c
T T<

معادله ͳ΋گرافی حل ١١ است. ͳبحران دمای از کمتر دما که ͳوقت :٢ ش΋ل

میدان تقریب توان ͳم نیز ͳسیستم چنین برای است. i نقطه در ͳمغناطیس میدان نیز Bi و است Sj و Siهای اسپین ͳجفتیدگ ثابت Jij آن در که

نویسیم: ͳم برد. ب΋ار میانگین

Z ≈
∑
{S}

eβ
∑

i,j Ji,jSimj−
∑

i BiSi =
∑
{S}

e
∑

i β(
∑

j Jijmj+Bi)Si

=
∏
i

∑
Si

eβ(
∑

j Jijmj+Bi)Si =
∏
i

2 coshβ(∑
j

Jijmj +Bi)

 . (١۴)

از .mi = ⟨Si⟩ اینکه ͳیعن باشند ها اسپین مقدار متوسط همان بایست ͳم اند شده وارد میانگین میدان تقریب در که ͳل΋ش به mi های پارامتر

دهیم قرار که معنا این به بیاوریم بدست توانیم ͳم نیز دیΎری طریق به را Si اسپین متوسط که دانیم ͳم ͳطرف

mi = ⟨Si⟩ =
∂ lnZ

∂βBi
. (١۵)

آوریم: ͳم بدست ١۴ رابطه از

mi = tanhβ(
∑
j

Jijmj +Bi). (١۶)

۶



دهند. ͳم بدست نهایتا را mi مقادیر آنها حل که آوریم ͳم بدست شده کوپل ͳغیرخط معادله N تعداد ترتیب این به

ͳبحران نماهای محاسبه ۴

مقادیر h و m ͳبحران نقطه ͳ΋نزدی در که کنیم ͳم توجه نخست کرد. محاسبه زیر ترتیب به را ͳبحران نماهای متوسط میدان تقریب در توان ͳم

نویسیم ͳم زیر صورت به را ١٠ معادله نخست بنابراین دارند. ͳ΋کوچ

β(Jzm+ h) = tanh−1m (١٧)

کنیم ͳم استفاده زیر تیلور بسط از سپس و نویسیم ͳم

tanh−1(m) = m+
1

3
m3 +

1

5
m5 + · · · (١٨)

بنویسیم: زیر صورت به را ١٠ رابطه تا

m+
1

3
m3 ≈ Tc

T
m+

h

kT
. (١٩)

یا و

Tc − T

T
m ≈ frac13m3. (٢٠)

کنیم. حساب زیر صورت به را ͳبحران نماهای از تا چند توانیم ͳم رابطه این از

β ͳبحران نمای ١ . ۴

آوریم ͳم بدست صورت دراین که h = 0 دهیم ͳم قرار ٢٠ رابطه در

٧



m2 = 3

(
Tc − T

T

)
. (٢١)

.β = 1
2 با است برابر β ͳبحران نمای که دهد ͳم نشان رابطه این

δ ͳبحران نمای ٢ . ۴

آوریم ͳم بدست آن نتیجه در که T = Tc دهیم ͳم قرار ١٠ رابطه در

m ≈ h
1
3 . (٢٢)

.δ = 3 یا و

γ′ و γ ͳبحران نماهای ٣ . ۴

آوریم: ͳم بدست و گیریم ͳم مشتق h به نسبت ١٠ رابطه از

Tc
T
χ+

1

kT
≈ χ+m2χ. (٢٣)

داشت خواهیم درنتیجه و است 0 با برابر m مقدار ، باشد T > Tc اگر که کنیم ͳم دقت حال

χ =
1

k(T − Tc)
(٢۴)

داشت خواهیم آن نتیجه در که m2 = 3Tc−T
T با است برابر m مقدار ، باشد T < Tc اگر و

Tc − T

T
+

1

kT
= 3

(Tc − T )

T
χ (٢۵)

کردن ساده از پس یا و

χ =
1

2k(T − Tc)
. (٢۶)
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:Έی با برابراست مربوطه نمای ͳبحران نقطه پایین هم ͳبحران نقطه بالای هم ͳیعن حالت دو هر در بنابراین

γ = γ′ = 1. (٢٧)

هستند. متفاوت هم با ͳبحران دمای پایین و بالا در T − Tc ضرایب که کنیم دقت باید اما

α′ و α ͳبحران نمای ۴ . ۴

همسانگرد فرومغناطیس پیوسته: تقارن ش΋ست ۵

ͳمدل توصیف به بخش این در دارد. نام Z2 گروه که گسسته گروه Έی تقارن ش΋ست با است همراه آیزینگ مدل در خودبخود مغناطش پیدایش

با است همراه اینجا در نظم پیدایش دلیل همین به و دهد ͳم نشان را همسانگرد ͳهامیلتون Έی در بخود خود مغناطش پیدایش که پردازیم ͳم

ͳهامیلتون توصیف با را خود کار دارد. هایی ͳویژگ چه و معناست چه به اینجا در تقارن ش΋ست که داد خواهیم توضیح پیوسته. تقارن Έی ش΋ست

Έی مقداری دو متغیر Έی جای به نقطه هر در کنیم: ͳم آغاز دارد نام هایزنبرگ مدل آيزینگ مدل جای به بار این که فرومغناطیس همسانگرد

هم با زیر ͳهامیلتون با نامیم ͳم اسپین ͳسادگ برای بازهم را آنها که بردارها این و گرفته قرار است اتم Έی قطبش دهنده نشان که بعدی سه بردار

کنند: ͳم کنش برهم

H = −J
∑
⟨i,j⟩

Si · Sj −B ·
∑
i

Si. (٢٨)

با: است برابر پارش تابع متوسط، میدان تقریب در

Z =

∫
dS1 · · · dSNe

−βH ≈ Z =

∫
dS1 · · · dSNe

βSi·(Jzm+B) = Z1
N (٢٩)

آن در که

Z1 =

∫
dSeβSi·(Jzm+B) (٣٠)

٩



کرد: محاسبه را زیر انتگرال توان ͳم ͳبراحت است. آسان پارش تابع این محاسبه شود. ͳم گرفته اسپین بردار های جهت همه روی انتگرال و

Z1 =

∫
dϕd cos θe|n| cos θ = 4π

sinh |n|
|n|

(٣١)

آوریم: ͳم بدست نتیجه در

Z1 = 4π
sinh |β(Jzm+B)|
|β(Jzm+B)|

(٣٢)

(٢٩) رابطه به توجه با و

F = −NkT [ln 4π + ln(sinh |β(Jzm+B)|)− ln |β(Jzm+B)|] . (٣٣)

معادله این آورید. بدست را متوسط مغناطش و گرفته مشتق ͳمغناطیس میدان به نسبت (٣٣) آزاد انرژی تابع یا (٣٢) پارش تابع از تمرین:  n

نشان است. ͳخارج ͳمغناطیس میدان امتداد در حتما آمده پدید مغناطیش که دهید نشان حالت معادله این از است. حالت معادله همان

بدست ͳفرومغناطیس فاز به را نظم بی فاز از گذار دمای حالت معادله همین از شود. ͳم تعیین زیر رابطه از ͳمغناطیس میدان اندازه که دهید

آورید.

m = cothβ(Jzm+ h)− 1

β(Jzm+ h)
(٣۴)

دوربرد های کنش برهم با آیزینگ مدل ۶

ها همسایه تعداد که ͳوقت متوسط میدان تقریب چرا دهد ͳم نشان که است جالب نظر نقطه این از دوربرد های کنش بابرهم آیزینگ مدل مطالعه

زیراست: صورت به مدل این ͳهامیلتون شود. ͳم دقیق حل Έی به تبدیل شوند ͳم نهایت بی

H = − J

N

∑
i,j

SiSj −B
∑
i

Si, (٣۵)
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توان ͳنم است نشده تعریف جا این در ها اسپین برای ͳΎهمسای نوع هیچ که این دلیل به که کنید دقت هاست. اسپین همه بین کنش برهم آن در که

این که است این مثل است همسایه دیΎر نقاط همه با نقطه هر که این بدلیل که گفت توان ͳم اصطلاحا ͳول است. چندبعدی مدل این که گفت

دقت باید چنین هم داد. بدست ͳخاص ͳهندس تعبیر ان از بایست ͳنم و است اصطلاح Έی فقط این البته است. بعدی نهایت بی شب΋ه Έی شب΋ه

بود. Nخواهد با متناسب و فزونور کمیت Έی انرژی که است صورت این در فقط که چرا است، شده تعریف J
N صورت به ͳجفتیدگ ثابت که کنید

است. درست فوق ادعای که دهید نشان اسپین هر های همسایه تعداد و ͳهامیلتون ش΋ل به توجه با تمرین:

با: برابراست مدل این پارش تابع

Z =
∑
{Si}

eβJ
∑

i,j SiSj+βB
∑

i Si (٣۶)

تعریف با توانیم ͳم ببریم کار به را میانگین میدان تقریب اگر

m :=
1

N

∑
i

Si (٣٧)

بنویسیم توانیم ͳم

Z ≈
∑
{Si}

e
∑N

i=1(Jm+B)Si = (2 cosh(β(Jm+B)))
N
, (٣٨)

اینکه ͳیعن گرفت نظر در اسپین گرمایی متوسط همان بایست ͳم را m متوسط میدان بنابرتقریب آن در که

⟨Si⟩ = m. (٣٩)

را پارش تابع کنیم. ͳم محاسبه دقیق صورت به را پارش تابع حال ایم. آورده بدست میانگین میدان تقریب از استفاده با را پارش تابع اینجا تا

بنویسیم: زیر صورت به توانیم ͳم

Z =
∑
{Si}

eβ
J
N (

∑N
i=1 Si)

2+βB
∑N

i=1 Si (۴٠)
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برای شود. ظاهر Έی توان با
∑

i Si عبارت پارش تابع جای همه در که کنیم کاری بایست ͳم دهیم انجام را جم΄ این بتوانیم که این برای

کنیم: ͳم استفاده ͳگاووس های انتگرال مورد در زیر اتحاد از کار ∫این ∞

−∞
e−

1
2ax

2+bx =

√
2π

a
e

b2

2a (۴١)

نویسیم: ͳم ان از استفاده با و

eβ
J
N (

∑N
i=1 Si)

2

=

√
4πβJ

N

∫ ∞

−∞
dxe−

1
2

N
2βJ x2+x

∑N
i=1 Si . (۴٢)

آید: ͳم در زیر صورت به پارش تابع نتیجه در

Z =

√
4πβJ

N

∑
{Si}

∫ ∞

−∞
e−

1
2

N
2βJ x2+(x+βB)

∑N
i=1 Si . (۴٣)

درآوریم: زیر صورت به را پارش تابع و داده انجام را ها اسپین روی جم΄ توانیم ͳم حال

Z =

√
4πβJ

N

∫ ∞

−∞
e−

1
2

N
2βJ x2

(2 cosh(x+ βB))N . (۴۴)

یا و

Z =

√
4πβJ

N

∫ ∞

−∞
e−

1
2

N
2βJ x2+N ln(2 cosh(x+βB)) =

√
4πβJ

N

∫ ∞

−∞
e−Nf(x) (۴۵)

درآن که

f(x) =
1

2βJ
x2 − ln(2 cosh(x+ βB)). (۴۶)

روش این در که دانیم ͳم کرد. حساب ͳزین نقطه روش از استفاده با و دقیق صورت به را انتگرال این توان ͳم نهایت بی سمت به های N برای

بنویسیم توانیم ͳم

(۴٧)∫ ∞

−∞
e−Nf(x) =

∫ ∞

−∞
e−Nf(x0)−N

2 f”(x0)(x−x0)
2+··· = e−Nf(x0)

∫ y=∞

y=−∞
dye

N
2 f”(x0)y

2

=

√
2π

Nf”(x0)
e−Nf(x0),

با: است برابر پارش تابع بنابراین است. مم ͳن ͳم f(x) آن در که است ای نقطه x0 آن در که

Z =

√
2βJ

f”(x0)
e−Nf(x0) (۴٨)
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آید: ͳم بدست زیر رابطه از نقطه این f(x) تابع ش΋ل به توجه با

x0
βJ

= tanh(x0 + βB). (۴٩)

نشان اما کرد. حساب را پارش تابع ۴٧ رابطه در آن دادن قرار با سپس و آورد بدست را x0 مقدار نخست معادله این حل با توان ͳم بنابراین

به توجه با که کنیم ͳم دقت کار این برای کنیم. روشن را xپارامتر ͳ΋فیزی معنای بایست ͳم نخست . نیست کار این به نیازی که داد خواهیم

با: برابراست متوسط مغناطش پارش تابع اولیه تعریف

m :=
1

N
⟨
∑
i

Si⟩ =
1

N

∂

∂βB
lnZ, (۵٠)

گرفت B به نسبت را مشتق توان ͳم و است ͳسادگ برای کار این ) شود. ͳم گرفته مستقل متغیر Έی عنوان به βB متغیر به نسبت مشتق آن در که

آوریم: ͳم بدست ۴٨ رابطه به توجه با m := 1
N ⟨
∑

i Si⟩ = 1
Nβ

∂
∂B lnZ. دهیم قرار که معنا این به

m =
∂

∂βB
(−f(x0)) . (۵١)

آنها نوشتن از بنابراین و کنند ͳم میل صفر سمت به هستند 1
N با متناسب که ͳجملات N −→ ∞ حد در که ایم کرده دقت رابطه این نوشتن در

داشت: خواهیم نتیجه در ایم. کرده نظر صرف

m =
∂

∂βB

[
−1

2βJ
x20 + ln(2 cosh(x0 + βB))

]
=

−1

βJ
x0

∂x0
∂βB

+ tanh(x0 + βB)[
∂x0
∂βB

+ 1]. (۵٢)

رسیم: ͳم زیر ساده رابطه به دهیم قرار را x0

βJ مقدار ۴٩ رابطه از tanh(x0 + βB) بجای اگر حال

m =
x0
βJ

. (۵٣)

: آید ͳم در زیر صورت به ۴٩ معادله نتیجه در

m = tanh(β(Jm+B)). (۵۴)

١٣



برد بلند کنش برهم با آیزینگ مدل در که ایم کرده ثابت ترتیب این به آوردیم. بدست متوسط میدان تقریب از که است ͳحالت معادله همان که

دقیق. حل که دهد ͳم بدست را ای نتیجه همان میانگین میدان تقریب N −→ ∞ که حدی ͳیعن Έترمودینامی حد در و

آورید. بدست را δو α, β, γ ͳبحران نماهای و ͳبحران دمای دوربرد های کنش برهم با آیزینگ مدل برای تمرین: n

متوسط میدان تقریب و ماکزیمم آنتروپی اصل ٧

عبارت در که معنا این به کردیم نظر صرف ها اسپین بین ͳبستگ هم از که بود این اساسا بردیم کار به پارش تابع محاسبه در که ای ͳاساس تقریب

دادیم قرار انرژی

SiSj ≈ Sim (۵۵)

داریم: تقریب این در بنابراین، .= ⟨Sj⟩ آن در که

⟨SiSj⟩ = ⟨Sim⟩ = ⟨Si⟩m = ⟨Si⟩⟨Sj⟩.

در هاست. اسپین بین ͳبستگ هم گرفتن نادیده همین آنها همه مبنای که کرد بندی صورت متفاوت های شیوه به توان ͳم را میانگین میدان تقریب

دهیم. ͳم توضیح دیΎری شیوه به را تقریب این بخش این

 (ͳغیرتعادل چه ͳتعادل شبه فرایندهای (چه دهد ͳم رخ که فرآیندی هر بسته سیستم Έی در که کند ͳم بیان ماکزیمم انتروپی اصل دانیم ͳم

باشد. رسیده خود مقدار بیشترین به آن در انتروپی که است ͳحالت تعادل حالت و دارد ͳم نگاه ثابت یا دهد ͳم افزایش را سیستم آنتروپی همواره

ثابت سیستم آزاد انرژی که شود ͳم باعث فرایندی هر است گرفته قرار معین دمای در که سیستم Έی در که است این قضیه ازاین دیΎر بیان Έی

حالت در سیستم که این احتمال هرگاه باشد. رسیده خود مقدار کمترین به آزادش انرژی که رسد ͳم ͳحالت به تعادل در و یابد کاهش یا مانده ͳباق

١۴



شود: ͳم داده نشان زیر تابع با سیستم آنتروپی دهیم نشان P (C) با را باشد C

S = −k
∑
C

P (C) lnP (C). (۵۶)

با برابراست آزادش انرژی است گرفته قرار T دمای در که ͳسیستم

F = E − TS =
∑
C

E(C)P (C) + kT
∑
C

P (C) lnP (C). (۵٧)

: که آوریم ͳم بدست ساده محاسبه Έی با دهیم قرار صفر با برابر ها P (C) به نسبت را تابع این وردش هرگاه

P (C) =
1

Z
e−βE(C), (۵٨)

وردش که کنید دقت بیاوریم. بدست را بولتزمن احتمال تابع توانیم ͳم ماکزیمم انتروپی اصل از ترتیب این به است. بولتزمن احتمال تابع همان که

تابع آوریم ͳم بدست که چیزی بدهیم انجام احتمال توابع از مجموعه زیر Έی در را وردش اگر و ایم گرفته احتمال توابع ͳتمام به نسبت را بالا

بریم. ͳم ب΋ار ایزینگ مدل برای را روش این حال است. آن از تقریبی بل΋ه نیست دقیق پارش

زیر: جنس از ͳتوابع ͳیعن باشند ضربی نوع از که گیریم ͳم وردش ͳاحتمال توابع بین در فقط را ۵٧ عبارت

P (S1, S2, · · ·SN ) = P (S1)P (S2) · · ·P (SN ). (۵٩)

متوسط اگر .P (S) با است برابر ها اسپین دیΎر از مستقل کند اختیار را S مقدار معین اسپین Έی که این احتمال که ایم کرده فرض ترتیب این به

داشت: خواهیم دهیم نشان m با را اسپین Έی

P (1)− P (−1) = m, P (1) + P (−1) = 1 (۶٠)

نتیجه در و

P (1) =
1 +m

2
, P (−1) =

1−m

2
(۶١)

یا و

P (S) =
1 +mS

2
. (۶٢)
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داشت خواهیم صورت دراین

E = ⟨H⟩ = −J
∑
⟨i,j⟩

⟨SiSj⟩ −
∑
i

B⟨Si⟩ = −1

2
JNzm2 −NBm (۶٣)

و

S = −Nk
(
1 +m

2
ln

1 +m

2
+

1−m

2
ln

1−m

2

)
. (۶۴)

نتیجه در و

F = −1

2
JNzm2 −NBm+NkT

(
1 +m

2
ln

1 +m

2
+

1−m

2
ln

1−m

2

)
. (۶۵)

قرار صفر مساوی m به نسبت را F مشتق بنابراین کند. اختیار را خود مقدار کمترین F که کنیم انتخاب چنان خواهیم ͳم را m مقدار حال

اوریم: ͳم بدست . دهیم ͳم

Jzm+B =
1

2
ln

1 +m

1−m
(۶۶)

راست طرف ͳبازنویس با یا و

Jzm+B = tanh−1m. (۶٧)

بودیم. آورده بدست قبلا که است ای رابطه همان که

متوسط میدان تقریب و ͳوردش اصل ٨

ͳهامیلتون که کنید فرض است. ٢ ͳوردش اصل بر ͳمبتن روش این کنیم. استفاده متوسط میدان تقریب فهم برای نیز دیΎر شیوه Έی از توانیم ͳم

باشد: زیر صورت به سیستم Έی

H = H0 +H1, (۶٨)
Variational Principle٢
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بنویسیم: توانیم ͳم صورت این در کنیم. حساب ͳبراحت را آن پارش تابع توانیم ͳم ما که است ͳهامیلتون Έی H0 آن در که

Z =
∑
C

e−βH0−βH1 = Z0

∑
C e

−βH0−βH1

Z0
, (۶٩)

درآن که

Z0 :=
∑
C

e−βH0 (٧٠)

بنویسیم توانیم ͳم صورت دراین است. H0 ͳهامیلتون با ͳسیستم پارش تابع

Z = Z0⟨e−βH1⟩0, (٧١)

تابع که گیریم ͳم ͳهامیلتون از ͳقسمت آن را H0 معمولا است. شده حساب H0 ͳهامیلتون برای متوسط این که است ͳمعن این به ⟨, ⟩0 آن در که

ادامه در مهم نکته ندارد. کنیم ͳم اکنون که ͳبحث در تاثیری و نیست ͳالزام امر این البته کنیم. حساب دقیق صورت به توانیم ͳم را آن پارش

. معقراست تابع Έی ex تابع کنیم دقت که است این استدلال

دهند ͳم تش΋یل را احتمال توزیع Έی که p1, p2 عدد دو هر ازای به زیر خاصیت که کنید قان΄ را خودتان ex تابع ش΋ل رسم با تمرین: n

است: برقرار

p1e
x1 + p2e

x2 ≥ ep1x1+p2x2 . (٧٢)

زیر خاصیت pاحتمال توزیع تابع هر ازای به که دهید نشان و دهید تعمیم نقطه N به را بود نقطه دو برای فقط که ͳقبل رابطه تمرین: n

برقراراست:

∑
i

pie
xi ≥ e

∑
i pixi . (٧٣)

: نوشت زیر صورت به توان ͳم را اخیر رابطه

⟨ex⟩ ≥ e⟨x⟩. (٧۴)

شود: ͳم زیر رابطه به منجر ٧١ رابطه با آن ترکیب جمله از دارد. زیادی کاربردهای که است ͳمهم رابطه  ، رابطه این

Z ≥ Z0e
−β⟨H1⟩0 , (٧۵)
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طرفین لΎاریتم محاسبه از پس یا و

F ≤ F0 + ⟨H1⟩0. (٧۶)

انرژی برای بالا حد Έی ͳول نیست آزاد انرژی خود چه اگر که کنیم پیدا ͳتابع توانیم ͳم همواره H0 +H1 به H جداسازی با ترتیب این به

بالای حد کنیم حساب پارامترها این به نسبت را F0 + ⟨H1⟩0 کمینه مقدار سپس و دهیم قرار اختیاری پارامترهای H0 تابع در هرگاه است. آزاد

که انتظارداریم باشد تر هوشمندانه آنها انتخاب هرچقدرکه و باشد، بیشتر پارامترها این تعداد که هرچقدر آوریم. ͳم بدست آزاد انرژی برای خوبی

به را متوسط میدان تقریب توانیم ͳم مقدمه این از استفاده با باشد. تر Έنزدی آزاد انرژی خود به آوریم ͳم بدست آزاد انرژی برای که حدبالایی

دهیم: ͳم قرار و گیریم ͳم نظر در را آیزینگ مدل بازهم بفهمیم. بالا صورت به ͳوردش روش Έی عنوان

H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj −B
∑
i

Si = −λ
∑
i

Si − J
∑
⟨i,j⟩

SiSj − (B − λ)
∑
i

Si

= H0 +H1, (٧٧)

آن در که

H0 = −λ
∑
i

Si, H1 = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj − (B − λ)
∑
i

Si. (٧٨)

ندارد. ͳخاص معنای هیچ پارامتر این فعلا است. ͳدلبخواه پارامتر Έی λ درآن که

که دهید نشان سپس . Z0 = (2 cosh(βλ))N که دهید نشان کنید. حساب را F0 سپس و Z0 نخست تمرین: n

⟨H1⟩0 = −NJz 1
2
tanh(βλ)2 −NB tanh(βλ). (٧٩)

است: برقرار زیر رابطه شرایط این تحت که دهید نشان شود. کمینه F0 + ⟨H1⟩0 عبارت که کنید اختیار چنان را λ مقدار سپس

m = tanh(β(Jzm+B)) (٨٠)

است. متوسط مغناطش m = ⟨Si⟩ آن در که
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΁پاس تابع و ͳهمبستگ رابطه ٩

شود: ͳم تعریف زیر صورت به j نقطه در دیΎری و i نقطه در ͳ΋ی اسپین دو بین ͳهمبستگ تابع

⟨SiSj⟩. (٨١)

اختیار را 1 ͳیعن خود بیشینه مقدار تابع این باشند هم مثل Sj و Si هرگاه هستند. هم مثل Sj و Si مقدار چه که کند ͳم بیان ͳهمبستگ تابع این

از ͳ΋ی که ͳوقت که چرا شود ͳم صفر با برابر کامل ͳهمبستگ غیاب در و شده Έکوچ مقدار این باشد، کم ͳشباهت چنین که ͳوقت اما کند. ͳم

ͳم صفر با برابر متوسط مقدار این درنتیجه و   است −1 که است 1 همانقدر  Sj ͳیعن دوم اسپین است کرده اختیار را 1 مقدار Si مثلا ها اسپین

شود: ͳم تعریف زیر صورت به ٣ متصل ͳهمبستگ تابع شود.

⟨SiSj⟩c := ⟨SiSj⟩ − ⟨Si⟩⟨Sj⟩. (٨٢)

توضیح از قبل دهد. ͳم نشان را ͳمهم خاصیت ͳ΋فیزی نظر از ͳهمبستگ تابع این دهیم. ͳم نشان نیز G(i, j) با اوقات بیشتر را ͳهمبستگ تابع این

نشان j و i نقطه دو در شان متوسط مقدار حول را اسپین های خیز و افت ͳهمبستگ واق΄ در تابع این که کنیم ͳم توجه نکته این به خاصیت این

: که دهد ͳم نشان ساده محاسبه Έی واق΄ در دهد. ͳم

G(i, j) = ⟨δSiδSj⟩, (٨٣)

زیر ش΋ل به را ͳهامیلتون باشد ͳکل ما استدلال و بحث که این برای پردازیم. ͳم کمیت این ͳ΋فیزی تعبیر به حال . δSi := Si − ⟨Si⟩ آن در که

گیریم: ͳم نظر در

H = H̃(S)−
∑
i=1

BiSi (٨۴)

برابر پارش تابع ندارد. ما استدلال ادامه در تاثیری ͳهامیلتون از قسمت این هاست. اسپین بین کنش برهم نوع هر دهنده نشان H̃(S) آن در که

با: است

Z =
∑
{S}

e−βH̃(S)+β
∑

i BiSi . (٨۵)

Connected Correlation Function٣
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آوریم: ͳم بدست پارش تابع این از

⟨Si⟩ =
1

Z

∂Z

∂βBi
, (٨۶)

و

⟨SiSj⟩ =
1

Z

∂2Z

∂βBi∂βBj
, (٨٧)

با: است برابر متصل ͳهمبستگ تابع

⟨SiSj⟩ − ⟨Si⟩⟨Sj⟩ =
1

Z

∂2Z

∂βBi∂βBj
− 1

Z

∂Z

∂βBi

1

Z

∂Z

∂βBj
, (٨٨)

آوریم ͳم بدست محاسبه ͳکم با

⟨SiSj⟩ − ⟨Si⟩⟨Sj⟩ =
∂

∂βBi

(
1

Z

∂Z

∂βBj

)
, (٨٩)

یا و

G(i, j) = kT
∂mi

∂Bj
(٩٠)

است j و i نقطه دو بین ͳهمبستگ تابع آن چپ طرف که چرا نامند ͳم ΁پاس تابع و ͳهمبستگ رابطه را رابطه این چرا دهد ͳم نشان ͳروشن به که

بین متصل ͳهمبستگ تابع که گوید ͳم ما به رابطه این است. j نقطه در ͳمغناطیس میدان تغییرات به i نقطه در مغناطش ΁پاس آن راست طرف و

کند. ͳم تغییر مقدار چه i نقطه در ͳموضع مغناطش دهیم تغییر را j نقطه در ͳموضع ͳمغناطیس میدان اگر که کند ͳم بیان واق΄ در j و i نقطه دو

انتشار باعث ها کنش برهم این ͳول کند کنش برهم اش کناری اسپین با تنها اسپین هر ͳیعن باشند، برد کوتاه همه ها کنش برهم که است مم΋ن

این اثر نیز دوردست های اسپین دهیم ͳم تغییر نقطه Έی در را ͳمغناطیس میدان ͳوقت که نحوی به شوند ͳم سیستم کل در ͳهمبستگ نوع Έی

به را ΁پاس تابع و ͳهمبستگ تابع رابطه توان ͳم کنند. ͳم تغییر دوردست نقاط در مغناطش همان ͳیعن ها اسپین متوسط و کنند ͳم حس را تغییر

داریم: گیریم. ͳم ی΋نواخت را ͳمغناطیس میدان که تفاوت این با کنیم ͳم توجه ٨۴ ͳکل ͳهامیلتون به بازهم آورد. بدست نیز دیΎری ش΋ل

1

Z

∂Z

∂βB
= ⟨
∑
i

Si⟩, (٩١)
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و

1

Z

∂2Z

∂(βB)2
= ⟨
∑
i,j

SiSj⟩, (٩٢)

داشت: خواهیم محاسبه ͳکم با بنابراین

1

Z

∂2Z

∂(βB)2
− 1

Z2
(
∂Z

∂βB
)2 =

∑
i,j

⟨SiSj⟩ − ⟨Si⟩⟨Sj⟩ =
∑
i,j

G(i, j), (٩٣)

با برابراست چپ طرف اما

∂M

∂βB
= NkT

∂m

∂B
= NkTχ (٩۴)

: که ایم آورده بدست بنابراین است. ͳمغناطیس نفوذپذیری χ و کل مغناطش M =
∑

i⟨Si⟩ آن در که

∑
i,j

G(i, j) = NkTχ. (٩۵)

آید: ͳم در زیر صورت به بالا رابطه درنتیجه و G(i, j) = G(i− j) بنویسیم توانیم ͳم باشد ͳانتقال تقارن دارای سیستم هرگاه

∑
r

G(r) = kTχ. (٩۶)

صورت به r به نسبت G(r) که شود ͳم نهایت بی دلیل این به χ واق΄ در کند. ͳم مشخص نیز را نفوذپذیری واگرایی منشاء خصوص به رابطه این

واگرایی ترتیب این به کنند. ͳم ایفا نقش چپ سمت جم΄ جملاتG(r)در از زیادی ͳخیل تعداد که کند ͳم افت طوری بل΋ه کند ͳنم افت نمایی

کند. ͳم پیدا ربط ͳبحران نقطه ͳ΋نزدی در ͳهمبستگ طول افزایش به ͳمغناطیس پذیری نفوذ

متوسط میدان تقریب در ͳهمبستگ تابع محاسبه ١٠

با را احتمال تابع تقریب این در که چرا باشد صفر با برابر G(i, j) ͳهمبستگ تابع بایست ͳم متوسط میدان تقریب در که رسد ͳم نظر به اول نگاه در

معنا این به ندارد ͳهمبستگ نوع هیچ تابع این و کنیم ͳم جایΎزین P1(S1)P2(S2) · · ·PN (SN ) صورت به ضربی و غیرهمبسته احتمال تابع Έی
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G(i, j) = kT ∂mi

Bj
رابطه از استفاده با و تقریب همین در توان ͳم وجود این با .⟨SiSj⟩ − ⟨Si⟩⟨Sj⟩ = 0 داریم همواره ͳتابع چنین برای که

را ͳتوضیح چنین محاسبه پایان از بعد کنیم ͳم ͳسع ما و دارد توضیح به نیاز است مم΋ن چیزی چنین چرا که این آورد. بدست را ͳهمبستگ تابع

بالا رابطه صورت این در دهیم. ͳم نشان نظایرآن و y و x بردارهای با را شب΋ه نقاط کنیم. ͳم معطوف محاسبه به را خود توجه فعلا کنیم. فراهم

شود: ͳم نوشته زیر صورت به

G(x,y) = kT
∂mx

By
. (٩٧)

کنش برهم J ضریب با هایش همسایه با نقطه هر که کنیم ͳم فرض ͳیعن گیریم ͳم نظر در ی΋سان را مدل ͳجفتیدگ ضرایب ͳسادگ برای ضمنا

آید: ͳم در زیر صورت به () رابطه صورت این در است. ناهمΎن ͳمغناطیس میدان Έی در نیز نقطه هر دارد.

mx = tanh

[
β

(
J
∑
z∈Nx

mz +Bx

)]
. (٩٨)

داشت: خواهیم (٩٧ ) رابطه از استفاده با نتیجه در و گیریم ͳم مشتق βBy به نسبت رابطه این طرفین از

G(x,y) = cosh−2

[
β

(
J
∑
z∈Nx

mz +Bx

)]
×

[
Jβ

∑
z∈Nx

G(z,y) + δx,y

]
(٩٩)

mx ͳسیستم چنین برای دارد. قرار B = 0 ͳمغناطیس میدان در و است همΎن که کنیم ͳم محاسبه ͳسیستم برای را ͳهمبستگ تابع حال

فقط ͳهمبستگ تابع که فهمیم ͳم دارد وجود ͳسیستم چنین برای کنیم ͳم فرض که ͳانتقال تقارن از استفاده با چنین هم است. ثابت و ی΋نواخت

شود: ͳم نوشته زیر ش΋ل به بالا رابطه بنابراین مستقل. طور به نقطه دو به نه و دارد ͳبستگ نقطه دو فاصله به

G(x− y) = cosh−2(βJzm)

[
Jβ

∑
z∈Nx

G(z− y) + δx,y

]
(١٠٠)

نوشت توان ͳم )٩٨( رابطه از استفاده با که کنیم ͳم توجه ضمنا

cosh−2(βJzm) = (1−m2) (١٠١)

نتیجه در و

G(x− y) = (1−m2)

[
Jβ

∑
z∈Nx

G(z− y) + δx,y

]
(١٠٢)
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صورت به شب΋ه نقطه هر کنیم. ͳم محدود م΋عبی شب΋ه به را خود توجه بعد به این از است. درست ای شب΋ه نوع هر برای رابطه این

شوند: ͳم نوشته زیر صورت به شب΋ه ی΋ه بردارهای شود. ͳم نوشته x = (x1, x2, · · ·xd)

e1 = (1, 0, 0 · · · 0), · · · ed = (0, 0, · · · 1). (١٠٣)

که دانیم ͳم شوید. ͳم آشنا فوریه تبدیل با درس این ضمیمه در

G(x− y) =
1√
(2π)

d

∫
e−iq·(x−y)G̃(q)ddq. (١٠۴)

آوریم: ͳم بدست ͳقبل رابطه به تبدیل این اعمال با نتیجه در

G̃(q) = (1−m2)
[
JβG̃(q)(2 cos q1 + 2 cos q2 + · · · 2 cos qd) + 1

]
(١٠۵)

آوریم: ͳم بدست نتیجه در است. z = 2d م΋عبی بعدی d شب΋ه برای که ایم کرده استفاده این از درآن که

G(q) =
1−m2

1− (1−m2)Jβ
∑d

i=1 cos qi
. (١٠۶)

ماست نظر مورد آنچه که است این نکته ͳول کرد. حساب را ͳهمبستگ تابع الاصول ͳعل توان ͳم (١٠۴) رابطه و رابطه این از استفاده با بنابراین

های |q| تنها که گوید ͳم ما به (١٠۴) رابطه بزرگ های فاصله برای ای. فاصله هر برای نه و است بزرگ فواصل برای ͳهمبستگ تابع رفتار

توانیم ͳم حد این در کنیم. نگاه Έکوچ های تکانه ͳیعن Έکوچ های |q| در G(q) تابع رفتار به که است ͳکاف بنابراین و دارند اهمیت Έکوچ

بنویسیم:

G(q) ≈ 1−m2

1− (1−m2)Jβ(2d− |q|2)
. (١٠٧)

آوریم ͳم بدست رابطه این از

G(0) ≈ 1−m2

1− (1−m2)Jβ2d
. (١٠٨)

برهم رابطه دو این تقسیم با نتیجه در و

G(q) =
G(0)

1 + ξ2|q|2
, (١٠٩)
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آن در که

ξ2 :=
J(1−m2)

kT − 2dJ(1−m2)
. (١١٠)

است. طول بعد دارای که است ͳکمیت ξ

است نوشتن قابل زیر صورت به ͳهمبستگ تابع که دهید نشان تمرین:

G(|x− y|) = f(
|x− y|
ξ

) (١١١)

گوییم. ͳم ͳهمبستگ طول ، طول این به . است ξ طول همین آید ͳم بوجود ͳهبستگ تابع در که ͳطول مقیاس تنها که دهد ͳم نشان رابطه این

نوشت: زیر صورت به را ͳهمبستگ طول توان ͳم ͳبحران دمای بالای در که دهید نشان تمرین:

ξ =
A+

T − Tc
(١١٢)

نوشت: توان ͳم نیز ͳبحران نقطه پایین در و

ξ =
A−

Tc − T
. (١١٣)

.Έی با است برابر ν نمای متوسط میدان تقریب در براین بنا آورید. بدست را A− و A+مقادیر

است. Έی با برابر η نمای میانگین میدان تقریب در که دهید نشان (١٠٩) رابطه از استفاده با تمرین: 

ها: تمرین و ها مسئله ١١

تعریف متغیر Έی شب΋ه از نقطه هر در است. تعریف قابل ای شب΋ه هر روی مدل این بΎیرید. نظر در را ۴ حالته 3 پاتز مدل :١ مسئله n

در اسپین متغیر را Si متغیر اصطلاحا دهیم. ͳم نشان Si با را ام i نقطه حالت کند. ͳم اختیار را −1, 0, 1 مختلف حالت 3 که شود ͳم

3-State Potts Model۴
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شود: ͳم نوشته زیر ش΋ل به سیستم این ͳهامیلتون نیست. آن متداول و ͳکوانتوم معنای به اسپین متغیر این چه اگر خوانیم ͳم ام i م΋ان

H = −J
∑
⟨i,j⟩

δ(Si, Sj)−B
∑
i

δSi,0 (١١۴)

عنوان به را مدل این پارش تابع متوسط، میدان تقریب در کند. منظم 0 راستای در را ها اسپین همه که کند ͳم ͳسع B ͳخارج میدان

آورید. بدست را ͳبحران دمای مثبت ΁پاس صورت در افتد؟ ͳم اتفاق بخود خود نظم مدل این در آیا کنید. حساب βB و βJ از ͳتابع

بنویسید.) آنها های توان و S′و S حسب بر عبارت Έی صورت به را δS,S′ عبارت که کنید ͳسع (راهنمایی:

میانگین میدان تقریب در را پارش تابع بΎیرید. نظر در بعدی دو شب΋ه Έی در و ͳمغناطیس میدان حضور در را آیزینگ مدل :٢ مسئله n

باشند. شب΋ه های اتم از تا پن; شامل کدام هر که بΎیرید طوری را ها خوشه کنید. حساب ۵ ای خوشه

کنید. حساب را فاز گذار دمای الف:

دارد: قرار V کل حجم به ͳمحیط در شود ͳم توصیف زیر ͳهامیلتون با که را اتم N شامل گاز Έی :٣ مسئله n

H =

N∑
i=1

p2
i

2m
+
∑
i,j

V (|ri − rj |). (١١۵)

زیراست: پتانسیل نیز V (r) و است ام i ذره تکانه pi عبارت این در

V (r) = ∞ if r < a, V (r) = 0 if r ≥ a. (١١۶)

و کنید استفاده میانگین میدان تقریب از .a/2 شعاع با هستند ͳسخت های گوی مثل ها اتم که کند ͳم بیان پتانسیل این دیΎر عبارت به

آورید. بدست را گاز حالت معادله

، است صفر دمای در سیستم Έی که ͳوقت است. ͳکوانتوم فاز گذار باره در ͳمقدمات مفاهیم ͳبعض یادگرفتن مسئله این هدف ‐ ۴ مسئله n

باشد، T = 0 که ͳوقت زیرا است برابر آن پایه حالت انرژی با آن آزاد انرژی و است پایه حالت در حتما

F = E − TS = E0 (١١٧)
Cluster Mean Field۵
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متوسط Έی بل΋ه نیست گرمایی متوسط Έی دیΎر E مثل ͳکمیت هر متوسط ͳسیستم چنین برای است. پایه حالت انرژی E0 آن در که

شود: ͳم حساب زیر صورت به که است ͳکوانتوم

⟨E⟩ = ⟨ψ0|Ĥ|ψ0⟩, (١١٨)

موضوع اصل با مطابق و نیست خالص حالت Έی دیΎر سیستم حالت است صفر غیر دما که ͳوقت است. سیستم پایه حالت |ψ0⟩ آن در که

ͳیعن است بولتزمن وزن با مختلف های حالت از ͳمخلوط آماری Έانی΋م

ρ =
1

Z
e−βĤ (١١٩)

مثال عنوان به شوند: ͳم حساب زیر ش΋ل به ها متوسط غیرصفر دمای در است. پارش تابع Z = tr(e−βĤ) آن در که

E = tr(ρĤ) =
1

Z
tr(e−βĤĤ)

=
1

Z

∑
i

⟨ψi|e−βĤĤ|ψi⟩ =
1

Z

∑
Eie

−βEi (١٢٠)

نظر در را زیر ͳهامیلتون کنیم ͳمعرف را ͳکوانتوم فاز گذار نوع Έی از ͳمثال آنکه برای هستند. ͳهامیلتون های حالت ویژه ها |ψi⟩آن در که

بΎیرید:

Ĥ = −J
N∑

i,j=1

σz,iσz,j −B

N∑
i−=1

σx,i. (١٢١)

است. شب΋ه ام i م΋ان در σa ͳپاوول اسپین عملΎر دهنده نشان σa,i عبارت این در

مغناطیس میدان در آیزینگ مدل ً اصطلاحا مدل این کند. ͳم توصیف را ͳمغناطیس میدان Έی در ها اسپین کنش برهم ͳهامیلتون این

سیستم این پایه حالت کردن پیدا است. x راستای در میدان آنکه حال و است z راستای در هم با ها اسپین برهم زیرا شود ͳم خوانده ͳعرض

بنابراین دارد. ͳبستگ ͳهامیلتون های پارامتر به پایه حالت این کنیم. پیدا را سیستم این پایه حالت که کنید فرض است. دشوار دقیق طور به

نویسیم ͳم

|ψ0⟩ = |ψ0(J,B)⟩. (١٢٢)

میدان مثل باشد کنترل قابل که است ͳهامیلتون پارامترهای از ͳ΋ی برحسب بل΋ه نیست دما برحسب فاز گذار Έی ͳکوانتوم فاز گذار

غیر طور به دیΎر چیز هر یا انرژی مثل نظم پارامتر Έی که است مم΋ن B پیوسته تغییرات با که معنا این به حاضر. مثال در ͳمغناطیس
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شود: ͳم سنجیده زیر صورت به که است مغناطش نظم پارامتر ͳعرض ͳمغناطیس میدان در آیزینگ مدل در مثال عنوان به کند. تغییر ͳتحلیل

m := ⟨ψ0|σz|ψ0⟩. (١٢٣)

کنیم ͳم ͳسع که معنا این به کنیم ͳم استفاده میانگین میدان تقریب از فاز گذار مطالعه و پایه حالت انرژی از بالا حد Έی کردن پیدا برای

صورت به ضربی حالت Έی از شروع با

|Φ⟩ := |ϕ⟩ ⊗ |ϕ⟩ ⊗ |ϕ⟩ · · · |ϕ⟩ (١٢۴)

کنیم: کمینه را زیر ͳوردش عبارت است اسپین Έی برای بهنجار ای ذره Έی حالت Έی |ϕ⟩آن در که

⟨Φ|Ĥ|Φ⟩. (١٢۵)

کنید. پیدا را (١٢١) ͳهامیلتون پایه حالت میانگین میدان تقریب در الف:

آید. ͳم بدست Bاز ͳبحران نقطه Έی در فاز گذار Έی سیستم این در که دهید نشان و کنید پیدا J و Bبرحسب را نظم پارامتر ب: 

کنید. پیدا فاز گذار نقطه طرف دو در را پایه حالت انرژی پ: 

کنید: پیدا را زیر های ͳهمبستگ های تابع ، بعدی d م΋عبی شب΋ه Έی در د:

Gxx(i, j) ≡ ⟨σx,iσx,j⟩, Gzz(i, j) ≡ ⟨σz,iσz,j⟩. (١٢۶)
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فوریه تبدیل ضمیمه: ١٢

که بΎیرید نظر در بعدی Έی ای شب΋ه کنیم. ͳم شروع بعدی Έی شب΋ه از کنیم. ͳم مرور را ͳمربع های شب΋ه روی فوریه تبدیل بخش دراین

توابع است. گسترده نهایت بی تا دوسو هر از شب΋ه این .{· · · ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, · · ·} از عبارتند آن نقاط

ϵq(n) :=
1

2π
eiqn, q ∈ [0, 2π]. (١٢٧)

که معنا این به هستند بودن کامل و تعامد خاصیت دارای توابع این گیریم. ͳم نظر در شب΋ه این روی را

⟨ϵq, ϵq′⟩ ≡
1

2π

∞∑
−∞

e−in(q−q′) = δ(q − q′) (١٢٨)

و

∫
|ϵq⟩⟨ϵq|dq = I −→ 1

2π

∫ 2π

0

eiq(n−n′)dq = δn,n′ . (١٢٩)

بنویسیم: توانیم ͳم باشد شده تعریف شب΋ه این روی که F تابع هر برای که شود ͳم نتیجه ها رابطه این از

F (n) =
1√
2π

∫ 2π

0

e−iqnF̃ (q)dq (١٣٠)

آن در که

F̃ (q) =
1√
2π

∞∑
−∞

eiqnF (n). (١٣١)

شود. ͳم مشخص n = (n1, n2, · · ·nd) مختصات با نقطه هر بعدی d شب΋ه در داد. تعمیم بعدی d شب΋ه به ͳبراحت توان ͳم را بالا روابط

کنند: ͳم پیدا تعمیم زیر سرراست صورت به ͳقبل روابط

ϵq(n) :=
1√
2π
eiq·n, q ∈ [0, 2π]× [0, 2π]× · · · [0, 2π]. (١٣٢)

⟨ϵq, ϵq′⟩ ≡ 1

(2π)
d

∞∑
−∞

e−in·(q−q′) = δd(q− q′) (١٣٣)
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و

∫
|ϵq⟩⟨ϵq|ddq = I −→ 1

(2π)
d

∫
eiq·(n−n′)ddq = δn,n′ . (١٣۴)

بنویسیم: توانیم ͳم باشد شده تعریف شب΋ه این روی که F تابع هر برای که شود ͳم نتیجه ها رابطه این از

F (n) =
1√
(2π)

d

∫
e−iq·nF̃ (q)ddq (١٣۵)

آن در که

F̃ (q) =
1√
(2π)

d

∞∑
−∞

eiq·nF (n). (١٣۶)
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