
ای خوشه بسط : یازدهم درس

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١٣٩٧ دی ١٣

مقدمه ١

برهم هم با گاز دهنده تش΋یل مول΋ولهای و اتمها ͳواقع گاز Έی در است. آل ایده ͳواقع معنای به باشند، آزاد هایش مول΋ول یا ها اتم که گازی

کنند. ͳم برخورد هم به ͳحت یا کنند ͳم منحرف را ی΋دیΎر مسیر و شده رد هم کنار از ͳگاه از هر گذارند. ͳم اثر ی΋دیΎر بر و کنند ͳم کنش

است: زیر مطابق گازی چنین ͳهامیلتون

H =
∑
i

P2
i

2m
+
∑
i<j

U|ri−rj |, (١)

کنیم حل را گازی چنین پارش تابع چنانچه دارد. ͳبستگ ذره دو بین فاصله به معمولا و است ذره دو بین پتانسیل Uij ≡ U(|ri − rj |) آن در که

فازهایی چه در گاز این که بیاوریم بدست پارش تابع همین از بتوانیم باید الاصول ͳعل بفهمیم. کامل طور به را آن ͳ΋ترمودینامی خواص توانیم ͳم

خاصیت صدها و شود ͳم تبدیل جامد به دمایی چه در چقدراست، مایع فاز در اش پذیری تراکم است، چقدر آن ذوب نقطه بΎیرد، قرار تواند ͳم

ͳم رقیق گازهای به محدود را خود درس این در البته است. گاز این پارش تابع محاسبه ها سوال این همه به دادن ΁پاس کلید حال هر به دیΎر.

با: است برابر گاز این پارش تابع که دانیم ͳم پردازیم. ͳنم شود دچارآنها است مم΋ن گاز این که فازهایی گذار به و کنیم

١



ZN (V, T ) =
1

N !h3N

∫
e−βHdr1 · · · drNdP1 · · · dPN (٢)

∫
dr و شود ͳم داده نشان r با r مثل بردار Έی اندازه است. حجم روی گانه سه انتگرال

∫
dr نماد از منظور درس این تمام در تذکر: n

است. بردار این اندازه روی انتگرال دهنده نشان

آید: ͳم در زیر صورت به فوق پارش تابع نتیجه در که بΎیریم انتگرال ها تکانه تمام روی توانیم ͳم قدم نخستین در

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N
QN (V, T ) (٣)

آن در که

λ ≡
√

h2

2πmkT

است: زیر صورت به است ͳکنش برهم جملات بردارنده در که پارش تابع مابقیه و است گرمایی موج طول

QN (V, T ) =

∫
e−β

∑
i<j Uijd3r1 · · · d3rN . (۴)

آن که گاز پارش تابع نتیجه در و V N با است برابر ͳمختصات پارش تابع باشد، آزاد گاز که هرگاه خوانیم. ͳم ١ ͳمختصات پارش تابع را تابع این

با: بود خواهد برابر دهیم ͳم نشان Z(0)
N (V, T ) با را

Z
(0)
N (V, T ) =

1

N !
(
v

λ3
)N , (۵)

است. اتم Έی اختیار در حجم v := V
N آن در که

با: است برابر آزاد انرژی تابع صفرم رتبه در بنابراین

F (0) = −kT lnZ(0) = −kTN ln
v

λ3
− lnN !. (۶)

Configuration Partition Function١
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آوریم. بدست ها مول΋ول و ها اتم کنش برهم اثر در را آزاد انرژی تابع تصحیحات نتیجه در و پارش تابع این تصحیحات که است این ما هدف

ͳبستگ ها اتم و مول΋ولها دقیق ساختار به نیرو این جزییات اگرچه است. چΎونه مول΋ول یا اتم دو بین نیروی که کنیم ͳم سوال خود از نخست

نوع Έی ی΋دیΎر به آنها شدن Έنزدی با کنند. ͳنم حس خود بین نیرویی اتم دو دور های فاصله در است. شده شناخته آن ͳکل کیفیات ͳول دارد

دافعه Έی شوند ͳم Έنزدی هم به ͳخیل مول΋ول یا اتم دو که ͳوقت نهایت در و شود ͳم پدیدار آنها شدن قطبیده از ͳناش ͳواندروالس جاذبه نیروی

تابع که است مسلم است. شده داده نشان (١) ش΋ل در ͳپتانسیل چنین شود. ͳم دیΎر Έی در مول΋ولها یا ها اتم فرورفتن هم در مان΄ قوی ͳخیل

که است معلوم کرد. حساب را آن رتبه به رتبه و ͳاختلال صورت به بایست ͳم تنها و کرد حل دقیق صورت به توان ͳنم را QN (V, T ) پارش

دور فواصل در زیرا نیست مناسب پارامتر Έی نیز eUij چنین هم شود. ͳم بزرگ ͳخیل Έکوچ های فاصله در که چون نیست Uij بسط پارامتر

که است eUij − 1 := fij بسط پارامتر دهد. ͳم نشان ما به را Έکوچ پارامتر ملاحظات این کند. ͳم صدق 1 ͳیعن ثابت مقدار Έی سمت به

است. شده داده نشان (١) ش΋ل در

نویسیم: ͳم ͳمختصات پارش تابع محاسبه برای بنابراین 

e−βUij = 1 + fij (٧)

نتیجه در و

QN (V, T ) =

∫ ∏
i<j

(1 + fij)d
3r1 · · · d3rN . (٨)
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فاصله. برحسب fij(r) و Uij(r) توابع :١ ش΋ل

پارش تابع ͳاختلال محاسبه برای اولیه تلاش Έی ٢

محاسبه این کنیم. محاسبه دارد ͳ΋کوچ مقدار دانیم ͳم که f تابع از Έی رتبه ͳیعن اول رتبه تا را پارش تابع کنیم ͳم ͳسع تلاش اولین عنوان به

بنویسم: توانیم ͳم داریم، نگاه را f تابع از Έی مرتبه با های توان فقط اگر داد. خواهد یاد ما به Έسیستماتی روش Έی برای را راه

QN (V, T ) =

∫
d3r1 · · · d3rN{1 +

∑
i<j

fij + · · ·} (٩)

داشت: خواهیم بنابراین تاست. N(N−1)
2 جملات این تعداد هستند. هم مثل همه نیز جملات بقیه و شود ͳم V N جمله به منجر اول انتگرال

QN (V, T ) = V N+
N(N − 1)

2

∫
d3r1 · · · d3rNf12+· · · = V N+

N(N − 1)

2
V N−2

∫
d3r1d

3r2f(r1−r2)+· · · (١٠)

متغیر تغییر از آخر انتگرال محاسبه برای

۴



r := r1 − r2, R :=
r1 + r2

2
(١١)

نویسیم: ͳم و کنیم ͳم استفاده

∫
dr1dr2f(|r1 − r2|) =

∫
dRdrf(r) = V

∫
drf(r) (١٢)

نویسیم: ͳم ͳبازنویس وضوح برای را آخر ∫انتگرال
drf(r) = 4π

∫ ∞

0

r2drf(r) (١٣)

طول یا ذره دو بین نیروی برد اندازه به اش مرتبه بل΋ه نیست V ͳیعن ظرف حجم اندازه به آن مرتبه اما است. حجم دیمانسیون دارای عبارت این

بسازیم آن از معنا با ͳ΋فیزی نظر از و دیمانسیون بدون کمیت Έی اینکه برای بنابراین است. ذرات ͳجنبش انرژی از ͳناش که است ذره گرمایی موج

کنیم: ͳم تعریف را زیر کمیت

b2 :=
1

2λ3

∫
drf(r). (١۴)

شد. خواهند تعریف b1, b2, b3, · · · مثل هایی کمیت حتما ایم. داده نشان b2 با را کمیت این چرا که شد خواهد معلوم درس ادامه در

داشت: خواهیم بنابراین است. شده تعریف بعدی ͳراحت برای فقط و ندارد ͳمشخص معنای هیچ (١۴) مخرج در ٢ فاکتور

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N

(
V N +

N(N − 1)

2
V N−12λ3b

)
=

1

N !λ3N
V N

(
1 +N(N − 1)

λ3

V
b2

)
(١۵)

بنویسیم: توانیم ͳم است بزرگ العاده فوق N که آنجا از

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N
V N

(
1 +N

λ3

v
b2

)
, (١۶)

ͳیعن) تقریب اول رتبه در که رسد ͳم نظر به ترتیب این به است. ذرات تعداد ͳالΎچ n و است ذره Έی اختیار در حجم v := V
N = 1

n آن در که

عنوان به توان ͳم را eN λ3

v b2 عبارت اما آوریم. بدست هلمهولتز آزاد انرژی بر نتیجه در و پارش تابع بر ͳتصحیح ایم توانسته ( f قوای حسب بر

۵



با: شد خواهد برابر پارش تابع اختلال رتبه اولین در (۵) رابطه به توجه با باشد چنین اگر گرفت. نظر در کنش برهم بدون پارش تابع بر ͳتصحیح

Z
(1)
N (V, T ) =

1

N !
(
v

λ3
)NeN

λ3

v b2 (١٧)

داشت: خواهیم اختلال رتبه اولین در نتیجه در

F (1) = −kT lnZ(1) = −kTN ln
v

λ3
(1− b2)− kT lnN !. (١٨)

به کنیم. تعیین جدیدی محاسبه بدون توانیم ͳم را (٨) بسط در دیΎر جملات از ͳخیل که کنیم ͳم توجه بالاتر مرتبه های تصحیح یافتن برای

بنویسیم: توانیم ͳم مثال ∫عنوان
dr1dr2 · · · drNf12f34 = V N−4

∫
dr1dr2f12

∫
dr3dr4f34 = V N−2(2λ3b2)

2 (١٩)

بنویسیم توانیم ͳم ترتیب همین به یا و

I3 :=

∫
dr1dr2 · · · drNf12f34f56 = V N−3(2λ3b2)

3 (٢٠)

تعداد که دانیم ͳم نیستند. منطبق برهم ها اندیس از هیچ΋دام که هستند fijfklfmn · · · های عبارت شامل که هستند ͳجملات ها این اخر. ͳال و

داریم؟ I2 نوع از جمله نوع چند که کنیم ͳم سوال خود از است.
(
N
2

)
= N(N−1)

2 ∼ N2

2 با برابر I1 نوع از جملات

با: است برابر I2 نوع از جملات تعداد که دهید نشان تمرین:  n

1

2!

N(N − 1)

2

(N − 3)(N − 4)

2
∼ 1

2!
(
N2

2
)2 (٢١)

از: است عبارت ͳمختصات پارش تابع در جملات نوع این سهم ،Έترمودینامی حد در بنابراین

1

2!
(
N2

2
)2 × V N−2(2λ3b2)

2 =
1

2!
V N (

λ3N2b2
V

)2 =
1

2!
V N (N

λ3

v
b2)

2 (٢٢)

با: است برابر I3 نوع از جملات تعداد که دهید نشان چنین هم

1

3!

N(N − 1)

2

(N − 3)(N − 4)

2

(N − 5)(N − 6)

2
∼ 1

3!
(
N2

2
)3. (٢٣)

۶



از: است عبارت ͳمختصات پارش تابع در جملات نوع این سهم ،Έترمودینامی حد در بنابراین

1

3!
(
N2

2
)3 × V N−3(2λ3b2)

3 =
1

3!
V N (

λ3N2b2
V

)3 =
1

3!
V N (N

λ3

v
b2)

3. (٢۴)

.∼ 1
l! (

N2

2 )l با است برابر هستند متفاوت کاملا های اندیس با fij جمله تا l دارای که Il نوع از جملات تعداد که دهید نشان تمرین: n

با است برابر مقدارش که دهید نشان و کنید حساب نیز را Il عبارت

Il = V N−l(2λ3b2)
l

با: بود خواهد برابر جملات نوع این سهم نتیجه در

1

l!
V N (N

λ3

v
b2)

l (٢۵)

خواهد برابر ͳمختصات پارش تابع که فهمیم ͳم فکر و محاسبه ͳکم با شد؟ خواهد چه نتیجه بیاوریم حساب به را جملات این تمام سهم اگر

با: شد

Q
(1)
N (V, T ) = V N

[
1 +

1

1!
(N

λ3

v
b2) +

1

2!
(N

λ3

v
b2)

2 +
1

3!
(N

λ3

v
b2)

3 + · · ·
]
= V NeN

λ3

v b2 . (٢۶)

اساس بر ͳبسط زنیم ͳم حرف آن باره در ما که ͳبسط شاید که دهد ͳم نشان عبارت این چنین هم کند. ͳم تایید را ما اولیه حدس عبارت این

توان حسب بر بسط این اگر ایم. کرده حساب اند، بوده f هزاران دارای که نیز را ͳجملات سهم جا همین تا که چرا نیست، ها f ͳمتوال های توان

نوع از ͳجملات تمام شامل رتبه این تا ما بسط که کنیم ͳم دقت نکته این به سوال این به ΁پاس برای است؟ چیزی چه حسب بر پس نیست،  f های

ش΋ل بسط این کنیم، نگاه بسط این به تصویری صورت به بخواهیم اگر نیستند. تکراری ها اندیس از هیچ΋دام که است fijfklfmnfpq · · ·

کند. ͳم پیدا را (٢)

که آنچه از دهیم، ادامه را بسط روشمند صورت به اینکه برای ایم. کرده حساب را دوتایی های خوشه تمام سهم کنون تا بΎوییم توانیم ͳم

رویم. ͳم پیش تری منظم صورت به و گیریم ͳم الهام گفتیم
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ها خوشه این نوع هستند. اتم دو دارای که شوند ͳم تش΋یل هایی خوشه از همه جملات این سازند. ͳم را Q(1) پارش تابع که ͳجملات :٢ ش΋ل

شود. ͳم مشخص b2 عبارت با آن سهم و نیست بیشتر ͳ΋ی

ای خوشه بسط :Έسیستماتی روش Έی ٣

وصل هم به اتصال Έی با که است دایره دو از عبارت 2 اندازه به خوشه Έی است. منفرد دایره Έی 1 اندازه به ٢ خوشه Έی تعریف: n

بنابر خوشه Έی آخر. ͳال و اند شده وصل هم به مم΋ن های راه انواع به که است دایره سه از عبارت 3 اندازه به خوشه Έی اند. شده

ش΋ل در باشد. پارچه Έی بایست ͳم تعریف

اند. شده داده نشان سه اندازه به های خوشه (؟؟)

به خوشه Έی تعریف در که چرا باشد داشته مختلف اجزای است مم΋ن l اندازه به خوشه Έی دهیم. ͳم نشان Cl با را l اندازه به خوشه

را تایی سه خوشه Έی اجزای (٣) ش΋ل است. شده گرفته نظر در شوند متصل هم به توانند ͳم اتم تا l آن که هایی راه ͳتمام l ی اندازه

دهد. ͳم نشان را چهارتایی خوشه Έی اجزای نیز (۴) ش΋ل دهد. ͳم نشان

خوشه عبارت تعریف: n

عبارت نامیم. ͳم خوشه عبارت را آن که آید ͳم بدست ͳعبارت دهیم، نسبت را fij کمیت ij ِ اتصال هر ازای به خوشه Έی در هرگاه ٣

(٣) ش΋ل به توجه با مثال عنوان به دهیم. ͳم نشان F (Cl) با را Cl خوشه به مربوط

Cluster٢

Cluster Expression٣

٨



مثلث Έی با تایی سه خوشه Έی شود. ͳم مشخص b3 عبارت با تایی سه خوشه این سهم شود. ͳم تش΋یل اتم سه از تایی سه خوشه Έی :٣ ش΋ل

است. متفاوت دیاگرام نوع دو دهنده نشان مثلث این شود. ͳم داده نشان پر

داریم:

F (C3) = 3f12f13 + f12f23f13. (٢٧)

بنویسید. را F (C4) عبارت تمرین: n

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به را خوشه انتگرال باشد، l تا 1 های اتم شامل خوشه Έی Cl هرگاه ۴ خوشه انتگرال تعریف: n

bl :=
1

l!λ3(l−1)V

∫
dr1dr2 · · · drlF (Cl) (٢٨)

Cluster Integral۴
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شود. ͳم مشخص b4 عبارت با تایی چهارتایی خوشه این سهم شود. ͳم تش΋یل چهاراتم از چهارتایی خوشه Έی :۴ ش΋ل

داریم مثال عنوان به

b1 =
1

V

∫
dr1 = 1

b2 =
1

λ3V

∫
dr1r2f(r1 − r2) = 1

b3 =
1

(λ3)2V

∫
dr1dr2dr3 (3f12f13 + f12f13f23)) = 1. (٢٩)

تا m2 ، 1 اندازه به خوشه تا m1 دارای طرح این است. مختلف های اندازه با ها خوشه از ای مجموعه اتم، N از ۵ طرح Έی تعریف: n

اندازه به خوشه Έی که آنجا از دهیم. ͳم نشان P علامت با را طرح Έی است. l اندازه به خوشه تا ml ͳکل طور به و 2 اندازه به خوشه

و صحیح اعداد با طرح هر شوند، ͳم متصل هم به پارچه Έی صورت به خوشه در موجود های اتم که است هایی راه تمام دارنده بر در l

دهد. ͳم نشان را طرح Έی (۵) ش΋ل شود. ͳم مشخص (m1,m2, · · ·ml · · ·) مثبت

است: برقرار زیر قید همواره هاست، اتم همه بردارنده در طرح Έی که آنجا از

N = 1m1 + 2m2 + 3m3 + · · · lml + · · · . (٣٠)

Pattern۵

١٠



ml>4 = 0. اند. شده داده نشان طرح این برای ml اعداد طرح. Έی از ای نمونه :۵ ش΋ل

ͳم صدق (٣٠) شرط در که است هایی {mi} های اندیس مجموعه تمام روی بستن جم΄ معنای به ها طرح تمام روی بستن جم΄ بنابراین

با: است برابر شود ͳم مشخص (m1,m2 · · ·) های اندیس با که طرح Έی عبارت کنند.

F (P ) = F (C1)
m1F (C2)

m2F (C3)
m3 · · · . (٣١)

اتم تا N در را تایی l خوشه تا ml ... و تایی 2 خوشه تا m2 تایی، 1 خوشه تا m1 توان ͳم که هایی راه تعداد کنید ثابت تمرین: n

با: است برابر کرد انتخاب

N (m1,m2,m3 · · ·) =
N !

(1!)m1(2!)m2(3!)m3 · · ·m1!m2!m3! · · ·
(٣٢)

١١



داریم بنویسیم: را ͳمختصات پارش تابع توانیم ͳم حال

ZN (V, T ) =
λ3N

N !

∫
dr1 · · · drN

∑
P

F (P ) (٣٣)

بنویسیم: تفصیل به را فوق عبارت توانیم ͳم ایم،  داده نشان تاکنون که آنچه به توجه با

ZN (V, T ) =
λ3N

N !

∫
dr1 · · · drN

′∑
m1,m2,m3,···

N (m1,m2, · · ·ml, · · ·)F (C1)
m1F (C2)

m2F (C3)
m3 · · · (٣۴)

که دانیم ͳم (٢٨) رابطه از اما کنند. ͳم صدق (٣٠) شرط در که است هایی {mi} تمام روی جم΄ که است آن معنای به
∑′ علامت در ∫که

dr1dr2 · · · drlF (Cl) = l!λ3l
V

λ3
bl. (٣۵)

آوریم: ͳم بدست کردن ساده و (٣۴) در (٣٢) دادن قرار از پس

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N

′∑
m1,m2,m3,···

N (m1,m2, · · ·ml, · · ·)
∏
l=1

(l!λ3l
V

λ3
bl)

ml (٣۶)

آوریم: ͳم بدست کردن ساده از پس

ZN (V, T ) =

′∑
m1,m2,m3,···

1

m1!
(b1

V

λ3
)m1

1

m2!
(b2

V

λ3
)m2

1

m3!
(b3

V

λ3
)m3 · · · (٣٧)

پارش تابع به قید این از شدن رها برای نیست. مقید جم΄ این اما بنویسیم. را آن حاصل ͳبراحت توانستیم ͳم بود نامقید جم΄ Έی فوق جم΄ اگر

پارش تابع به ͳیعن بریم ͳم پناه Έگراندکانونی

Z(z, V, T ) :=

∞∑
N=0

zNZN (V, T ) (٣٨)

رسیم: ͳم زیر نتیجه به مختلف های عبارت در آن کردن پخش و zN = z
∑

l=1 lml نوشتن با نتیجه در و

Z(z, V, T ) =

∞∑
m1=0,m2=0,m3=0,···

1

m1!
(zb1

V

λ3
)m1

1

m2!
(z2b2

V

λ3
)m2

1

m3!
(z3b3

V

λ3
)m3 · · · (٣٩)

با: شود ͳم برابر Έکانونی گراند پارش تابع بالاخره و

Z(z, V, T ) = e
V
λ3 zb1e

V
λ3 2b2e

V
λ3 z3b3 · · · = e

V
λ3

∑∞
l=1 zlbl (۴٠)

١٢



آوریم: ͳم بدست N = z ∂
∂z lnZ(z, V, T ) و PV

kT = lnZ(z, V, T ) روابط به توجه با

PV

kT
=
V

λ3

∞∑
l=1

zlbl, (۴١)

و

N =
V

λ3

∞∑
l=1

lzlbl. (۴٢)

آوردیم بدست پیشین بخش در که ͳبسط بین ͳربط چه که بپرسیم توانیم ͳم بپردازیم روابط این از ͳ΋ترمودینامی روابط استخراج به اینکه از قبل

ساده روی ͳول ایم برده کار به ای خوشه بسط نیز (٢) ش΋ل و ( ٢۶) رابطه در که است این ΁پاس دارد؟  وجود بخش این در ای خوشه بسط و

زیر: مشخصات با هستند هایی طرح ها طرح این ایم. زده جم΄ ها طرح ترین

(m1,m2,m3, · · ·) = (N − k, k, 0, 0, 0 · · · 0), k = 0, 1, 2, · · · . (۴٣)

است دیاگرام نوع دو شامل انتگرال این در تایی سه خوشه کنیم. ͳم توجه b3 خوشه انتگرال به خوشه. های انتگرال مهم خاصیت Έی n

نوع این دلیل دهیم. ͳم نشان b3(irr) و b3(r) با ترتیب به را دیاگرام دو این به مربوط های انتگرال اند. شده داده نشان (٣) ش΋ل در که

شود: ͳم روشن زیر تعریف در نامΎذاری

در باشد. داشته وجود مختلف مسیر دو حداقل آن از ای نقطه دو هر بین اگر شود ͳم خوانده ۶ ناپذیر کاهش دیاگرام Έی تعریف: n

را دلخواه خط پاره Έی اگر ناپذیر کاهش دیاگرام Έی در دیΎر عبارت به شود. ͳم خوانده ٧ پذیر کاهش دیاگرام صورت این غیر

دهد. ͳم نشان را پذیر کاهش دیاگرام Έی (۶) ش΋ل شد. نخواهد تبدیل مجزا تکه دو به دیاگرام کل کنیم، قط΄

با: است برابر (٣) ش΋ل پذیردر کاهش های دیاگرام از ͳ΋ی به مربوط خوشه انتگرال

b3
(r) :=

1

3!λ6V

∫
dr1dr2dr3f(r1 − r2)f(r2 − r3) (۴۴)

Irreducible۶

Reducible٧

١٣



آيد: ͳم در زیر صورت به انتگرال این R = 1
3 (r1 + r2 + r3) و r23 := r2 − r3 ، r12 := r1 − r2 متغیرِ تغییر با

b3
(r) :=

1

3!λ6V

∫
dr12dr23dRf(r12)f(r23) =

1

6λ6

(∫
drf(r)

)2

(۴۵)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به انتگرال این سرانجام b2 := 1
2λ3

∫
drf(r) خوشه انتگرال فرم به توجه با و

b3
(r) :=

2

3
b22. (۴۶)

بنویسیم: توانیم ͳم نتیجه در

b3 = 3b3
(r) + b3

irr = 2b22 + birr3 . (۴٧)

دیاگرام مثل تایی سه به مربوط انتگرال که است این دیدیم مثال این در که آنچه اما کرد. خواهیم استفاده بعدها بخصوص رابطه این از

این در چیزی چه شد. داده نشان (۴۶) معادله در خاصیت این شد. تجزیه تر Έکوچ خوشه های انتگرال به (٣) ش΋ل در چپ سمت

شود. ͳم داده زیر قضیه در آن ΁پاس است؟ شده ای تجزیه چنین به منجر که دارد وجود خصوص به دیاگرام

شود. ͳم تجزیه تر Έکوچ های انتگرال به خوشه انتگرال همواره پذیر کاهش دیاگرام Έی برای قضیه: n

با: است برابر ͳل΋ش چنین مربوط انتگرال کنیم. ͳم توجه (۶) ش΋ل به قضیه این اثبات برای

I :=

∫
dr1dr2f(r1 − r2)

∏
i ̸=1

driF (r1, {ri})

∏
j ̸=2

drjF (r2, {rj})

 (۴٨)

ِ علامت آن در که

: متغیر تغییر با حال .{rj} نماد برای ͳمشابه معنای با است، ri متغیرهای همه معنای به {ri}

R :=
1

2
(r1 + r2) r := r1 − r2, ξi := r1 − ri, ηj := r2 − rj , (۴٩)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به بالا انتگرال

I :=

∫
dRdrf(r)

[∏
i

dξiF ({ξi})

]∏
j

dηjF ({ηj})


١۴
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jm
<latexit sha1_base64="p7frP91yreJIUBU333VZp4gT7lQ=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFY0X5Au5RsOtvGJtklyQql9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1RwY33/21tZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHDZNkmmGdJSLRrYgaFFxh3XIrsJVqpDIS2IyGN9N68wm14Yl6sKMUQ0n7isecUeus+8eu7JbKfsWfiSxDkEMZctW6pa9OL2GZRGWZoMa0Az+14Zhqy5nASbGTGUwpG9I+th0qKtGE49mqE3LqnB6JE+2esmTm/p4YU2nMSEauU1I7MIu1qflfrZ3Z+Cocc5VmFhWbfxRngtiETO8mPa6RWTFyQJnmblfCBlRTZl06RRdCsHjyMjTOK4Hju4ty9TqPowDHcAJnEMAlVOEWalAHBn14hld484T34r17H/PWFS+fOYI/8j5/AFFOjc4=</latexit><latexit sha1_base64="p7frP91yreJIUBU333VZp4gT7lQ=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFY0X5Au5RsOtvGJtklyQql9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1RwY33/21tZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHDZNkmmGdJSLRrYgaFFxh3XIrsJVqpDIS2IyGN9N68wm14Yl6sKMUQ0n7isecUeus+8eu7JbKfsWfiSxDkEMZctW6pa9OL2GZRGWZoMa0Az+14Zhqy5nASbGTGUwpG9I+th0qKtGE49mqE3LqnB6JE+2esmTm/p4YU2nMSEauU1I7MIu1qflfrZ3Z+Cocc5VmFhWbfxRngtiETO8mPa6RWTFyQJnmblfCBlRTZl06RRdCsHjyMjTOK4Hju4ty9TqPowDHcAJnEMAlVOEWalAHBn14hld484T34r17H/PWFS+fOYI/8j5/AFFOjc4=</latexit><latexit sha1_base64="p7frP91yreJIUBU333VZp4gT7lQ=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFY0X5Au5RsOtvGJtklyQql9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1RwY33/21tZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHDZNkmmGdJSLRrYgaFFxh3XIrsJVqpDIS2IyGN9N68wm14Yl6sKMUQ0n7isecUeus+8eu7JbKfsWfiSxDkEMZctW6pa9OL2GZRGWZoMa0Az+14Zhqy5nASbGTGUwpG9I+th0qKtGE49mqE3LqnB6JE+2esmTm/p4YU2nMSEauU1I7MIu1qflfrZ3Z+Cocc5VmFhWbfxRngtiETO8mPa6RWTFyQJnmblfCBlRTZl06RRdCsHjyMjTOK4Hju4ty9TqPowDHcAJnEMAlVOEWalAHBn14hld484T34r17H/PWFS+fOYI/8j5/AFFOjc4=</latexit><latexit sha1_base64="p7frP91yreJIUBU333VZp4gT7lQ=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFY0X5Au5RsOtvGJtklyQql9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1RwY33/21tZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHDZNkmmGdJSLRrYgaFFxh3XIrsJVqpDIS2IyGN9N68wm14Yl6sKMUQ0n7isecUeus+8eu7JbKfsWfiSxDkEMZctW6pa9OL2GZRGWZoMa0Az+14Zhqy5nASbGTGUwpG9I+th0qKtGE49mqE3LqnB6JE+2esmTm/p4YU2nMSEauU1I7MIu1qflfrZ3Z+Cocc5VmFhWbfxRngtiETO8mPa6RWTFyQJnmblfCBlRTZl06RRdCsHjyMjTOK4Hju4ty9TqPowDHcAJnEMAlVOEWalAHBn14hld484T34r17H/PWFS+fOYI/8j5/AFFOjc4=</latexit>

شود. ͳم تبدیل مجزا خوشه دو به اتصال Έی کردن قط΄ با که پذیر کاهش خوشه Έی :۶ ش΋ل

∝ V b2bmbn. (۵٠)

دلیل به فقط امر این که کنید دقت شود. ͳم تجزیه کوچ΋تر های انتگرال به پذیر کاهش دیاگرام این برای خوشه انتگرال ترتیب این به

است. شده پذیر ام΋ان دیاگرام بودن پذیر کاهش

پرداخت. خواهیم آن به بعدی بخش در که شد خواهد ویریال ضرایب محاسبه در زیادی ͳخیل ͳسادگ به منجر بالا خاصیت
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ویریال بسط ۴

(۴٢) و (۴١) ی رابطه دو بین را z بایست ͳم ͳ΋فیزی روابط آوردن بدست برای ایم، کرده کار Έگراندکانونی آنزامبل با که ͳمواقع همه مثل

ͳم خوانده حالت تابع ٨ ویریال بسط که درآید زیر صورت به سری Έی ش΋ل به گاز حالت معادله تصحیح که شود ͳم باعث کار این کرد. حذف

شود.

PV

kT
= N

∞∑
l=1

al(T )

(
λ3

v

)l−1

(۵١)

دماهای در است. λ3 گرمایی حجم Έی در گاز مول΋ولهای یا ها اتم تعداد دهنده نشان پارامتر این است. λ3n یا λ3

v نسبت اینجا در بسط پارامتر

تصحیح آوردن بدست برای بنابراین است. زیاد آن مقدار زیاد های ͳالΎچ یا پایین دماهای در و Έکوچ پارامتر این مقدار پایین های ͳالΎچ یا بالا

ویریال بسط توان ͳم تفاصیل این با داشت. نگاه بسط در را بیشتری جملات بایست ͳم پارامتر، این مقدار به بسته گاز، حالت معادله از تری دقیق

زیر: مثل نوشت، مختلف های صورت به را

Pv

kT
=

∞∑
l=1

al(T )

(
λ3

v

)l−1

(۵٢)

یا و

Pv

kT
=

∞∑
l=1

al(T )
(
nλ3

)l−1 (۵٣)

بدست را رابطه این که این برای آیند. ͳم بدست bl ضرایب از ویریال ضرایب که است مسلم شوند. ͳم خوانده ٩ ویریال ضرایب al(T ) ضرایب .

آوریم: ͳم بدست (۴٢) بر  (۴١) رابطه تقیسم از بیاوریم، 

∑∞
l=1 z

lbl∑∞
l=1 lz

lbl
=
Pv

kT
(۵۴)

داشت: خواهیم نتیجه در نویسیم. ͳم ویریال بسط حسب بر را رابطه این چپ سمت ͳطرف از

∑∞
l=1 z

lbl∑∞
l=1 lz

lbl
=

∞∑
l=1

al(T )
(
nλ3

)l−1 (۵۵)

Virial Expansion٨

Virial Coefficients٩
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داشت: خواهیم نتیجه در دهیم. قرار (۴٢) رابطه از λ3

v جای به بازهم توانیم ͳم راست سمت در اما

∑∞
l=1 z

lbl∑∞
l=1 lz

lbl
=

∞∑
l=1

al

[ ∞∑
k=1

kzkbk

]l−1

. (۵۶)

به: رسیم ͳم رابطه این وسطین) (طرفین دستکاری با

∞∑
l=1

zlbl =

(∑
l=1

lzlbl

) ∞∑
l=1

al

[ ∞∑
k=1

kzkbk

]l−1

(۵٧)

یا و

∞∑
l=1

zlbl =

∞∑
l=1

al

[ ∞∑
k=1

kzkbk

]l
. (۵٨)

است: این اش ش΋ل کنیم باز را رابطه این اگر

z + z2b2 + z3b3 + z4b4 + · · · = a1(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · ·)

= a2(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · ·)2

= a3(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · ·)3

= a4(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · ·)4 + · · · (۵٩)

دهد: ͳم را زیر نتایج ͳسادگ به طرف دو در z ͳمتوال های توان مقایسه

a1 = 1

b2 = 2a1b2 + a2

b3 = 3a1b3 + 4a2b2 + a3

b4 = 4a1b4 + 6a2b3 + 4b22a2 + 3a3(2b2) + a4 · · · (۶٠)
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رسیم: ͳم زیر روابط به ͳسادگ به پایین به بالا از معادلات این حل با

a1 = 1

a2 = −b2

a3 = 4b22 − 2b3

a4 = −20b32 + 18b2b3 − 3b4 · · · . (۶١)

عبارت به اگر است. مشاهده قابل نیز مهم خاصیت Έی جا این در شوند. ͳم محاسبه bl ضرایب روی از Έی به Έی ویریال ضرایب ترتیب این به

که: شویم ͳم متوجه کنیم، توجه (۴٧) رابطه چنین هم و a3

a3 = 4b2
2 − 2b3 = 4b2

2 − 2(2b2
2 + b3

irr) = −2b3
irr, (۶٢)

برقرار نیز بالاتر های مرتبه ویریال ضرایب ͳتمام در خاصیت این است. مانده ͳباق ناپذیر کاهش خوشه تنها سوم ویریال ضریب در دهد ͳم نشان که

که کرد ثابت توان ͳم ͳکل طور به ͳیعن است.

al = −(l − 1)bl
irr (۶٣)

است. ناپذیر کاهش های خوشه شامل تنها که تفاوت این با دارد را bl تعریف همان blirr آن در که

محاسبه را ها انتگرال این نیست لازم بنویسید. را آنها به مربوط انتگرال و کنید مشخص را چهارتایی ناپذیر کاهش های خوشه تمرین: n

کنید.
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ͳواقع گاز Έی برای ویریال ضریب دومین محاسبه ۵

ͳخیل تقریب با اتم دو بین موثر نیروی بپردازیم. ͳواقع گاز Έی برای ویریال ضرایب محاسبه برای مثالهایی به توانیم ͳم ͳکل روابط این از پس

است: زیر ش΋ل به جونز لنارد پتانسیل است. لنارد‐جونز نیروی خوب

U(r) = U0

(
(
r0
r
)12 − 2(

r0
r
)6
)

(۶۴)

اربیتال ͳقطبیدگ نیرو این جاذبه قسمت منشاء است. −U0 با برابر نقطه این در پتانسیل مقدار و دارد قرار r0 نقطه در پتانسیل این کمینه مقدار

کولومبی دافعه البته تر Έنزدی های فاصله در است. ی΋دیΎر با ها دوقطبی این کنش برهم سپس و ی΋دیΎر به آنها شدن Έنزدی هنگام ͳاتم های

دومین دقیق محاسبه است. شده داده نشان (١) ش΋ل در نیرو این پتانسیل شود. ͳم ها اتم بین قوی ͳخیل دافعه پیدایش باعث ͳپاوول طرد اصل و

پتانسیل مناسب تقریب Έی با اینکه یا و کرد اتکا عددی محاسبه به یا توان ͳم نیست. مم΋ن البته ͳتحلیل طریق به پتانسیل این برای ویریال ضریب

کرد. محاسبه ͳتحلیل صورت به را ویریال ضریب سپس و کرده ساده را

است: زیر ش΋ل به پتانسیل این برای خوب تقریب Έی

U(r) =


∞ , r < r0

−U0

(
r0
r

)6
, r > r0

(۶۵)

داشت: خواهیم آن نتیجه در که

f(r) =


−1 , r < r0

eβU0( r0
r )

6

− 1 ≈ βU0

(
r0
r

)6
, r > r0

(۶۶)

کنیم:  محاسبه مجزا قسمت دو به انتگرال محدوده تقسیم با و زیر ترتیب به را ویریال ضریب دومین توانیم ͳم حال

a2 = −b2 = −1

2

1

λ3
1

V

∫
dr1dr2f(|r1 − r2|)

= −1

2

1

λ3
4π

∫
r2drf(r). (۶٧)

یا و

a2 =
2π

λ3

∫ r0

0

r2dr +
2π

λ3
U0

kT

∫ ∞

0

r2
(r0
r

)6
(۶٨)
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که: دهید نشان و کنید کامل را محاسبه این تمرین: n

a2 =
1

3

2π

λ3
r30(1−

U0

kT
) (۶٩)

کنید: کامل را زیر مراحل اید آورده دست به ویریال ضریب دومین برای که مقداری از استفاده با تمرین:  n

ͳیعن بنویسید، دو رتبه تا را ویریال بسط نخست الف:

Pv

kT
= 1 + a2

λ3

v
(٧٠)

درآورید: زیر صورت به را معادله این و

P =
kT

v

(
1 +

2π

3

r30
v
(1− U0

kT
)

)
≡ kT

v
(1 +

B2(T )

v
) (٧١)

آن در که

B2(T ) :=
2πr30
3

(1− U0

kT
). (٧٢)

ͳیعن وانداروالس حالت معادله ب:

(P +
a

v2
)(v − b) ≈ kT (٧٣)

کنید. ͳبازنویس زیر صورت به را معادله این b≪ v تقریب گرفتن نظر در با بΎیرید. نظر در

P =
kT

v

(
1 +

b− a
kT

v

)
. (٧۴)

که: دهید نشان و کنید تعیین را b و a ͳشناخت پدیده پارامترهای مقادیر پ:

b =
2πr30
3

, a =
2πr30
3

U0. (٧۵)
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ͳکوانتوم های سیستم برای ای خوشه بسط ۶

باعث که است ͳپاوول طرد اصل اول نکته کنیم. توجه مهم نکته چند به بایست ͳم ͳکوانتم های سیستم به Έکلاسی ای خوشه بسط تعمیم برای

شود. محدود اند پادمتقارن کاملا یا متقارن کاملا یا ها حالت آن در که ͳخاص زیرفضای به ی΋سان ذرات از ای مجموعه هیلبرت فضای شود ͳم

که مجزا قسمت دو به را پارش تابع توانیم ͳنم م΋ان و تکانه به مربوط عملΎرهای نشدن جابجا دلیل به ͳکوانتوم های سیستم در اینکه هم دوم نکته

سیستم برای را ای خوشه بسط انجام ها تفاوت همین کنیم. تجزیه است ذرات بین های کنش برهم از ͳناش دیΎری و ͳجنبش انرژی از ͳناش ͳ΋ی

ی΋سان ذرات از که ای ذره N دستگاه Έی ͳهامیلتون که کنیم ͳم دقت نخست نکات این بهتر فهم برای کند. ͳم دشوار بسیار ͳکوانتوم های

دیΎر: عبارت به شود. ͳم جابجا جایΎشت عملΎرهای با شده تش΋یل

[H,P ] = 0, P ∈ SN . (٧۶)

دهیم، نمایش V با را ذره Έی هیلبرت فضای اگر است. گروه این از ͳدلخواه عضو هر P و است ذرات این بین جایΎشت گروه SN اینجا در

از: عبارتند آن پایه بردارهای که VN := V ⊗ V ⊗ V · · ·V از است عبارت ذره N هیلبرت فضای آنگاه

{|r1, r2, · · · rN} (٧٧)

دو این فضاست. این از پادمتقارن کاملا یا متقارن کاملا زیرفضای ترتیب به بل΋ه نیست فضا این ͳتمام ها فرمیون و ها بوزون هیلبرت فضای اما

اند: خاصیت این دارای ترتیب به فضا دو این بردارهای دهیم. ͳم نشان V− و V+ با ترتیب به را زیرفضا

P |ψ⟩ = (±)|P ||ψ⟩, (٧٨)

فرمیون و ها بوزون به مربوط عملΎرهای و پایه های حالت چنین هم و فضاها تشخیص برای بعد به این از است. P جایΎشت درجه |P | آن در که

زیر صورت به توان ͳم را ͳقبل رابطه بنابراین است. −1 ها فرمیون برای و +1 با برابر ها بوزون برای علامت این بریم. ͳم کار به را ζ ِ علامت ها

نوشت:

P |ψ⟩ζ = ζ |P ||ψ⟩ζ . (٧٩)

شود: ͳم تعریف زیر ترتیب به فضاها این پایه بردارهای
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|r1, r2, · · · rN ⟩ζ :=
1

N !

∑
P∈SN

ζ |P ||rP1, rP2, · · · rPN ⟩ (٨٠)

تمرین: n

است: زیر ش΋ل به پایه بردارهای این بهنجارش که کنید ثابت

ζ⟨r′1, r′2, · · · r′N |r1, r2, · · · rN ⟩ζ =
1

N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δ(r1 − r′1) δ(r1 − r′2) δ(r1 − r′N )

δ(r2 − r′1) δ(r2 − r′2) δ(r2 − r′N )

δ(rN − r′1) δ(rN − r′2) δ(rN − r′N )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ζ

(٨١)

دترمینان عبارت همان ماتریس Έی پرمننت از منظور کنیم. ͳم محاسبه را دترمینان ها فرمیون برای و ١٠ پرمننت ها بوزون برای راست طرف در که

ندارد. وجود مختلف جملات بین ͳمنف علامت گونه هیچ که مهم تفاوت این با است

کنید. معین را آنها بهنجارش و بنویسید را ای ذره سه و ای ذره دو فضای پایه بردارهای تمرین: n

کنیم. ͳم تعریف را زیر ای ذره N عملΎر n

S =
1

N !

∑
P∈SN

(ζ)|P |P.

بنویسیم: توانیم ͳم ترتیب این به

|r1, r2, · · · rN ⟩ζ = S|r1, r2, · · · rN ⟩. (٨٢)

ͳیعن تصویرگراست،  عملΎر Έی عملΎر این که دهید نشان تمرین: n

S2 = S.

S = 1
2 (I + P1,2). داریم: ذره دو برای مثلا بنویسید. را S عملΎر ای ذره سه و ای ذره دو سیستم برای

Permanent١٠
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هستند: زیر بودن کامل رابطه دارای بردارها این که دهید نشان تمرین: n

∫
dr1dr2 · · · drN |r1, r2, · · · rN ⟩ζ ζ⟨r1, r2, · · · rN | = S (٨٣)

کند. ͳم عمل واحد عملΎر مثل Vζ فضای روی S عملΎر که کنید دقت

ای چندذره فضاهای روی که کنید ثابت ͳیعن کنید. تحقیق ͳبوزون و ͳفرمیون ای ذره دو زیرفضاهای برای را موضوع این ͳدرست تمرین:  n

کند. ͳم عمل واحد مثل S عملΎر

با: است برابر پارش تابع که دانیم ͳم پردازیم. ͳم پارش تابع محاسبه به حال

ZN = Trζ(e
−βH) (٨۴)

داشت: خواهیم بنابراین است. Vζ فضای روی رد محاسبه معنای به Trζ آن در که

ZN = Trζ(e
−βH) = Tr(e−βHS)

= Tr(e−βH

∫
dr1dr2 · · · drN |r1, r2, · · · rN ⟩ζ ζ⟨r1, r2, · · · rN |)

=

∫
dr1dr2 · · · drN ⟩ζ⟨r1, r2, · · · rN |e−βH |r1, r2, · · · rN ⟩ζ (٨۵)

قرار ی΋سان ͳخارج پتانسیل در و هستند هم مثل ذرات همه زیرا شود ͳم جابجا ای ذره بس ͳهامیلتون با S عملΎر که کنیم ͳم دقت حال

بنابراین دارند.

[H,S] = 0

بنویسیم: توانیم ͳم  (٨٢) رابطه و (٨۵) رابطه به توجه با بنابراین

ZN =

∫
dr1 · · · drN ⟨r1, · · · rN |Se−βHS|r1, · · · rN ⟩

=

∫
dr1 · · · drN ⟨r1, · · · rN |e−βHS2|r1, · · · rN ⟩

=

∫
dr1 · · · drN ⟨r1, · · · rN |e−βHS|r1, · · · rN ⟩ = Tr(e−βHS), (٨۶)

(٨٢) رابطه از اول سطر در آن در که
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Έی پارش تابع محاسبه ترتیب این به ایم. کرده استفاده S2 = S رابطه از آخر سطر در بالاخره و [H,S] = 0 رابطه از دوم سطر در و  

ͳمعمول هیلبرت فضای کل روی جدید عملΎر Έی رد محاسبه به شود ͳم تبدیل ͳبوزون یا ͳفرمیون هیلبرت زیرفضای روی ای ذره بس سیستم

:ͳیعن نیست). پادمتقارن یا پادمتقارن دیΎر که فضایی ͳیعن)

ZN = tr(e−βHS). (٨٧)

پتانسیل و ͳجنبش انرژی از ͳناش همیشه مثل e−βH و ͳفرمیون یا ͳبوزون ذرات آمار از ͳناش S آن در که e−βHS از است عبارت جدید عملΎر این

زیر صورت به را Έکلاسی پارش تابع که بیاوریم خاطر به اند. شده Έتفکی ی΋دیΎر از ͳروشن به عامل دو این اثرات ترتیب این به است. ذرات

بودیم: جداکرده

ZN =
1

λ3NN !
QN (٨٨)

برای ترتیب همین به است. ذرات بین های کنش برهم آثار دربردارنده که بود ͳمختصات پارش تابع QN و آزاد پارش تابع 1
λ3NN !

عبارت آن در که

صورت به را (٨٧) رابطه کنیم، مقایسه خوبی به Έکلاسی های سیستم با ͳکوانتوم های سیستم برای را ای خوشه بسط بندی صورت بتوانیم آنکه

کنیم: ͳم ͳبازنویس زیر

ZN =
1

λ3NN !
Tr(WN ) (٨٩)

آن در که

WN = N !λ3Ne−βHS. (٩٠)

است. Tr(WN ) = λ3NN !Tr(e−βHS) عبارت است گرفته ͳکوانتوم حالت در را ͳمختصات پارش تابع جای که آنچه بینیم ͳم ترتیب این به

آوریم: گردهم اینجا در را پارش تابع دو هر است بهتر

QN =

∫
dr1dr2 · · · drNe−β

∑
i<j U(ri−rj) Έکلاسی آماری Έانی΋م (٩١)
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QN =

∫
dr1dr2 · · · drNW (r1, r2, · · · rN ) ͳکوانتوم آماری Έانی΋م (٩٢)

آن در که

W (r1, r2, · · · rN ) := ⟨r1, r2, · · · rN |WN |r1, r2, · · · rN ⟩.

بفهمیم. را WN ͳماتریس عناصرقطری بایست ͳم ای خوشه بسط بهتر فهم برای بنابراین

که دهید نشان تمرین: n

⟨r1|W1|r′1⟩ = e−
|r1−r′1|2

λ

2

,

شود: ͳم نتیجه آن از که

W (r1) = ⟨r1|W1|r1⟩ = 1.

که: دهید نشان و کنید حساب را ⟨r1, r2|W2|r′1, r′2⟩ ͳماتریس عنصر ندارد. وجود ͳکنش برهم هیچ که کنید فرض تمرین این در تمرین: n

⟨r1, r2|W2|r′1, r′2⟩ =

∣∣∣∣∣∣∣
f(r1 − r′1) f(r1 − r′2)

f(r2 − r′1) f(r2 − r′2)

∣∣∣∣∣∣∣ (٩٣)

آن در که

fr(r) = e−2π r2

λ2 . (٩۴)

که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه ⟨r1, r2|W2|r1, r2⟩ ͳماتریس عنصر به اگر خصوص به

⟨r1, r2|W2|r1, r2⟩ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 f(r1 − r2)

f(r2 − r1) 1

∣∣∣∣∣∣∣ (٩۵)

کند: ͳم میل Έی سمت به ͳماتریس عنصر این باشد، گرمایی موج طول از بزرگتر ͳخیل |r1 − r2| اگر که است این دهنده نشان که

W2 −→ 1 |r1 − r2| ≫ λ. (٩۶)

٢۵



: که دهید نشان نداریم، کنش برهم که ͳوقت برای بازهم تمرین: n

⟨r1, r2, · · · rN |WN |r′1, r′2, · · · r′N ⟩ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f(r1 − r′1) f(r1 − r′2) · · · f(r1 − r′N )

f(r2 − r′1) f(r2 − r′2) · · · f(r2 − r′N )

· · · · · · · · · · · ·

f(rN − r′1) f(rN − r′2) · · · f(rN − r′N )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(٩٧)

.f(r) = e−2π r2

λ2 آن در که

تمرین: n

بΎیرید: نظر در را زیر ͳماتریس عنصر

W3(r1, r2, r3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(r1 − r2) f(r1 − r3)

f(r2 − r1) 1 f(r2 − r3)

f(r3 − r1) f(r3 − r2) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(٩٨)

داریم: حد این در که دهید نشان کنید. مطالعه است |r1−r2| ≫ λ , |r1−r3⟩ ≫ λ که ͳوقت که ͳوقت را ͳعنصرماتریس این رفتارحدی

W3(r1, r2, r3) −→W2(r2, r3). (٩٩)

حالت Έی در که دهید نشان و بΎیرید نظر در را W4(r1, r2, r3, r4) ≡ ⟨r1, r2, r3, r4|W4|r1, r2, r3, r4⟩ ͳماتریس عنصر تمرین: n

داریم: است، λ از بیشتر ͳخیل ۴ و ٣ ذرات جفت از ٢ و ١ ذرات جفت فاصله ͳوقت حدی

W4(r1, r2, r3, r4) −→W2(r1, r2)W2(r3, r4). (١٠٠)

از بیشتر ͳخیل ی΋دیΎر از آنها فاصله که بΎیرند قرار B و A جداگانه گروه دو در ذرات مجموعه هرگاه که کنید ثابت ͳکل طور به تمرین: n

است:  برقرار زیر رابطه باشد، گرمایی فاصله

(١٠١)

W (r1, · · · ri · · · rNA
; rNA+1, · · · , rj , rNA+NB

) ≈W (r1, · · · , ri, · · · rNA
)W (rNA+1, · · · , rj , · · · rNA+NB

),
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کنش برهم بدون حالت برای تابع این دقیق محاسبه بر ͳمتک گفتیم W (r1, r2, · · · rN ) تابع شدن خوشه خوشه نحوه باره در کنون تا که آنچه

نوع همان بازهم که داشت انتظار توان ͳم ͳحس و شهودی دلایل به اما کرد محاسبه را تابع این توان ͳنم طبیعتا داریم کنش برهم که ͳوقت بود.

ایم گذاشته قرار ͳسادگ (برای کنیم. ͳم تعریف زیر صورت به را U(r1, r2, · · · rN ) توابع که است دلیل همین به باشد. برقرار ای خوشه ساختار

( اخر. ͳال و باشد W (r1, r2) همان W (1, 2) معنای که

W (1) =: U(1)

W (1, 2) =: U(1)U(2) + U(1, 2)

W (1, 2, 3) =: U(1)U(2)U(3) + U(1, 2)U(3) + U(1, 3)U(2) + U(2, 3)U(1) + U(1, 2, 3)

W (1, 2, 3, 4) =: U(1)U(2)U(3)U(4) + U(1, 2)U(3, 4) + U(1, 3)U(2, 4) + · · ·

+ U(1)U(2, 3, 4) + · · ·U(1, 2, 3)U(4) + U(1, 2, 3, 4). (١٠٢)

ͳم هم جا این در دادیم، بسط ها خوشه حسب بر را ZN Έکلاسی پارش تابع که شیوه همان به بینیم ͳم کنیم دقت جملات این ساختار به اگر

های استدلال ͳتمام واق΄ در هاست. خوشه به مربوط عبارت است متفاوت که چیزی تنها دهیم. بسط ها خوشه حسب بر را پارش تابع توانیم

این نتیجه کنیم. ͳنم تکرار تفصیل به را ها استدلال آن جهت همین به برقرارند. کاست و کم بی نیز اینجا در بردیم کار به جا آن در که ͳترکیبیات

بود:  خواهد

ZN =
1

λ3NN !

′∑
{ml}

∏
l=1

N !

l!mlml!
Jm1
1 Jm2

2 · · · Jml

l · · · (١٠٣)

∑∞
l=1 lml = N قید در که است هایی ml تمام روی جم΄ ،Έکلاسی حالت مثل آن در که

و کنند صدق

Jl =

∫
dr1dr2 · · · drlU(r1, r2, · · · rl). (١٠۴)

کرد: ساده زیر ترتیب به را (١٠٣) عبارت توان ͳم

ZN =

′∑
{ml}

∞∏
l=1

1

ml!
(
Jl
l!λ3l

)ml (١٠۵)
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تعریف با

bl :=
1

l!λ3(l−1)V
Jl

ویا

bl :=
1

l!λ3(l−1)V

∫
dr1dr2 · · · drlU(r1, r2, · · · rl), (١٠۶)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به  (١٠۵) عبارت

ZN =

′∑
{ml}

∞∏
l=1

1

ml!
(
V bl
λ3

)ml (١٠٧)

بنویسیم: و کنیم استفاده Έگراندکانونی آنزامبل از توانیم ͳم است مقید جم΄ Έی جم΄ این که آنجا از

lnZ(z, V, T ) =

∞∑
N=0

zNZN =

∞∑
{ml}=0

∞∏
l=1

1

ml!
(
zlV bl
λ3

)ml

=

∞∏
l=1

∞∑
ml=0

1

ml!
(
zlV bl
λ3

)ml

=

∞∏
l=1

exp(
V

λ3
zlbl)

= exp(
V

λ3

∞∑
l=1

zlbl) (١٠٨)

نتیجه در و

lnZ(z, V, T ) =
PV

kT
=
V

λ3

∞∑
l=1

zlbl (١٠٩)

و

N = z
∂ lnZ(z, V, T )

∂z
=
V

λ3

∞∑
l=1

lzlbl. (١١٠)

بسط نوع که آنجا از رسید. (۵٢) رابطه ͳیعن ویریال بسط به توان ͳم دیدیم، Έکلاسی گاز مورد در که ͳل΋ش همان به رابطه دو این ترکیب از

اینجا در (۶١) روابط ͳیعن بود. خواهد Έکلاسی گاز ش΋ل همان به bl ضرایب با نیز ویریال ضرایب رابطه است ͳ΋ی Έکلاسی گاز با بالا های

ͳکوانتوم حالت در و (٢٨) رابطه توسط Έکلاسی حالت در که است bl ضرایب به مربوط های عبارت دارد تفاوت که چیزی تنها برقرارند. نیز
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شوند. ͳم داده (١٠۶) رابطه توسط

ͳکوانتوم ای خوشه بسط ضرایب محاسبه ٧

بایست ͳم bl در موجود انتگرال محاسبه برای است. (١٠۶) تعریف با مطابق bl ضرایب محاسبه نیازمند ͳکوانتوم ای خوشه بسط که دیدیم

عنوان به شود. ͳم محاسبه k < l با Wk مشابه جملات و Wl(r1, r2, · · · rl) حسب بر عبارت این خود و کنیم تعیین را Ul(r1, r2, · · · rl)

داریم: مثال

b1 =
1

V

∫
drU1(r) =

1

V

∫
drW1(r) (١١١)

داریم همواره که دهید نشان تمرین: n

b1 = 1

.

داریم: چنین هم

b2 =
1

λ3V

∫
dr1dr2U(r1, r2)

=
1

2λ3V

∫
dr1dr2 [W (r1, r2)−W (r1)W (r2)] . (١١٢)

ͳم نیز ها bl ͳیعن بسط بالاتر ضرایب درمحاسبه Wاست. (r1, r2) := 2!λ6⟨r1, r2|Ŵ |r1, r2⟩ ͳماتریس عنصر تعیین محاسبه این در ͳاصل عنصر

بایست ͳم al ویریال ضریب محاسبه برای که دانیم ͳم (۶٠) روابط از کنیم. حساب بیشتر ذرات تعداد برای را عملΎر این ͳماتریس عناصر بایست

W (r1),W (r1, r2), · · ·W (r1, · · · rl) ͳماتریس عناصر دانستن نیازمند نیز ضرایب این همه محاسبه کنیم. محاسبه را b1, b2, · · · bl ضرایب

تحت ذره دو آن در که شرودینگر ای ذره دو معادله حل با ͳیعن زحمت با توان ͳم را W (r1, r2) است. 1 با برابر W (r1) که دانیم ͳم است.

شود ͳم تبدیل ای ذره تک مسئله Έی به نسبی مختصات و جرم مرکز مختصات به رفتن با مسئله این کرد. حل دارند قرار Ω(r1 − r2) پتانسیل

a2 ویریال ضریب توانیم ͳم ترتیب این به است. شده ابداع آن حل برای زیادی های Έتکنی و شده مطالعه تفصیل به ͳکوانتوم Έانی΋م در که
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را شرودینگر معادله توانیم ͳم ما که نیست این حرف این معنای (البته کنیم. حساب ͳاختلال روش Έی کاربردن به بدون و ͳتحلیل صورت به را

ویریال ضرایب محاسبه برای اما ( نیست. انرژی طیف تمام تعیین نیازمند واقعا b2 محاسبه زیرا کنیم، حل ͳپتانسیل هر برای ͳتحلیل صورت به

این محاسبه برای اند. نبوده موفق ای معادله چنین حل برای ͳتحلیل های روش کنون تا و هستیم ذره چند برای شرودینگر معادله حل نیازمند بعدی

دهیم. ͳم توضیح را ͳاختلال روش این زیر در ببریم. کار به ͳاختلال روش Έی بایسیت ͳم ضرایب

و مفاهیم تمام کنیم. حساب k ≤ l برای را Wk تمام بایست ͳم Ul محاسبه برای که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه Wl و Ul بین رابطه به اگر

ما مسئله ایم کرده حساب را W2(r1, r2) ͳقبل رتبه در که آنجا از گرفت. یاد b3 محاسبه ͳیعن ساده مثال Έی از توان ͳم را محاسبه های روش

.W3(r1, r2, r3) محاسبه به شود ͳم تبدیل

ͳماتریس عناصر محاسبه محتاج کار این W3(r1, r2, r3) تعریف به توجه با شود. ͳم انجام چΎونه محاسبه این که است این سوال

ͳیعن است ذره سه ͳهامیلتون H و است (r1, r2, r3) از ͳشتΎجای (r′1, r
′
2, r

′
3) آن در که است ⟨r1, r2, r3|e−βH |r′1, r′2, r′3⟩

H ≡ T +Ω =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
+
P 2
3

2m
+Ω12 +Ω13 +Ω23. (١١٣)

که این به ͳربط و است ͳکل کاملا گوییم ͳم بعد به این از که آنچه است. ذره سه ͳهامیلتون طیف ͳتمام محاسبه بدون e−βH محاسبه ما هدف

ندارد. است بیشتر یا ای ذره دو آیا که هم پتانسیل فرم به ͳحت ندارد. داریم کار و سر ذره سه با تنها

است. ذرات پتانسیل انرژی Ω و ذرات ͳجنبش انرژی T آن در که است e−β(T+Ω) عملΎر ͳماتریس عناصر محاسبه ما ͳاصل هدف

T =

N∑
i=1

P 2
i

2m
Ω =

∑
i<j

Ωij (١١۴)

همان از کار این برای بدهیم. ترتیب Ω ͳمتوال قوای حسب بر ͳاختلال بسط Έی توانیم ͳم و هستند Έکوچ ها کنش برهم که است این فرض

Έی تنها استفاده این که کنیم دقت باید بریم. ͳم کار به ͳکوانتوم Έانی΋م در دیراک تصویر یا کنش برهم تصویر در که کنیم ͳم استفاده ͳروش

منظور این به نیست. آماری Έانی΋م و ͳکوانتوم Έانی΋م بین ͳمفهوم ارتباط نوع هیچ دهنده نشان ش΋ل این به و است ͳمحاسبات و ͳفن استفاده

کنیم: ͳم تعریف را زیر عملΎر

R(β) := eβT e−βH . (١١۵)
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آوریم: ͳم بدست β به نسبت گیری مشتق با .R(0) = I که کنید دقت

dR

dβ
= eβTTe−βH + eβT (−H)e−βH

= −eβTΩe−βH (١١۶)

تعریفِ  با یا و

ΩI(β) = eβTΩe−βT ,

dR

dβ
= −(eβTΩe−βT )R = −ΩI(β)R(β). (١١٧)

پیدا ͳبستگ دما به عملΎر این داریم، ΩI(β) از که ͳتعریف با ͳول ندارند ͳبستگ دما به Ω =
∑

i<j Ωij ͳیعن ها کنش برهم خود که کنید دقت

مستقل پتانسیل ͳیعن افتد ͳم ١١ کنش برهم تصویر یا دیراک تصویر به شرودینگر تصویر از رفتن در که است ͳاتفاق همان شبیه درست این کند. ͳم

شود. ͳم زمان به وابسته زمان از

از: است عبارت (١١٧) معادله فرمال حل

R(β) = I −
∫ β

0

ΩI(β1)R(β1)dβ1. (١١٨)

رسیم: ͳم زیر ͳاختلال بسط به رابطه این تکرار با

R(β) = I −
∫ β

0

ΩI(β1)dβ1 +

∫ β

0

dβ1

∫ β1

0

dβ2ΩI(β1)ΩI(β2)− · · · . (١١٩)

جملات باشند، Έکوچ kT به نسبت Ω همان یا ΩI های درایه اندازه ͳوقت که معنا این به بالاست، دمای بسط Έی رابطه این که گفت توان ͳم

R(β) = eβT e−βH تعریف به توجه با چنین هم و ΩI(β) = eβTΩe−βT که آنجا از بود. خواهند Έکوچ هستند Ωdβ مرتبه از که بسط ͳمتوال

آوریم: ͳم بدست

e−βH = e−βTR(β) = e−βT

−
∫ β

0

dβ1e
−(β−β1)TΩe−β1T

Dirac Picture or Interaction Picture١١
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+

∫ β

0

∫ β1

0

dβ1dβ2e
−(β−β1)TΩe−(β1−β2)TΩe−β2T

− · · · . (١٢٠)

از H اینکه ͳیعن کنیم استفاده ای ذره سه تابع محاسبه برای بسط این از بود قرار که آوریم ͳم یاد به اکنون اما است ͳکل کاملا بسط این چه اگر

داریم: صفرم رتبه در است. (١١٣) نوع

⟨r1, r2, r3|W |r′1, r′2, r′3⟩(0) = ⟨r1, r2, r3|e−βT |r′1, r′2, r′3⟩

= ⟨r1|e−β
P2
1

2m |r′1⟩⟨r2|e−β
P2
2

2m |r′2⟩⟨r3|e−β
P2
3

2m |r′3⟩

= f(r1 − r′1)f(r2 − r′2)f(r3 − r′3), (١٢١)

در را اول رتبه لااقل بایست ͳم و شود ͳنم دیده ها کنش برهم آثار صفرم رتبه در که است ͳطبیع است. شده داده (؟؟) رابطه در f(r) آن در که

شود: اضافه (١٢١) به بایست ͳم زیر جمله رتبه این در بΎیریم. نظر

⟨r1, r2, r3|W |r′1, r′2, r′3⟩(1) =
∫ β

0

dβ1⟨r1, r2, r3|e−(β−β1)TΩe−βT1 |r′1, r′2, r′3⟩ (١٢٢)

است. محاسبه قابل الاصول ͳعل دارد وجود انتگرال این در که ای ͳماتریس عنصر

است: زیر ش΋ل به فوق ͳماتریس عنصر Ω(ri − rj) = ωδ3(ri − rj) برای ͳیعن سخت هسته پتانسیل برای که دهید نشان تمرین:  n

⟨r1, r2, r3|W |r′1, r′2, r′3⟩(1) = ω3

∫
dx1dx2dx3e

− 2π
λ2 (

∑3
i=1 |ri−xi|2)− 2π

µ2 (
∑3

i=1 |r′i−xi|2) (١٢٣)

آن در که

λ =

√
h2(β − β1)

2πm
µ =

√
h2(β1)

2πm
. (١٢۴)

بخش و است ͳطولان ͳول سرراست محاسبه این شود. ͳم ͳگاووس انتگرال Έی به منجر (١٢٢) انتگرال در ͳماتریس عنصر این دادن قرار

که دهد ͳم نشان مثال این آورد. بدست نیز را ویریال ضریب سومین توان ͳم ترتیب این به شود. انجام عددی صورت به بایست ͳم حتما آن نهایی

را مسئله نهایتا توان ͳم که معنا این به است پذیر ام΋ان الاصول ͳعل ای خوشه بسط طریق از ͳکوانتوم ͳواقع گاز Έی برای ویریال ضرایب محاسبه

پرزحمت و ͳطولان محاسبه روش این که پیداست اما پذیرند. انجام ͳشخص های رایانه توسط ͳبراحت که داد تقلیل هایی انتگرال عددی محاسبه به
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شرح به آینده درس در و است مثبت سوال این ΁پاس دارد؟  وجود ی΋سان ذرات مطالعه برای موثرتری و بهتر فرمالیزم آیا که است این سوال است.

پرداخت. خواهیم آن
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