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شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳکریم وحید

١٣٩٧ آبان ٣

مقدمه ١

ͳنم انرژی مبادله خود پیرامون محیط با که است بسته سیستم Έی است رسیده تعادل به که ما نظر مورد سیستم که کردیم فرض گذشته درس در

را Ω(E,N,X) اگر است. E از کوچ΋تر بسیار بسیار ∆E آن در که است E + dE و E بین مقداری یا E ثابت مقدار آن انرژی ͳیعن کند

داشت خواهیم آنگاه هستند، سیستم فزونور های پارامتر دیΎر X آن در که کنیم حساب ͳسیستم چنین برای بتوانیم

S(E,N,X) = k lnΩ(E,N,X)
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قرار است. گرفته قرار مشخص دمای Έی در باشد، داشته انرژی مقدارمشخص Έی آنکه جای به ما نظر مورد سیستم که کنیم فرض بیایید حال

ͳحرارت منبع و است رسیده تعادل حال به T ثابت دمای در ͳحرارت منبع Έی با ما سیستم که است این معنای به مشخص دمای Έی در گرفتن

مقدار آن انرژی که بΎوییم توانیم ͳنم دیΎر است تماس در ͳحرارت منبع Έی با ما سیستم که آنجا از است. بزرگ بسیار بسیار سیستم خود به نسبت

با بسته سیستم Έی عنوان به هم با را منبع و سیستم توان ͳم که است آن مهم نکته کنند. ͳم انرژی مبادله هم با منبع و سیستم بل΋ه است، ͳثابت

.(١) ش΋ل گرفت، نظر در ثابت انرژی
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. دارد. انرژی مبادله اش محیط با است رسیده تعادل به محیط با که سیستم Έی :١ ش΋ل

خصوص به می΋روحالت Έی در سیستم آنکه احتمال پرسیم ͳم خود از حال است. تر بزرگ بسیار سیستم از منبع که کنیم دقت باید چنین هم

΁پاس و کنیم استفاده آماری Έانی΋م موضوع اصل از چنان هم توانیم ͳم است بسته سیستم Έی منبع بعلاوه سیستم که آنجا از است؟ چقدر باشد i

بΎیرید نظر در را ͳ΋کوچ ͳخیل سیستم کنیم. توجه گوییم، ͳم ١ بازی اسباب مدل آن به اصطلاحا که زیر ساده مثال به بیایید بیابیم. را سوال این

شش جمعاً سیستم این گیرد. ͳنم جای گوی Έی از بیشتر خانه هر در دارند. قرار ی΋سان گوی دو آن در و نیست بیشتر خانه چهار دارای که

باشد، نداشته انرˌژی کنش برهم نوع هیچ بیرون دنیای با و باشد بسته کاملا سیستم این اگر اند. شده داده نشان ٢ ش΋ل در که دارد می΋روحالت

سیستم Έی با تماس در سیستم این که کنید فرض حال است. P = 1
6 با برابر هرکدام احتمال و دارند ی΋سان احتمال می΋روحالت شش این همه

مبادله هم با توانند ͳم دو این ͳول دهد ͳنم رخ ذره مبادله بزرگ و Έکوچ سیستم بین است. بسته سیستم دو مجموع و است گرفته قرار تر بزرگ

آوردن بدست ما مسئله نیست. برابر هم با آنها احتمال حالا ͳول تاست. ۶ Έکوچ سیستم های می΋روحالت تعداد بازهم .(٣) ش΋ل کنند. انرژی

مبنای بر که کنیم ͳم توجه آماری Έانی΋م ͳاساس اصل به بازهم سوال این به ΁پاس برای است. جدید وضعیت در می΋روحالت شش این احتمال

است، i = 1, · · · 6 شماره وضعیت در سیستم که ͳوقت کنید فرض هستند. احتمال هم بزرگ سیستم  + Έکوچ سیستم های می΋روحالت همه آن

Toy Model١

٢
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4 5 6

است. می΋روحالت شش دارای که ساده سیستم Έی از ͳمثال :٢ ش΋ل

با: است برابر محیط  + سیستم های می΋روحالت کل تعداد صورت این در باشد. Ω2(i) با برابر بزرگ سیستم های می΋روحالت تعداد

Ω = Ω1 +Ω2 + · · ·Ω6. (١)

با است برابر باشد i شماره می΋روحالت در ما نظر مورد سیستم اینکه احتمال

P (i) =
Ωi

Ω
(٢)

.

که E −Ei با است برابر بزرگ سیستم انرژی صورت این در است Ei انرژی دارای که باشد i شماره می΋روحالت در سیستم اگر که دانیم ͳم

بنویسیم: باید بنابراین است. سیستم کل انرژی E  آن در

P (i) =
Ω2(E − Ei)

Ω
(٣)

٣



BA

می΋روحالت تعداد با است متناسب باشد ها می΋روحالت این از ͳ΋ی در سیستم اینکه احتمال محیط. و سیستم از معین می΋روحالت دو :٣ ش΋ل

. محیط. های

نگاه را E1 مرتبه قوای و دهیم بسط E حول را فوق عبارت راست طرف خواهیم ͳم است. E1 << E که کنیم ͳم توجه نکته این به حال

دانیم ͳم دهیم، نشان N2 با را منبع آزادی درجات تعداد اگر واق΄ در است. تیزی بسیار بسیار تابع Ω2(E − E1) که کنیم ͳم توجه اما کنیم.

E1 از ١ مرتبه تنها داشتن نگاه و E حول ͳتابع چنین دادن بسط است. بزرگ بسیار عددی N2 آن در که Ω2(E − E1) ∝ (E − E1)
N2 که

نوشت: و کرد استفاده ای جمله دو بسط از توان ͳنم مثلا شود. ͳم فاحش خطای باعث

(E − E1)
N2 = EN2 −N2E1E

N2−1 +O(E2
1)

از است عبارت ایم نگرفته نظر در که بعدی جمله زیرا

N1(N2 − 1)

2
E2

1E
N1−2 =

(
N2

2

)
E2

1E
N2−2

۴



نوشت: و داد بسط را Ω2 لΎاریتم بایست ͳم خطا این از جلوگیری برای باشد. تر بزرگ است مم΋ن اول جمله از N1(N2−1)
2 ضریب به توجه با که

lnP1(i) = lnΩ2(E − E1)

= lnΩ2(E)− E1
∂ lnΩ2(E)

∂E

= c− βE1 (۴)

آن در که

β =
∂ lnΩ2(E)

∂E
=

1

kT

طرفین رساندن توان به از پس است. i می΋روحالت انرژی E1 بالا عبارت در که کنیم ͳم یاداوری ندارد. E1 به ͳبستگ که است ثابت ضریب Έی

کنیم: ͳبازنویس زیر ش΋ل به را آن توانیم ͳم بالا عبارت

P1(i) =
1

Z
e−βE1(i)

بنویسیم: زیر ش΋ل به را بالا نتیجه و برداریم را ١ اندیس توانیم ͳم نداریم کاری نیز محیط با دیΎر چون است. ثابت ضریب Έی Z آن در که

با: است برابر باشد i می΋روحالت Έی در آنکه احتمال دارد قرار T مشخص دمای در سیستم Έی که ͳوقت n

P (i) =
1

Z
e−βEi

با: است برابر و آید ͳم بدست احتمالات بهنجارش شرط از Z ثابت است. i می΋روحالت انرژی Ei آن در که

Z =
∑
i

e−βEi .

است مم΋ن دارد. E انرژی سیستم این که باشد i مشخص̥ می΋روحالت Έی در سیستم که است این احتمال چپ طرف که کنید دقت

دانستن به علاقمند اگر دهیم. ͳم نشان g(E) با را تعداد این باشد. E با برابر آنها انرژی که باشند داشته وجود متعددی های می΋روحالت

خواهیم نتیجه در کنیم. جم΄ هم با را ها می΋روحالت این تمام احتمال بایست ͳم باشد، E انرژی دارای سیستم که هستیم این احتمال

داشت:

P (E) =
1

Z
g(E)e−βE , (۵)

آن در که

Z =
∑
E

g(E)e−βE . (۶)

۵



تابع را آن که Z از چیز همه که دید خواهیم Έکانونی آنزامبل در آید. ͳم بدست Ω(E) از چیز همه که دیدیم Έروکانونی΋می آنزامبل در

جایی در همیشه مثل .Ω(E) برای مولد تابع Έی جز نیست چیزی Z که دریابد تواند ͳم دقیق خواننده بازهم آید. ͳم بدست گوییم ͳم ٢ پارش

را E بودن ثابت قید آنکه دلیل (به مولد تابع و برد پناه آن مولد تابع به توان ͳم باشد، سخت خاص E Έی برای Ω(E) مثل تابع Έی محاسبه که

است. تر آسان اش محاسبه ندارد)

متوسط نخست آˡیند. ͳم بدست آن روی از دیΎر ͳ΋ترمودینامی های کمیت همه زیرا کرد، محاسبه بایست ͳم که است چیزی مهمترین پارش تابع

داریم دهیم. ͳم نشان U با را آن که کنیم ͳم حساب را انرژی

U := ⟨E⟩ =
∑
i

EiP (i) =
1

Z

∑
i

Eie
−βEi =

1

Z
(− ∂

∂β
)Z

یا و

U = − ∂

∂β
lnZ.

آنتروپی ٢

Έی آنتروپی که کنیم ͳم آغاز نکته این از دهیم. ΁پاس آن به خواهیم ͳم بخش این در که است ͳسوال این چیست؟ احتمالات این با آنتروپی رابطه

Έی به مربوط کل آنتروپی بود. خواهد کل آنتروپی با برابر محیط آنتروپی علاوه به سیستم آنتروپی (١) ش΋ل در بنابراین است. فزونور کمیت

بنویسیم:  توانیم ͳم بنابراین دانیم. ͳم را آن مقدار و است بسته سیستم

SS + SB = Stotal = k lnΩ. (٧)

محیط̃ که دانیم ͳم است. چقدر سیستم آنتروپی که داد خواهد نشان ما به بالا رابطه بیاوریم، بدست SB ͳیعن محیط آنتروپی برای ͳعبارت هرگاه

این توان ͳم آنگاه باشد، Ei انرژی با i معین حالت Έی در سیستم هرگاه است. بزرگ ͳخیل نیز هایش می΋روحالت تعداد و است بزرگ ͳخیل B

در Pi احتمال با سیستم که دانیم ͳم کند. ͳم اشغال ی΋سان احتمال با را هایش می΋روحالت همه که گرفت نظر در بسته سیستم Έی را محیط

طور به بنابراین است. Si = k lnΩi آنتروپی دارای نتیجه در و است می΋روحالت تا Ωi تعداد دارای محیط حالت این در و گیرد ͳم قرار i حالت

با: است برابر مشاهده زمان طول در سیستم آنتروپی متوسط

SB =
∑
i

PiSi = k
∑
i

Pi lnΩi. (٨)

Partition Function٢

۶



داشت: خواهیم (٧) رابطه به توجه با بنابراین

SS = Stotal − SB = k lnΩ− k
∑
i

Pi lnΩi. (٩)

نوشت: زیر صورت به را رابطه این توان ͳم اما

SS = k(P1 + P2 + · · ·Pi + · · ·) lnΩ− k
∑
i

Pi lnΩi

= −k
∑
i

Pi ln
Ωi

Ω
= −k

∑
i

Pi lnPi. (١٠)

رسیم: ͳم ها می΋روحالت اشغال احتمالات برحسب آنتروپی عبارت Έی به ترتیب این به

S = −k
∑
i

Pi lnPi. (١١)

حالت این در باشد. سیستم های می΋روحالت کل تعداد ΩS آن در که Pi =
1
ΩS

باشیم داشته که کند ͳم اختیار ͳوقت را اش ماکزیمم مقدار آنتروپی

حاصل ͳوقت برای نیز آنتروپی مقدار کمترین SB = k lnΩS . با است برابر انتروپی کند، ͳم اشغال را ها حالت همه ی΋سان احتمال با سیستم که

های می΋روحالت سیستم که هرگاه کند. ͳم اختیار را صفر معین مقدار آنتروپی ͳحالت چنین در باشد. معین حالت Έی در دقیقا سیستم که شود ͳم

موجود ͳنظم بی میزان دهنده نشان انتروپی ترتیب این به رسد. ͳم مم΋ن مقدار حداکثر به تا یافته افزایش نیز اش انتروپی کند اختیار را بیشتری

داریم: کنیم: محاسبه دقیقا را آنتروپی مقدار توانیم ͳم مقدمات این از بعد است. سیستم Έی در

S = −k
∑
i

Pi lnPi = −k
∑
i

Pi(−βEi − lnZ) = kβ⟨E⟩+ k lnZ

یا و

S = k(lnZ + βU) (١٢)

یا و

S = k(1− β
∂

∂β
) lnZ. (١٣)

که شویم ͳم متوجه F = U − TS ͳ΋ترمودینامی رابطه از استفاده با و (١٢) رابطه ͳبازنویس با

F = −kT lnZ.

٧



این به توجه با بخصوص آیند. ͳم بدست ساده های گیری مشتق با پارش تابع روی از ͳΎهم هلمهولتز آزاد انرژی و متوسط انرژی انتروپی، بنابراین

که

dF = −SdT − PdV

S = −
(
∂F

∂T

)
N,V

, P = −
(
∂F

∂V

)
N,T

.

آوریم: ͳم بدست است؛ صادق ها سیستم همه مورد در که dF = −SdT + JdX ͳکل رابطه به توجه با یا و

S = −(
∂F

∂T
)N,V , J = −

(
∂F

∂X

)
N,T

داریم: کنیم. محاسبه Έکانونی آنزامبل در را انرژی خیز و افت میزان بیایید حال

⟨E2⟩ =
∑
i

E2
i Pi =

1

Z

∂2

∂β2
Z

نتیجه در و

⟨E2⟩ − ⟨E⟩2 =
1

Z

∂2

∂β2
Z −

(
1

Z

∂Z

∂β

)2

=
∂2

∂β2
lnZ.

با: بود خواهد برابر انرژی خود مقدار با مقایسه در خیز و افت نسبی میزان بنابراین

⟨E2⟩ − ⟨E⟩2

⟨E⟩2
=

(lnZ)′′

[(lnZ)′]2

است متناسب که است فزونور کمیت Έی lnZ بنابراین F = −kT lnZ که دانیم ͳم اما است. β به نسبت مشتق ′ علامت از منظور آن در که

ͳیعن N−1 با است متناسب بالا عبارت راست طرف بنابراین ذرات. تعداد با

⟨E2⟩ − ⟨E⟩2

⟨E⟩2
∼ O(

1

N
).

که دهد ͳم نشان این و
σE

E
∼ O(

1√
N

).

داشته را ͳدلخواه انرژی هر تواند ͳم سیستم Έی Έکانونی آنزامبل در چه اگر دیΎر عبارت به است. کم بسیار بسیار انرژی خیز و افت که این ͳیعن

.(۴) ش΋ل است، ثابت انرژی مقدار عملا که است کم قدری به متوسط مقدار حول خیزها و افت مقدار ͳول باشد،

ی΋سان ( N −→ ∞ حد ͳیعن) Έترمودینامی حد در Έکانونی می΋رو آنزامبل و Έکانونی آنزامبل از حاصل نتایج که است دلیل همین به

که بالا نتیجه است مم΋ن کند ͳم افت نمایی صورت به انرژی افزایش با E ی انرژ با حالت Έی اشغال احتمال دانیم ͳم اینکه وجود با هستند.

٨
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. گرفت. ثابت را انرژی توان ͳم عملا که است Έکوچ قدر آن انرژی مقدار با مقایسه در انرژی خیز و افت :۴ ش΋ل

E انرژی با حالت Έی اشغال احتمال که است درست که است این ΁پاس کند. جلوه عجیب است انرژی واریانس بودن ناچیز بسیار دهنده نشان

داریم: واق΄ در کند. ͳم رشد زیاد بسیار بسیار توان Έی با هم آن ͳتوان صورت به E انرژی با های حالت تعداد ͳول کند افت نمایی صورت به

P (E) = Ω(E)
e−βE

Z

در که دارد Ω(E) ∼ cEαN مثل رفتاری معمولا Ω(E) که دانیم ͳم قبل درس از دارند. E انرژی که است هایی حالت تعداد Ω(E) آن در که

آن واریانس که شود ͳم P (E) برای تیز ͳخیل ͳخیل تابع Έی ایجاد باعث ͳبستگ نوع دو این ترکیب است. Έی مرتبه از ثابت عدد Έی α آن

کرد: بیان توان ͳم نیز تر ͳکم صورت به را استدلال این .(۵) ش΋ل است، کم بسیار متوسط مقدار حول

P (E) = ceαN lnE−βE

متوسط مقدار با تابع بودن تیز دلیل به که آید ͳم بدست αN lnE − βE گیری مشتق از که افتد ͳم اتفاق Em نقطه در تابع این ماکزیمم مقدار

است. ͳ΋ی آن

٩
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<latexit sha1_base64="XVI46A/Wv60eMI8iI2A4KGvc95Y=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqJeyK4IeiyJ4s4L9kHYp2XTahia7S5IVytJf4cWDIl79Od78N6btHrT1hcDDOzNk5g1iwbVx3W8nt7K6tr6R3yxsbe/s7hX3Dxo6ShTDOotEpFoB1Sh4iHXDjcBWrJDKQGAzGF1P680nVJpH4YMZx+hLOgh5nzNqrPXYuZM4oOWb026x5FbcmcgyeBmUIFOtW/zq9CKWSAwNE1TrtufGxk+pMpwJnBQ6icaYshEdYNtiSCVqP50tPCEn1umRfqTsCw2Zub8nUiq1HsvAdkpqhnqxNjX/q7UT07/0Ux7GicGQzT/qJ4KYiEyvJz2ukBkxtkCZ4nZXwoZUUWZsRgUbgrd48jI0ziqe5fvzUvUqiyMPR3AMZfDgAqpwCzWoAwMJz/AKb45yXpx352PemnOymUP4I+fzB7jOj68=</latexit><latexit sha1_base64="XVI46A/Wv60eMI8iI2A4KGvc95Y=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqJeyK4IeiyJ4s4L9kHYp2XTahia7S5IVytJf4cWDIl79Od78N6btHrT1hcDDOzNk5g1iwbVx3W8nt7K6tr6R3yxsbe/s7hX3Dxo6ShTDOotEpFoB1Sh4iHXDjcBWrJDKQGAzGF1P680nVJpH4YMZx+hLOgh5nzNqrPXYuZM4oOWb026x5FbcmcgyeBmUIFOtW/zq9CKWSAwNE1TrtufGxk+pMpwJnBQ6icaYshEdYNtiSCVqP50tPCEn1umRfqTsCw2Zub8nUiq1HsvAdkpqhnqxNjX/q7UT07/0Ux7GicGQzT/qJ4KYiEyvJz2ukBkxtkCZ4nZXwoZUUWZsRgUbgrd48jI0ziqe5fvzUvUqiyMPR3AMZfDgAqpwCzWoAwMJz/AKb45yXpx352PemnOymUP4I+fzB7jOj68=</latexit><latexit sha1_base64="XVI46A/Wv60eMI8iI2A4KGvc95Y=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqJeyK4IeiyJ4s4L9kHYp2XTahia7S5IVytJf4cWDIl79Od78N6btHrT1hcDDOzNk5g1iwbVx3W8nt7K6tr6R3yxsbe/s7hX3Dxo6ShTDOotEpFoB1Sh4iHXDjcBWrJDKQGAzGF1P680nVJpH4YMZx+hLOgh5nzNqrPXYuZM4oOWb026x5FbcmcgyeBmUIFOtW/zq9CKWSAwNE1TrtufGxk+pMpwJnBQ6icaYshEdYNtiSCVqP50tPCEn1umRfqTsCw2Zub8nUiq1HsvAdkpqhnqxNjX/q7UT07/0Ux7GicGQzT/qJ4KYiEyvJz2ukBkxtkCZ4nZXwoZUUWZsRgUbgrd48jI0ziqe5fvzUvUqiyMPR3AMZfDgAqpwCzWoAwMJz/AKb45yXpx352PemnOymUP4I+fzB7jOj68=</latexit><latexit sha1_base64="XVI46A/Wv60eMI8iI2A4KGvc95Y=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqJeyK4IeiyJ4s4L9kHYp2XTahia7S5IVytJf4cWDIl79Od78N6btHrT1hcDDOzNk5g1iwbVx3W8nt7K6tr6R3yxsbe/s7hX3Dxo6ShTDOotEpFoB1Sh4iHXDjcBWrJDKQGAzGF1P680nVJpH4YMZx+hLOgh5nzNqrPXYuZM4oOWb026x5FbcmcgyeBmUIFOtW/zq9CKWSAwNE1TrtufGxk+pMpwJnBQ6icaYshEdYNtiSCVqP50tPCEn1umRfqTsCw2Zub8nUiq1HsvAdkpqhnqxNjX/q7UT07/0Ux7GicGQzT/qJ4KYiEyvJz2ukBkxtkCZ4nZXwoZUUWZsRgUbgrd48jI0ziqe5fvzUvUqiyMPR3AMZfDgAqpwCzWoAwMJz/AKb45yXpx352PemnOymUP4I+fzB7jOj68=</latexit>

e��E
<latexit sha1_base64="ltyQv/EXtPe0pLOtFaANiCpypXM=">AAAB83icbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8GJJRNBjUQSPFewHNLFsttN26WYTdidCCf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNECoOu++0UVlbX1jeKm6Wt7Z3dvfL+QdPEqebQ4LGMdTtkBqRQ0ECBEtqJBhaFElrh6GZabz2BNiJWDzhOIIjYQIm+4Ayt5cNjduaHgIzeTrrlilt1Z6LL4OVQIbnq3fKX34t5GoFCLpkxHc9NMMiYRsElTEp+aiBhfMQG0LGoWAQmyGY3T+iJdXq0H2v7FNKZ+3siY5Ex4yi0nRHDoVmsTc3/ap0U+1dBJlSSIig+X9RPJcWYTgOgPaGBoxxbYFwLeyvlQ6YZRxtTyYbgLX55GZrnVc/y/UWldp3HUSRH5JicEo9ckhq5I3XSIJwk5Jm8kjcndV6cd+dj3lpw8plD8kfO5w9XoJE3</latexit><latexit sha1_base64="ltyQv/EXtPe0pLOtFaANiCpypXM=">AAAB83icbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8GJJRNBjUQSPFewHNLFsttN26WYTdidCCf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNECoOu++0UVlbX1jeKm6Wt7Z3dvfL+QdPEqebQ4LGMdTtkBqRQ0ECBEtqJBhaFElrh6GZabz2BNiJWDzhOIIjYQIm+4Ayt5cNjduaHgIzeTrrlilt1Z6LL4OVQIbnq3fKX34t5GoFCLpkxHc9NMMiYRsElTEp+aiBhfMQG0LGoWAQmyGY3T+iJdXq0H2v7FNKZ+3siY5Ex4yi0nRHDoVmsTc3/ap0U+1dBJlSSIig+X9RPJcWYTgOgPaGBoxxbYFwLeyvlQ6YZRxtTyYbgLX55GZrnVc/y/UWldp3HUSRH5JicEo9ckhq5I3XSIJwk5Jm8kjcndV6cd+dj3lpw8plD8kfO5w9XoJE3</latexit><latexit sha1_base64="ltyQv/EXtPe0pLOtFaANiCpypXM=">AAAB83icbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8GJJRNBjUQSPFewHNLFsttN26WYTdidCCf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNECoOu++0UVlbX1jeKm6Wt7Z3dvfL+QdPEqebQ4LGMdTtkBqRQ0ECBEtqJBhaFElrh6GZabz2BNiJWDzhOIIjYQIm+4Ayt5cNjduaHgIzeTrrlilt1Z6LL4OVQIbnq3fKX34t5GoFCLpkxHc9NMMiYRsElTEp+aiBhfMQG0LGoWAQmyGY3T+iJdXq0H2v7FNKZ+3siY5Ex4yi0nRHDoVmsTc3/ap0U+1dBJlSSIig+X9RPJcWYTgOgPaGBoxxbYFwLeyvlQ6YZRxtTyYbgLX55GZrnVc/y/UWldp3HUSRH5JicEo9ckhq5I3XSIJwk5Jm8kjcndV6cd+dj3lpw8plD8kfO5w9XoJE3</latexit><latexit sha1_base64="ltyQv/EXtPe0pLOtFaANiCpypXM=">AAAB83icbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8GJJRNBjUQSPFewHNLFsttN26WYTdidCCf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNECoOu++0UVlbX1jeKm6Wt7Z3dvfL+QdPEqebQ4LGMdTtkBqRQ0ECBEtqJBhaFElrh6GZabz2BNiJWDzhOIIjYQIm+4Ayt5cNjduaHgIzeTrrlilt1Z6LL4OVQIbnq3fKX34t5GoFCLpkxHc9NMMiYRsElTEp+aiBhfMQG0LGoWAQmyGY3T+iJdXq0H2v7FNKZ+3siY5Ex4yi0nRHDoVmsTc3/ap0U+1dBJlSSIig+X9RPJcWYTgOgPaGBoxxbYFwLeyvlQ6YZRxtTyYbgLX55GZrnVc/y/UWldp3HUSRH5JicEo9ckhq5I3XSIJwk5Jm8kjcndV6cd+dj3lpw8plD8kfO5w9XoJE3</latexit>

P (E)
<latexit sha1_base64="7VgtgoGIHKON1UlFU3HpfRJ4sRU=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRRFcVrAXaIeSSTNtaJIZkoxQhr6CGxeKuPWF3Pk2Zqaz0NYfAh//OYec8wcxZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHRx0dJYrQNol4pHoB1pQzSduGGU57saJYBJx2g+ltVu8+UaVZJB/NLKa+wGPJQkawyaxW/e58WK25DTcXWgWvgBoUag2rX4NRRBJBpSEca9333Nj4KVaGEU7nlUGiaYzJFI9p36LEgmo/zXedozPrjFAYKfukQbn7eyLFQuuZCGynwGail2uZ+V+tn5jw2k+ZjBNDJVl8FCYcmQhlh6MRU5QYPrOAiWJ2V0QmWGFibDwVG4K3fPIqdC4anuWHy1rzpoijDCdwCnXw4AqacA8taAOBCTzDK7w5wnlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx/9OY2I</latexit><latexit sha1_base64="7VgtgoGIHKON1UlFU3HpfRJ4sRU=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRRFcVrAXaIeSSTNtaJIZkoxQhr6CGxeKuPWF3Pk2Zqaz0NYfAh//OYec8wcxZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHRx0dJYrQNol4pHoB1pQzSduGGU57saJYBJx2g+ltVu8+UaVZJB/NLKa+wGPJQkawyaxW/e58WK25DTcXWgWvgBoUag2rX4NRRBJBpSEca9333Nj4KVaGEU7nlUGiaYzJFI9p36LEgmo/zXedozPrjFAYKfukQbn7eyLFQuuZCGynwGail2uZ+V+tn5jw2k+ZjBNDJVl8FCYcmQhlh6MRU5QYPrOAiWJ2V0QmWGFibDwVG4K3fPIqdC4anuWHy1rzpoijDCdwCnXw4AqacA8taAOBCTzDK7w5wnlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx/9OY2I</latexit><latexit sha1_base64="7VgtgoGIHKON1UlFU3HpfRJ4sRU=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRRFcVrAXaIeSSTNtaJIZkoxQhr6CGxeKuPWF3Pk2Zqaz0NYfAh//OYec8wcxZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHRx0dJYrQNol4pHoB1pQzSduGGU57saJYBJx2g+ltVu8+UaVZJB/NLKa+wGPJQkawyaxW/e58WK25DTcXWgWvgBoUag2rX4NRRBJBpSEca9333Nj4KVaGEU7nlUGiaYzJFI9p36LEgmo/zXedozPrjFAYKfukQbn7eyLFQuuZCGynwGail2uZ+V+tn5jw2k+ZjBNDJVl8FCYcmQhlh6MRU5QYPrOAiWJ2V0QmWGFibDwVG4K3fPIqdC4anuWHy1rzpoijDCdwCnXw4AqacA8taAOBCTzDK7w5wnlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx/9OY2I</latexit><latexit sha1_base64="7VgtgoGIHKON1UlFU3HpfRJ4sRU=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRRFcVrAXaIeSSTNtaJIZkoxQhr6CGxeKuPWF3Pk2Zqaz0NYfAh//OYec8wcxZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHRx0dJYrQNol4pHoB1pQzSduGGU57saJYBJx2g+ltVu8+UaVZJB/NLKa+wGPJQkawyaxW/e58WK25DTcXWgWvgBoUag2rX4NRRBJBpSEca9333Nj4KVaGEU7nlUGiaYzJFI9p36LEgmo/zXedozPrjFAYKfukQbn7eyLFQuuZCGynwGail2uZ+V+tn5jw2k+ZjBNDJVl8FCYcmQhlh6MRU5QYPrOAiWJ2V0QmWGFibDwVG4K3fPIqdC4anuWHy1rzpoijDCdwCnXw4AqacA8taAOBCTzDK7w5wnlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx/9OY2I</latexit>

E
<latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit>

افزایش شدت به نیز ها می΋روحالت این تعداد ͳول کند ͳم پیدا کاهش شدت به ها می΋روحالت Έی در حضور احتمال انرژی افزایش با :۵ ش΋ل

. است. محتمل Έکوچ ͳخیل ͳخیل بازه Έی در سیستم انرژی بزرگ بسیار بسیار احتمال با که است این نتیجه کند. ͳم پیدا

که است چیزی هر و است ͳکل نماد و شاخص Έی i که کنیم دقت باید بردیم. ب΋ار می΋روحالت Έی دادن نشان برای را i نماد کنون تا

با بتوان را ها می΋روحالت که است مم΋ن باشند. ناشمارا یا شمارا توانند ͳم ها می΋روحالت کند. ͳم مشخص ی΋دیΎر از را ها می΋روحالت

آنزامبل در احتمالات بودن مساوی ͳیعن آماری Έانی΋م موضوع اصل که کنیم توجه باید چنین هم کرد. مشخص اندیس چندین یا و اندیس Έی

است. صادق ͳکوانتوم چه و Έکلاسی چه سیستم همه برای Έکانونی آنزامبل در P (i) = e−βEi

Z که اصل این یا و Έروکانونی΋می

که کند ͳم بیان بالا رابطه . باشیم داشته E2 و E1 های انرژی با ٢ و ١ حالت دو هرگاه n

P (2)

P (1)
= e−

∆E
kT

در است. نمایی صورت به نیز ͳبستگ این و دارد ͳبستگ ∆E
kT به لایه دو این اشغال احتمال نسبت بنابراین . ∆E = E2 − E1 آن در که

ͳم اشغال ( اندک ͳول ) ی΋سان احتمال با ها لایه همه T −→ ∞ دمای در و P2

P1
−→ 0 زیرا شود ͳم اشغال پایه حالت تنها صفر دمای

است. گرمایی خیز و افت میزان دهنده نشان kT بنابراین شوند.

١٠



مختلف های مثال پارشدر تابع محاسبه ٣

ͳم ͳسع حال آیند. ͳم بدست تابع این از ͳ΋ترمودینامی خواص همه که چرا کنیم محاسبه بایست ͳم که است ͳکمیت مهمترین پارش تابع که دیدیم

داشت. خواهیم سروکار کنش برهم بدون های سیستم با بازهم فصل این در دهیم. شرح مختلف های مثال در را تابع این محاسبه نحوه کنیم

ͳهامیلتون با که ذره N از متش΋ل گیریم ͳم نظر در را ͳسیستم :Έکلاسی های سیستم n

H = H(r1, r2, · · · rN , p1, p2, · · · pN )

مورد در گذشته درس در که هایی استدلال همان با ایم. نکرده مشخص را ͳهامیلتون نوع که کنید دقت کنند. ͳم کنش برهم ی΋دیΎر با

.(۶) ش΋ل کنیم، مشخص را ها می΋روحالت و فاز فضای روی انتگرال رابطه توانیم ͳم نیز مورد دراین دیدیم، Έروکانونی΋می آنزامبل

تعداد .h3N با است برابر فضا این در سلول Έی حجم گیریم. ͳم نظر در dNrdNp ی اندازه با ذره N ِ فاز فضای در حجم المان Έی

عوض ذرات جای تنها آن در که هایی می΋روحالت بایست ͳنم که آنجا از اما . dNrdNp
h3N با است برابر حجم المان این درون های سلول

المان در سیستم که را این احتمال ͳالΎچ اگر بنابراین . 1
N !

dNrdNp
h3N با است برابر ها می΋روحالت تعداد گرفت، متفاوت هم با است شده

با باشد dNrdNp حجم

P (r, p) := P (r1, r2, · · · rN ; p1, p2, · · · pN )

داشت: خواهیم دهیم نشان

P (r, p)dNrdNp =
1

N !h3N
dNrdNp× Pcell

هستند هم به Έنزدی ها سلول همه که این به توجه با باشد. سلول Έی به مربوط می΋روحالت در سیستم که است این احتمال Pcell آن در که

بنابراین 1
Z e−βH با: است مساوی و است برابر هم با آنها همه احتمال

P (r, p)dNrdNp =
1

Z

dNrdNp

N !h3N
e−βH(r,p)
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dNrdNp

h3N
<latexit sha1_base64="DWKQzKGj7Bp8XVCy6tSo3vKJawc=">AAACDHicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0M1gEVyVRQZdFN65KBXuBNi2TyaQdOpmEmYlQQh7Aja/ixoUibn0Ad76N0zaCtv4w8PGfczhzfi/mTGnb/rKWlldW19YLG8XNre2d3dLeflNFiSS0QSIeybaHFeVM0IZmmtN2LCkOPU5b3uh6Um/dU6lYJO70OKZuiAeCBYxgbax+qdwNJCap36ulXS9AMvuhOMvSYS89q2WZ6bIr9lRoEZwcypCr3i99dv2IJCEVmnCsVMexY+2mWGpGOM2K3UTRGJMRHtCOQYFDqtx0ekyGjo3joyCS5gmNpu7viRSHSo1Dz3SGWA/VfG1i/lfrJDq4dFMm4kRTQWaLgoQjHaFJMshnkhLNxwYwkcz8FZEhNulok1/RhODMn7wIzdOKY/j2vFy9yuMowCEcwQk4cAFVuIE6NIDAAzzBC7xaj9az9Wa9z1qXrHzmAP7I+vgGJOKbqg==</latexit><latexit sha1_base64="DWKQzKGj7Bp8XVCy6tSo3vKJawc=">AAACDHicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0M1gEVyVRQZdFN65KBXuBNi2TyaQdOpmEmYlQQh7Aja/ixoUibn0Ad76N0zaCtv4w8PGfczhzfi/mTGnb/rKWlldW19YLG8XNre2d3dLeflNFiSS0QSIeybaHFeVM0IZmmtN2LCkOPU5b3uh6Um/dU6lYJO70OKZuiAeCBYxgbax+qdwNJCap36ulXS9AMvuhOMvSYS89q2WZ6bIr9lRoEZwcypCr3i99dv2IJCEVmnCsVMexY+2mWGpGOM2K3UTRGJMRHtCOQYFDqtx0ekyGjo3joyCS5gmNpu7viRSHSo1Dz3SGWA/VfG1i/lfrJDq4dFMm4kRTQWaLgoQjHaFJMshnkhLNxwYwkcz8FZEhNulok1/RhODMn7wIzdOKY/j2vFy9yuMowCEcwQk4cAFVuIE6NIDAAzzBC7xaj9az9Wa9z1qXrHzmAP7I+vgGJOKbqg==</latexit><latexit sha1_base64="DWKQzKGj7Bp8XVCy6tSo3vKJawc=">AAACDHicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0M1gEVyVRQZdFN65KBXuBNi2TyaQdOpmEmYlQQh7Aja/ixoUibn0Ad76N0zaCtv4w8PGfczhzfi/mTGnb/rKWlldW19YLG8XNre2d3dLeflNFiSS0QSIeybaHFeVM0IZmmtN2LCkOPU5b3uh6Um/dU6lYJO70OKZuiAeCBYxgbax+qdwNJCap36ulXS9AMvuhOMvSYS89q2WZ6bIr9lRoEZwcypCr3i99dv2IJCEVmnCsVMexY+2mWGpGOM2K3UTRGJMRHtCOQYFDqtx0ekyGjo3joyCS5gmNpu7viRSHSo1Dz3SGWA/VfG1i/lfrJDq4dFMm4kRTQWaLgoQjHaFJMshnkhLNxwYwkcz8FZEhNulok1/RhODMn7wIzdOKY/j2vFy9yuMowCEcwQk4cAFVuIE6NIDAAzzBC7xaj9az9Wa9z1qXrHzmAP7I+vgGJOKbqg==</latexit><latexit sha1_base64="DWKQzKGj7Bp8XVCy6tSo3vKJawc=">AAACDHicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0M1gEVyVRQZdFN65KBXuBNi2TyaQdOpmEmYlQQh7Aja/ixoUibn0Ad76N0zaCtv4w8PGfczhzfi/mTGnb/rKWlldW19YLG8XNre2d3dLeflNFiSS0QSIeybaHFeVM0IZmmtN2LCkOPU5b3uh6Um/dU6lYJO70OKZuiAeCBYxgbax+qdwNJCap36ulXS9AMvuhOMvSYS89q2WZ6bIr9lRoEZwcypCr3i99dv2IJCEVmnCsVMexY+2mWGpGOM2K3UTRGJMRHtCOQYFDqtx0ekyGjo3joyCS5gmNpu7viRSHSo1Dz3SGWA/VfG1i/lfrJDq4dFMm4kRTQWaLgoQjHaFJMshnkhLNxwYwkcz8FZEhNulok1/RhODMn7wIzdOKY/j2vFy9yuMowCEcwQk4cAFVuIE6NIDAAzzBC7xaj9az9Wa9z1qXrHzmAP7I+vgGJOKbqg==</latexit>

شود. ͳم ناحیه آن در ها می΋روحالت تعداد به تبدیل فاز فضای از قسمت Έی حجم ℏ3N بر باز فضای المان حجم تقسیم با :۶ ش΋ل

نتیجه در و

Z =
1

N !

∫
dNrdNp

h3N
e−βH(r,p)

d3Nrd3Np با را حجم المان این اوقات ͳگاه است. ذره N فاز فضای در حجم المان dNrdNp از منظور نمادگذاری: باره در نکته Έی n

خواهیم h2N h3N بجای و d2Nrd2Np فوق المان بجای باشیم، داشته سروکار بعد دو در گاز Έی با که ͳصورت در دهیم. ͳم نشان

داشت.

فضای بعد شود. ͳم مشخص V هیلبرت فضای Έی در ͳهرمیت عملΎر Έی با ͳکوانتوم سیستم Έی ͳهامیلتون :ͳکوانتوم های سیستم n

دهیم ͳم نشان Ĥ با را ͳهامیلتون شود. ͳم مشخص سیستم آزادی درجات نوع گرفتن نظر در با V هیلبرت فضای گیریم. ͳم D را هیلبرت

لازم انرژی های حالت ویژه کردن مشخص برای که است ای ͳکوانتوم اعداد تمام دهنده نشان n آن در که |En⟩ با را آن بردارهای ویژه و

است.

Ĥ|n⟩ = En|n⟩.

١٢



هستند: برقرار زیر روابط دهند ͳم تش΋یل کامل پایه Έی بردارها ویژه این که آنجا از

⟨n|n′⟩ = δn,n′ ,
∑
n

|n⟩⟨n| = IV .

با: است برابر می΋روحالت این در بودن احتمال و است می΋روحالت Έی |n⟩ ِ حالت ویژه هر ͳکوانتوم سیستم Έی در

Pn =
1

Z
e−βEn (١۴)

با: است برابر پارش تابع بنابراین

Z =
∑
n

e−βEn = tr(e−βH) (١۵)

ͳم نگاه ثابت را آن دمای تماس همین و است تماس در گرمایی منبع Έی با سیستم Έی Έکانونی آنزامبل در که دانیم ͳم : ١ نکته n

کنش هم بر چنین هم بیاید. بوجود سیستم و محیط بین دائما ͳ΋کوچ بسیار و ͳجزئ های کنش برهم که شود ͳم باعث تماس این دارد.

ͳهامیلتون در که داشت خواهد وجود گاز) Έی های مول΋ول فراوان برخوردهای (مثل ماکروس΋وپی سیستم Έی اجزای بین ͳ΋کوچ های

می΋روحالت Έی در سیستم که ͳوقت باشد، سیستم کامل ͳهامیلتون Ĥ اگر شوند. ͳنم گرفته نظر در نویسیم ͳم سیستم برای که ͳآل ایده

های کنش برهم این ماند. خواهد ͳباق حالت ویژه آن در همواره ͳکوانتوم Έانی΋م بنابر بΎیرد، قرار |n⟩ مثل انرژی بردار ویژه Έی ͳیعن

ش΋ل .() ش΋ل شود، منتقل Ĥ دیΎر حالت ویره Έی به Ĥ ِ حالت ویژه Έی از دائما سیستم شوند ͳم باعث که هستند ٣ باقیمانده ͳجزئ

ͳجزئ های کنش برهم ی دهنده نشان Hres آن در که هستند H +Hres کامل ͳهامیلتون های حالت ویژه {|n′⟩} های حالت ویژه الف:

همواره بΎیرد قرار ها حالت ویژه این از ͳ΋ی در سیستم اگر بشناسیم. ͳدرست به را ها حالت ویژه این توانیم ͳنم هرگز ما است. باقیمانده

نیست. زمان با ثابت ͳهامیلتون Έی H+Hres و کند ͳم تغییر همواره سیستم محیط زیرا افتد ͳنم هرگز البته اتفاق این ماند. ͳم ͳباق آن در

ͳهامیلتون کنیم. ͳم استفاده ها می΋روحالت توصیف برای شناسیم ͳم خوبی به را آنها که H تقریبی ͳهامیلتون های حالت ویژه از ب: ش΋ل

.(٧) ش΋ل ببرد، دیΎر می΋روحالت Έی به می΋روحالت Έی از دائما را سیستم که است این کارش Hres

در در که است ۵ آمیخته حالت Έی بل΋ه نیست، ۴ خالص ِ حالت Έی ، سیستم ͳکوانتوم حالت گفتیم، که آنچه به توجه با :٢ نکته n

Residual Interactions٣

Pure State۴

Mixed State۵

١٣



a b

|ni
<latexit sha1_base64="I58E4insKz8Y6DdLa1w4vpePzEU=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fCkOpqqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwAU5JCT</latexit><latexit sha1_base64="I58E4insKz8Y6DdLa1w4vpePzEU=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fCkOpqqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwAU5JCT</latexit><latexit sha1_base64="I58E4insKz8Y6DdLa1w4vpePzEU=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fCkOpqqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwAU5JCT</latexit><latexit sha1_base64="I58E4insKz8Y6DdLa1w4vpePzEU=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fCkOpqqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwAU5JCT</latexit>

|mi
<latexit sha1_base64="OoVIt5NZ4lQpb24+xm+pEvfm9qI=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fAkO5qqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwATWZCS</latexit><latexit sha1_base64="OoVIt5NZ4lQpb24+xm+pEvfm9qI=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fAkO5qqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwATWZCS</latexit><latexit sha1_base64="OoVIt5NZ4lQpb24+xm+pEvfm9qI=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fAkO5qqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwATWZCS</latexit><latexit sha1_base64="OoVIt5NZ4lQpb24+xm+pEvfm9qI=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fAkO5qqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwATWZCS</latexit>

|n0i
<latexit sha1_base64="MCq3vpynaLTM/eRNAOQqkWE3sA0=">AAAB8XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF9FQSEfRY9OKxgv3ANpTNdtIu3WzC7kYosf/CiwdFvPpvvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0NRxqhg2WCxi1Q6oRsElNgw3AtuJQhoFAlvB6GZabz2i0jyW92acoB/RgeQhZ9RY6+FJnnYVlQOBvXLFrbozkWXwcqhArnqv/NXtxyyNUBomqNYdz02Mn1FlOBM4KXVTjQllIzrAjkVJI9R+Ntt4Qk6s0ydhrOyThszc3xMZjbQeR4HtjKgZ6sXa1Pyv1klNeOVnXCapQcnmH4WpICYm0/NJnytkRowtUKa43ZWwIVWUGRtSyYbgLZ68DM3zqmf57qJSu87jKMIRHMMZeHAJNbiFOjSAgYRneIU3RzsvzrvzMW8tOPnMIfyR8/kDdu+QxA==</latexit><latexit sha1_base64="MCq3vpynaLTM/eRNAOQqkWE3sA0=">AAAB8XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF9FQSEfRY9OKxgv3ANpTNdtIu3WzC7kYosf/CiwdFvPpvvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0NRxqhg2WCxi1Q6oRsElNgw3AtuJQhoFAlvB6GZabz2i0jyW92acoB/RgeQhZ9RY6+FJnnYVlQOBvXLFrbozkWXwcqhArnqv/NXtxyyNUBomqNYdz02Mn1FlOBM4KXVTjQllIzrAjkVJI9R+Ntt4Qk6s0ydhrOyThszc3xMZjbQeR4HtjKgZ6sXa1Pyv1klNeOVnXCapQcnmH4WpICYm0/NJnytkRowtUKa43ZWwIVWUGRtSyYbgLZ68DM3zqmf57qJSu87jKMIRHMMZeHAJNbiFOjSAgYRneIU3RzsvzrvzMW8tOPnMIfyR8/kDdu+QxA==</latexit><latexit sha1_base64="MCq3vpynaLTM/eRNAOQqkWE3sA0=">AAAB8XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF9FQSEfRY9OKxgv3ANpTNdtIu3WzC7kYosf/CiwdFvPpvvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0NRxqhg2WCxi1Q6oRsElNgw3AtuJQhoFAlvB6GZabz2i0jyW92acoB/RgeQhZ9RY6+FJnnYVlQOBvXLFrbozkWXwcqhArnqv/NXtxyyNUBomqNYdz02Mn1FlOBM4KXVTjQllIzrAjkVJI9R+Ntt4Qk6s0ydhrOyThszc3xMZjbQeR4HtjKgZ6sXa1Pyv1klNeOVnXCapQcnmH4WpICYm0/NJnytkRowtUKa43ZWwIVWUGRtSyYbgLZ68DM3zqmf57qJSu87jKMIRHMMZeHAJNbiFOjSAgYRneIU3RzsvzrvzMW8tOPnMIfyR8/kDdu+QxA==</latexit><latexit sha1_base64="MCq3vpynaLTM/eRNAOQqkWE3sA0=">AAAB8XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF9FQSEfRY9OKxgv3ANpTNdtIu3WzC7kYosf/CiwdFvPpvvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0NRxqhg2WCxi1Q6oRsElNgw3AtuJQhoFAlvB6GZabz2i0jyW92acoB/RgeQhZ9RY6+FJnnYVlQOBvXLFrbozkWXwcqhArnqv/NXtxyyNUBomqNYdz02Mn1FlOBM4KXVTjQllIzrAjkVJI9R+Ntt4Qk6s0ydhrOyThszc3xMZjbQeR4HtjKgZ6sXa1Pyv1klNeOVnXCapQcnmH4WpICYm0/NJnytkRowtUKa43ZWwIVWUGRtSyYbgLZ68DM3zqmf57qJSu87jKMIRHMMZeHAJNbiFOjSAgYRneIU3RzsvzrvzMW8tOPnMIfyR8/kDdu+QxA==</latexit>

Hres
<latexit sha1_base64="gGTic+It2N2hGUalJ76FeNo2F6c=">AAAB7nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9NJjBfsBbSib7aRdutmE3Y1QQn+EFw+KePX3ePPfuGlz0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XZKG5tb2zvl3cre/sHhUfX4pKPjVDFss1jEqhdQjYJLbBtuBPYShTQKBHaD6X1e7z6h0jyWj2aWoB/RseQhZ9RYq9scZgr1fFituXV3IbIOXgE1KNQaVr8Go5ilEUrDBNW677mJ8TOqDGcC55VBqjGhbErH2LcoaYTazxbrzsmFdUYkjJV90pCF+3sio5HWsyiwnRE1E71ay83/av3UhLd+xmWSGpRs+VGYCmJikt9ORlwhM2JmgTLF7a6ETaiizNiEKjYEb/Xkdehc1T3LD9e1xl0RRxnO4BwuwYMbaEATWtAGBlN4hld4cxLnxXl3PpatJaeYOYU/cj5/AH9Kj6k=</latexit><latexit sha1_base64="gGTic+It2N2hGUalJ76FeNo2F6c=">AAAB7nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9NJjBfsBbSib7aRdutmE3Y1QQn+EFw+KePX3ePPfuGlz0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XZKG5tb2zvl3cre/sHhUfX4pKPjVDFss1jEqhdQjYJLbBtuBPYShTQKBHaD6X1e7z6h0jyWj2aWoB/RseQhZ9RYq9scZgr1fFituXV3IbIOXgE1KNQaVr8Go5ilEUrDBNW677mJ8TOqDGcC55VBqjGhbErH2LcoaYTazxbrzsmFdUYkjJV90pCF+3sio5HWsyiwnRE1E71ay83/av3UhLd+xmWSGpRs+VGYCmJikt9ORlwhM2JmgTLF7a6ETaiizNiEKjYEb/Xkdehc1T3LD9e1xl0RRxnO4BwuwYMbaEATWtAGBlN4hld4cxLnxXl3PpatJaeYOYU/cj5/AH9Kj6k=</latexit><latexit sha1_base64="gGTic+It2N2hGUalJ76FeNo2F6c=">AAAB7nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9NJjBfsBbSib7aRdutmE3Y1QQn+EFw+KePX3ePPfuGlz0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XZKG5tb2zvl3cre/sHhUfX4pKPjVDFss1jEqhdQjYJLbBtuBPYShTQKBHaD6X1e7z6h0jyWj2aWoB/RseQhZ9RYq9scZgr1fFituXV3IbIOXgE1KNQaVr8Go5ilEUrDBNW677mJ8TOqDGcC55VBqjGhbErH2LcoaYTazxbrzsmFdUYkjJV90pCF+3sio5HWsyiwnRE1E71ay83/av3UhLd+xmWSGpRs+VGYCmJikt9ORlwhM2JmgTLF7a6ETaiizNiEKjYEb/Xkdehc1T3LD9e1xl0RRxnO4BwuwYMbaEATWtAGBlN4hld4cxLnxXl3PpatJaeYOYU/cj5/AH9Kj6k=</latexit><latexit sha1_base64="gGTic+It2N2hGUalJ76FeNo2F6c=">AAAB7nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9NJjBfsBbSib7aRdutmE3Y1QQn+EFw+KePX3ePPfuGlz0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XZKG5tb2zvl3cre/sHhUfX4pKPjVDFss1jEqhdQjYJLbBtuBPYShTQKBHaD6X1e7z6h0jyWj2aWoB/RseQhZ9RYq9scZgr1fFituXV3IbIOXgE1KNQaVr8Go5ilEUrDBNW677mJ8TOqDGcC55VBqjGhbErH2LcoaYTazxbrzsmFdUYkjJV90pCF+3sio5HWsyiwnRE1E71ay83/av3UhLd+xmWSGpRs+VGYCmJikt9ORlwhM2JmgTLF7a6ETaiizNiEKjYEb/Xkdehc1T3LD9e1xl0RRxnO4BwuwYMbaEATWtAGBlN4hld4cxLnxXl3PpatJaeYOYU/cj5/AH9Kj6k=</latexit>

کند. ͳم جابجا آل ایده ͳهامیلتون از انرژی مختلف ترازهای بین را سیستم که است این کارش باقیمانده ͳهامیلتون :٧ ش΋ل

دهیم: ͳم نمایش ͳالΎچ ماتریس Έی با را آن ͳکوانتوم Έانی΋م

ρ =
∑
n

Pn|n⟩⟨n| =
1

Z

∑
n

e−βEn |n⟩⟨n|

تر فشرده طور به یا و

ρ =
1

Z
e−βH . (١۶)

بپردازیم. گوناگون های مثال مطالعه به توانیم ͳم ͳکل مقدمات این از بعد

:Έکلاسی کنش برهم بدون های سیستم n

بود: خواهد زیر ش΋ل به آن ͳهامیلتون باشد، شده تش΋یل کنش برهم بدون ذرات از سیستم Έی هرگاه

H(r, p) =

N∑
i=1

h(ri, pi) (١٧)

١۴



داشت: خواهیم صورت این در کنیم.) ͳم استفاده p⃗ و r⃗ بجای p و r از نمادگذاری ِ ͳسادگ برای ) است. ذره Έی ͳهامیلتون h آن در که

ZN =
1

N !h3N

∫
e−β

∑N
i=1 h(ri,pi)dNrdNp (١٨)

ی΋دیΎر از ها انتگرال کردن جدا از پس و

ZN =
1

N !h3N

N∏
i=1

(∫
e−βh(ri,pi)dridpi

)
(١٩)

یا و

ZN =
1

N !
ZN
1 , (٢٠)

است: ذره Έی پارش تابع Z1 آن در که

Z1 =
1

h3

∫
e−βh(r,p)drdp (٢١)

با: است برابر متوسط انرژی ͳسیستم چنین برای

UN = − ∂

∂β
lnZN = − ∂

∂β
ln

ZN
1

N !
(٢٢)

نتیجه در و

UN = − ∂

∂β
[N lnZ1 − lnN !] = NU1, (٢٣)

آید: ͳم بدست Z1 پارش تاب از که است ذره Έی متوسط انرژی U1 آن در که

U1 = − ∂

∂β
lnZ1.

است. ذرات بودن کنش برهم بدون دهنده نشان است، برقرار UN = NU1 تساوی که این

:ͳکوانتوم کنش برهم بدون های سیستم n

شود: ͳم نوشته زیر صورت به ͳهامیلتون سیستیم چنین برای

Ĥ = ĥ1 + ĥ2 + · · · ĥN . (٢۴)

١۵



ضرب کل ِ هیلبرت فضای باشند، پذیر تمیز که این یا باشند جایΎزیده ذرات این چنانچه است. ام i ی ذره به مربوط ͳهامیلتون ĥi آن در که

ͳیعن بود خواهد ذرات تکِ تک ِ هیلبرت فضای تانسوری

VN = V1 ⊗ V1 ⊗⊗ · · ·V1 (٢۵)

ͳیعن بود خواهد ذرات تکِ تک انرژی های حالت ویژه تانسوری ضرب کل انرژی حالت ویژه و

|En⟩ ≡ |En1,n2,···nN
⟩ = |ϵn1

⟩|ϵn2
⟩ · · · |ϵnN

⟩. (٢۶)

با: است برابر ͳحالت چنین انرژی است. ذره Έی انرژی ترازهای به مربوط ͳکوانتوم اعداد ni آن در که

En = ϵn1
+ ϵn2

+ · · · ϵnN
(٢٧)

با: بود خواهد برابر پارش تابع نتیجه در و

ZN =
∑
n

e−βEn =
∑

n1,n2,···nN

e−β(ϵn1
+ϵn2

+···ϵnN
) (٢٨)

نتیجه در و

ZN =

(∑
n

e−βϵni

)
=

∑
n1,n2,···nN

e−β(ϵn1
+ϵn2

+···ϵnN
). (٢٩)

بنابراین

ZN =

(∑
ni

e−βϵni

)N

= ZN
1 , (٣٠)

است. ذره Έی پارش تابع Z1 آن در که

فضای دیΎر داریم، کار سرو گاز Έی ذرات با که ͳوقت مثل باشد، داشته وجود هم با آنها شدن عوض ام΋ان و نباشند جایΎزیده ذرات اگر

طور به بایست ͳم قسمت این روابط ͳشرایط چنین در VN ̸= V1 ⊗ V1 ⊗⊗ · · ·V1. ͳیعن بود نخواهد تانسوری ضرب ساختمان دارای هیلبرت

ها اتم دوبروی موج طول که ͳقسم به باشد، زیاد دما و کم فشار اگر ͳول داد). خواهیم انجام نهم درس در که است کاری (این یابند. تغییر ͳاساس

نوشتن و 1
N ! ضریب دادن قرار با تنها توان ͳم آنگاه گرفت، نظر در تمیزپذیر را ذرات توان ͳم صورت این در که باشد، کمتر ها اتم بین فاصله از

است. آمده بدست معتبر نتیجه ZN = 1
N !Z

N
1 ش΋ل به پارش تابع

١۶



آل: ایده گاز n

از: است عبارت ͳهامیلتون دهیم. ͳم انجام Έکلاسی صورت به را محاسبه نخست

H =

N∑
i=1

P 2
i

2m
(٣١)

کنیم: حساب را Z1 بایست ͳم تنها ندارد، وجود کنش برهم ذرات بین که آنجا از

Z1 =
1

h3

∫
e−β p2

2m d3pd3r =
1

h3
V

(
2πm

β

) 3
2

(٣٢)

نتیجه در و

ZN =
1

N !

[
V

(
2πm

β

) 3
2 1

h3

]N
. (٣٣)

با: شود ͳم برابر ذره Έی متوسط انرژی

U1 = − ∂

∂β
lnZ1 = − ∂

∂β

[
−3

2
lnβ + · · ·

]
= 3kT (٣۴)

: با است برابر کل انرژی و

UN = 3NkT. (٣۵)

: با است برابر ایم) گرفته نظر در ͳاتم تک را آن (که گاز این برای ویژه گرمایی ظرفیت بنابراین

CN = 3Nk = 3nR. (٣۶)

کنیم: برجسته V ͳیعن حجم به را FN ͳبستگ که است ͳکاف کنیم. استفاده هلمهولتز آزاد انرژی از حالت معادله آوردن بدست برای

FN = −kT lnZN = −kT [N lnV + · · ·] (٣٧)

آنجا از و

PV = NkT, (٣٨)

١٧



است. آل ایده گازِ ِ حالت معادله همان که

آوریم: ͳم بدست و کنیم ͳم استفاده S = 1
T (U − F ) یا F = U − TS رابطه از آنتروپی محاسبه برای

SN =
1

T

(
3

2
NkT −N ln

(
V (

2πm

h2β
)

3
2

)
+N lnN

)
(٣٩)

استرلینگ تقریب از آن در که

lnN ! ≈ N lnN −N ≈ N lnN (۴٠)

داشت: خواهیم کردن خلاصه از پس ایم. کرده استفاده

SN =
3

2
Nk − N

T
ln

(
V (

2πm

h2β
)

3
2

)
(۴١)

دنبال تواند ͳم دقیق خواننده است. فزونور ͳکمیت داریم انتظار که همانطور اینکه نخست است. جالب نکته چند آنتروپی برای عبارت این مورد در

و ͳکوانتوم Έانی΋م از برخاسته که h فاکتور آنکه دوم است. شده گیبس پارادکس حل و آنتروپی شدن فزونور باعث 1
N ! فاکتور که بفهمد و کند

احتمالات باره در تری ͳجزئ ͳخیل سوالات به توانیم ͳم Έکانونی آنزامبل در است. شده وارد آن در است شده ها می΋روحالت تعداد شدن گسسته

P (r1, p1) با را احتمال این است. چقدر باشد، p1 ی تکانه و r1 م΋ان دارای ذره Έی که این احتمال که پرسیم ͳم خود از مثلا دهیم. ΁پاس

دهیم. ͳم نشان

P (r1, p1; r2, p2; · · · rN , pN ) =
1

Z

1

N !h3N
e−β

∑N
i=1

p2i
2m (۴٢)

آید: ͳم بدست ها تکانه و مختصات بقیه روی گیری انتگرال با P (r1, p1) احتمال

P (r1, p1) =

∫
dr2dp2 · · · drNdpNP (r1, p1, · · · rN , pN ). (۴٣)

با: است برابر محاسبه این حاصل که است ΀واض

P (r1, p1) = Ce−β
p21
2m (۴۴)

ندارد. ͳبستگ r به راست طرف زیرا است، ی΋سان فضا مختلف نقاط در ذره وجود احتمال که گوید ͳم رابطه این است. ثابت Έی C آن در که

با: شود ͳم برابر باشد داشته p تکانه ذره این آنکه احتمال

P (p) = C ′e−β p2

2m (۴۵)

١٨



آید: ͳم بدست احتمالات بهنجارش شرط از C ′ ثابت و

P (p) =

(
β

2πm

) 3
2

e−β p2

2m . (۴۶)

کنیم: ͳم استفاده زیر رابطه از آوریم بدست را سرعت توزیع تابع آنکه برای

P (v⃗)dv⃗ = P (p⃗)dp⃗ (۴٧)

آوریم: ͳم بدست p⃗ = mv⃗ که این به توجه با و

P (v⃗) = m3P (p⃗), (۴٨)

یا و

P (v⃗) =

(
βm

2π

) 3
2

e−β 1
2mv2

. (۴٩)

چیزی همان این و آن جهت به نه و دارد ͳبستگ سرعت اندازه به تنها باشد داشته v⃗ سرعت ذره Έی که این احتمال که گوید ͳم توزیع تابع این

مختلف زوایای روی بایست ͳم آوریم بدست را ها سرعت اندازه توزیع تابع آنکه برای .(ͳخارج نیروهای غیاب در (البته داریم انتظار که است

آوریم: ͳم بدست را P (v⃗) توزیع تابع بودن همسانگرد به توجه با بΎیریم. انتگرال

P (v)dv = 4πv2dvP (v⃗) (۵٠)

یا و

P (v) = 4πv2
(
βm

2π

) 3
2

e−β 1
2mv2

. (۵١)

Έی شود. ماکزیمم بالا توزیع تابع که است جایی vm یا سرعت اندازه ترین محتمل دهد. ͳم نشان را سرعت اندازه توزیع تابع  (٨) ش΋ل

: که دهد ͳم نشان ساده محاسبه

vm =

√
2kT

m
(۵٢)

.Pm = P (vm) = e−1
√

8πm
kT با: است برابر نقطه این در احتمال مقدار

آورید. بدست را آن واریانس و v ͳیعن سرعت متوسط مقدار تمرین: n

١٩



v
<latexit sha1_base64="9GJQqpIxrycnmf7p5j4xsmhRYOw=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3U2hhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH4/t5vT1BpXksH800QT+iQ8lDzqixVmPSL1fcqrsQWQcvhwrkqvfLX71BzNIIpWGCat313MT4GVWGM4GzUi/VmFA2pkPsWpQ0Qu1ni0Vn5MI6AxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuEJmxNQCZYrbXQkbUUWZsdmUbAje6snr0LqqepYb15XaXR5HEc7gHC7BgxuowQPUoQkMEJ7hFd6cJ+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8A4zOM+g==</latexit><latexit sha1_base64="9GJQqpIxrycnmf7p5j4xsmhRYOw=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3U2hhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH4/t5vT1BpXksH800QT+iQ8lDzqixVmPSL1fcqrsQWQcvhwrkqvfLX71BzNIIpWGCat313MT4GVWGM4GzUi/VmFA2pkPsWpQ0Qu1ni0Vn5MI6AxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuEJmxNQCZYrbXQkbUUWZsdmUbAje6snr0LqqepYb15XaXR5HEc7gHC7BgxuowQPUoQkMEJ7hFd6cJ+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8A4zOM+g==</latexit><latexit sha1_base64="9GJQqpIxrycnmf7p5j4xsmhRYOw=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3U2hhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH4/t5vT1BpXksH800QT+iQ8lDzqixVmPSL1fcqrsQWQcvhwrkqvfLX71BzNIIpWGCat313MT4GVWGM4GzUi/VmFA2pkPsWpQ0Qu1ni0Vn5MI6AxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuEJmxNQCZYrbXQkbUUWZsdmUbAje6snr0LqqepYb15XaXR5HEc7gHC7BgxuowQPUoQkMEJ7hFd6cJ+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8A4zOM+g==</latexit><latexit sha1_base64="9GJQqpIxrycnmf7p5j4xsmhRYOw=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3U2hhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH4/t5vT1BpXksH800QT+iQ8lDzqixVmPSL1fcqrsQWQcvhwrkqvfLX71BzNIIpWGCat313MT4GVWGM4GzUi/VmFA2pkPsWpQ0Qu1ni0Vn5MI6AxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuEJmxNQCZYrbXQkbUUWZsdmUbAje6snr0LqqepYb15XaXR5HEc7gHC7BgxuowQPUoQkMEJ7hFd6cJ+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8A4zOM+g==</latexit>

P (v)
<latexit sha1_base64="HasouZn8q7V4Q+ronOF4vmy4Awk=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRTcuR7AXaIeSSTNtaJIZkkyhDH0FNy4UcesLufNtzLSz0NYfAh//OYec84cJZ9q47rdT2tjc2t4p71b29g8Oj6rHJ20dp4rQFol5rLoh1pQzSVuGGU67iaJYhJx2wsl9Xu9MqdIslk9mltBA4JFkESPY5JZfn14OqjW34S6E1sEroAaF/EH1qz+MSSqoNIRjrXuem5ggw8owwum80k81TTCZ4BHtWZRYUB1ki13n6MI6QxTFyj5p0ML9PZFhofVMhLZTYDPWq7Xc/K/WS010G2RMJqmhkiw/ilKOTIzyw9GQKUoMn1nARDG7KyJjrDAxNp6KDcFbPXkd2lcNz/Ljda15V8RRhjM4hzp4cANNeAAfWkBgDM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+CPn8wdHvY25</latexit><latexit sha1_base64="HasouZn8q7V4Q+ronOF4vmy4Awk=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRTcuR7AXaIeSSTNtaJIZkkyhDH0FNy4UcesLufNtzLSz0NYfAh//OYec84cJZ9q47rdT2tjc2t4p71b29g8Oj6rHJ20dp4rQFol5rLoh1pQzSVuGGU67iaJYhJx2wsl9Xu9MqdIslk9mltBA4JFkESPY5JZfn14OqjW34S6E1sEroAaF/EH1qz+MSSqoNIRjrXuem5ggw8owwum80k81TTCZ4BHtWZRYUB1ki13n6MI6QxTFyj5p0ML9PZFhofVMhLZTYDPWq7Xc/K/WS010G2RMJqmhkiw/ilKOTIzyw9GQKUoMn1nARDG7KyJjrDAxNp6KDcFbPXkd2lcNz/Ljda15V8RRhjM4hzp4cANNeAAfWkBgDM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+CPn8wdHvY25</latexit><latexit sha1_base64="HasouZn8q7V4Q+ronOF4vmy4Awk=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRTcuR7AXaIeSSTNtaJIZkkyhDH0FNy4UcesLufNtzLSz0NYfAh//OYec84cJZ9q47rdT2tjc2t4p71b29g8Oj6rHJ20dp4rQFol5rLoh1pQzSVuGGU67iaJYhJx2wsl9Xu9MqdIslk9mltBA4JFkESPY5JZfn14OqjW34S6E1sEroAaF/EH1qz+MSSqoNIRjrXuem5ggw8owwum80k81TTCZ4BHtWZRYUB1ki13n6MI6QxTFyj5p0ML9PZFhofVMhLZTYDPWq7Xc/K/WS010G2RMJqmhkiw/ilKOTIzyw9GQKUoMn1nARDG7KyJjrDAxNp6KDcFbPXkd2lcNz/Ljda15V8RRhjM4hzp4cANNeAAfWkBgDM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+CPn8wdHvY25</latexit><latexit sha1_base64="HasouZn8q7V4Q+ronOF4vmy4Awk=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRTcuR7AXaIeSSTNtaJIZkkyhDH0FNy4UcesLufNtzLSz0NYfAh//OYec84cJZ9q47rdT2tjc2t4p71b29g8Oj6rHJ20dp4rQFol5rLoh1pQzSVuGGU67iaJYhJx2wsl9Xu9MqdIslk9mltBA4JFkESPY5JZfn14OqjW34S6E1sEroAaF/EH1qz+MSSqoNIRjrXuem5ggw8owwum80k81TTCZ4BHtWZRYUB1ki13n6MI6QxTFyj5p0ML9PZFhofVMhLZTYDPWq7Xc/K/WS010G2RMJqmhkiw/ilKOTIzyw9GQKUoMn1nARDG7KyJjrDAxNp6KDcFbPXkd2lcNz/Ljda15V8RRhjM4hzp4cANNeAAfWkBgDM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+CPn8wdHvY25</latexit>

آل. ایده گاز Έی در ذرات سرعت توزیع تابع :٨ ش΋ل

طول ͳیعن) گیریم ͳم پذیر تمیز ی΋دیΎر از را ذرات چنان هم که است این منظورمان دهیم. ͳم انجام ͳکوانتوم صورت به را محاسبه همین حال

بدست که ای نتیجه کنیم. ͳم محاسبه انرژی ترازهای روی کردن جم΄ با را Z1 پارش تابع ͳول است) کمتر بسیار ذرات بین فاصله از دوبروی موج

هنوز است ذرات تمیزناپذیری و ذرات موج های بسته تداخل از ͳناش که را ͳکوانتوم آثار زیرا باشد، ͳ΋ی Έکلاسی نتیجه با بایست ͳم آوریم ͳم

به پتانسیل چاه Έی در که ای ذره برای کنیم. حساب را ذره Έی پارش تابع است ͳکاف کردیم که ای ͳمقدمات بحث به توج با ایم. نگرفته نظر در

شود: ͳم مشخص nz و ny, nx ͳکوانتوم عدد سه با انرژی تراز هر است، آزاد کاملا چاه درون و است شده محدود L ابعاد

ϵn = ϵnx,ny,nz
=

ℏ2

2m

π2

L2
(n2

x + n2
y + n2

z). (۵٣)

با: شود ͳم برابر ذره Έی پارش تابع

Z1 =

∞∑
nx, ny, nz=0

e−β ℏ2π2

2mL2 (n2
x+n2

y+n2
z) =: I3 (۵۴)
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آن در که

I :=

∞∑
n=0

e−β ℏ2π2

2mL2 n2

(۵۵)

دهیم: ͳم قرار کرد: انتگرال Έی به تبدیل زیر صورت به توان ͳم را جم΄ این

q =
ℏπ
L

n. (۵۶)

داریم: . است نقطه ∆n شامل ∆q فاصله q محور روی در

∆q =
ℏπ
L

∆n. (۵٧)

نتیجه: در دهیم، ͳم انجام بازه هر درون نقاط تعداد روی سپس و ∆q های بازه روی نخست را جم΄ بنابراین

I =
∑
qi

(∆ni)e
−β 1

2m q2i =

∫ ∞

0

L

ℏπ
dqe−β 1

2m q2 . (۵٨)

از: بود خواهد عبارت پارش تابع نهایی نتیجه L3 = V که این به توجه با است. ساده ͳگاووس انتگرال Έی راست طرف

I =
L

h

(
2πm

β

) 1
2

(۵٩)

نتیجه در و

Z1 =
V

h3

(
2πm

β

) 3
2

(۶٠)

است. ی΋سان آوردیم بدست قبلا که ای نتیجه با که

۶ انرژی: همپاری قضیه n

متوسط انرژی در 1
2kT با برابر ͳسهم ،Έکلاسی سیستم Έی برای ͳهامیلتون ِ عبارت در موجود ͳمربع جمله هر ازای به که کند ͳم بیان قضیه این

است. ساده بسیار قضیه این اثبات داشت. خواهد وجود سیستم

است: شده وارد ͳمربع صورت به ͳهامیلتون در که بΎیرید نظر در را q1 مثل متغیر Έی

H(q1, q2, · · · qN ) = αq21 +H ′(q2, q3, · · · qN ) (۶١)

Equipartition of Energy۶
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با: شود ͳم برابر پارش تابع صورت این در

Z = c

∫
dq1dq2 · · · dqNe−βH(q1,q2,···qN ) =

∫
dq1e

−βαq21Z ′ (۶٢)

q1 روی انتگرال محاسبه با بنابراین متغیرهاست. بقیه روی گیری انتگرال حاصل Z ′ و چیزها جور این و N ! ، h شامل ثابت Έی C آن در که

داشت: خواهیم

Z(β) = (
π

βα
)

1
2Z ′(β) (۶٣)

با: شود ͳم برابر سیستم کل متوسط انرژی آنجا از و

U =
1

2β
− ∂

∂β
lnZ ′(β) =

1

2
kT + U ′. (۶۴)

N دارای H اگر دارد. نام انرژی پاری هم قضیه ، قضیه این است. شده ایجاد 1
2kT اندازه به انرژی از ͳسهم q1 آزادی درجه ازای به این بنابر

بود. خواهد 1
2NkT با برابر متوسط انرژی در آنها سهم باشد، ٢ درجه متغیر

Έکلاسی Έهارمونی نوسانگرهای n

است: زیر ش΋ل به سیستم Έی ͳهامیلتون که کنید فرض

H =

N∑
i=1

p2i
2m

+
1

2
mω2

i q
2
i . (۶۵)

ͳم مناسب متغیر تغییر با را ها سیستم از بسیاری دارند. خود به مخصوص فرکانس هرکدام که است بعدی Έی نوسانگر N دهنده نشان سیستم این

با: بود خواهد برابر آن پارش تابع رسد. ͳم گرمایی تعادل حال به ͳسیستم چنین T دمای در درآورد. فوق ش΋ل به توان

Z =

∫ N∏
i=1

(
dqidpi

h

)
e−βH =

N∏
i=1

∫
dqidpi

h
e−β(

p2i
2m+ 1

2mω2
i q

2
i ) (۶۶)

ها انتگرال محاسبه از پس و

Z =

N∏
i=1

1

h

√
2πm

β

√
2π

βmω2
i

=

N∏
i=1

(
kT

ℏωi

)
. (۶٧)

نتیجه در

F = −kT

N∑
i=1

ln(
kT

ℏωi
). (۶٨)
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با: بود خواهد برابر متوسط انرژی بنابر

U = − ∂

∂β
lnZ = NkT (۶٩)

با: بود خواهد برابر انتروپی و

S =
U − F

T
= Nk + k

N∑
i=1

ln(
kT

ℏωi
). (٧٠)

:ͳکوانتوم Έهارمونی نوسانگر n

شود: ͳم نوشته عملΎر Έی صورت به ͳهامیلتون صورت این در گیریم. ͳم نظر در ͳکوانتوم صورت به را نوسانگرها از مجموعه همان حال

H =

N∑
i=1

p̂2i
2m

+
1

2
ωiq̂

2
i (٧١)

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را ͳهامیلتون این که دانیم ͳم ͳکوانتوم Έانی΋م از

H =

N∑
i=1

ℏωi(a
†
iai +

1

2
) (٧٢)

ͳکوانتوم عدد تا N با ͳهامیلتون این های حالت ویژه هستند. ام i نوسانگر طیف در برنده بالا و برنده پایین عملΎرهای a†i و ai آن در که

شوند: ͳم مشخص n1, n2, · · ·nN

H|n1, n2, · · ·nN ⟩ = En|n1, n2, · · ·nN ⟩ (٧٣)

آن در که

En =

N∑
i=1

ℏωi(ni +
1

2
), ni = 0, 1, 2, · · · . (٧۴)

با: بود خواهد برابر پارش تابع

ZN =
∑

n1,n2,···nN

e−β
∑N

i=1 ℏωi(ni+
1
2 ). (٧۵)

است: ساده ZN محاسبه

ZN =

N∏
i=1

(∑
ni

e−βℏωi(ni+
1
2 )

)
=

N∏
i=1

Zi, (٧۶)
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شود: ͳم پیدا ساده ͳهندس سری Έی از Zi است. ام iنوسانگر به مربوط پارش تابع Zi در آن که

Zi = e−βℏωi
2

1

1− e−βℏωi
=

1

eβℏωi/2 − e−βℏωi/2

=
1

2 sinh βℏωi

2

. (٧٧)

بنابراین

ZN =

N∏
i=1

1

2 sinh βℏωi

2

. (٧٨)

با: بود خواهد برابر UN انرژی

UN = − ∂

∂β
lnZN = − ∂

∂β

N∑
i=1

lnZi =

N∑
i=1

Ui, (٧٩)

است: نوسانگر Έی متوسط انرژی Ui آن در که

Ui = − ∂

∂β
ln

1

2 sinh βℏωi

2

=
ℏωi

2
coth

βℏωi

2
. (٨٠)

با: است برابر ω فرکانس با ͳکوانتوم نوسانگر Έی متوسط انرژی این بنابر

U =
ℏω
2

coth
ℏω
2kT

(٨١)

یا و

U = kT f(x) (٨٢)

که کنیم ͳم مشاهده دهد. ͳم نشان را f(x) تابع  (٩) ش΋ل است. x = ℏω
2kT پارامتر از ͳتابع f(x) = x cothx آن در که

f(x) =


kT ℏω

2 << kT (x << 1)

ℏω
2

ℏω
2 >> kT (x >> 1)

(٨٣)

با: شود ͳم برابر نوسانگرها مجموعه متوسط انرژی

UN =

N∑
i=1

ℏωi

2
coth

ℏωi

2kT
(٨۴)

با: شود ͳم برابر مجموعه این ویژه گرمایی ظرفیت

CV =
dUN

dT
= k

N∑
i=1

(
ℏωi

2kT
)2

1

sinh2( ℏωi

2kT )
(٨۵)
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1
<latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit>

. f(x) تابع :٩ ش΋ل

جامدات: ویژه گرمایی ظرفیت مسئله n

ظرفیت خواهیم ͳم جا این در است. شده آزاد ها یون توسط که ͳترون΋ال گاز Έی بعلاوه شدهاست درست ͳاتم یا ͳیون شب΋ه Έی از جامد Έی

ͳهامیلتون با ͳیون شب΋ه نوسانات کنیم. ͳم نظر صرف ͳترون΋ال گاز ویژه گرمایی ظرفیت از قسمت این در کنیم. حساب را شب΋ه این ویژه گرمایی

شود: ͳم توصیف زیر ͳکل

H =

N∑
i=1

p2i
2m

+
1

2

N∑
i,j=1

kij r⃗i · r⃗j . (٨۶)

نوسانات دهنده نشان ͳهامیلتون دوم جمله و تعادل نقطه حول ͳکل پتانسیل دوم درجه مشتقات ͳیعن
(

∂2V
∂r⃗i∂r⃗j

)
|r⃗0 از است عبارت kij حقیقت در

ِ Έکانونی تبدیل Έی با است. Έکانونی تکانه 3N و نقطه 3N بردارنده در فوق ͳهامیلتون است. تعادل نقطه این حول

(r⃗i, p⃗i)i=1,···N −→ (Qα, Pα)α=1···3N (٨٧)

٢۵



بنویسیم: زیر صورت به را فوق ͳهامیلتون توانیم ͳم کنیم پیدا را آن دقیق فرم ندارد ͳلزوم که

H =

3N∑
α=1

Pα
2

2m
+

1

2
mωα

2Qα
2 (٨٨)

ویژه این ، (V برای پایدار تعادل (شرط است معین مثبت ماتریس این که آنجا از هستند. K ِ بعدی 3N ماتریس مقدارهای ویژه mωα
2 آن در که

دهیم. نشان mωα
2 صورت به و گرفته مثبت را ها آن توانیم ͳم بنابراین و بوده مثبت ͳΎهم مقدارها

ثابت پارش تابع بنابراین و کند ͳنم تغییر dN r⃗dN p⃗ ͳیعن فاز فضای در انتگرال حجم اندازه Έکانونی تبدیل Έی در که کنید ثابت تمرین: n

ماند. ͳم ͳباق

جامدات ویژه گرمایی ظرفیت توانیم ͳم کردیم تبدیل کنش برهم بدون Έهارمونی نوسانگرهای از مجموعه Έی به را جامد شب΋ه که حال

این متوسط انرژی که آوریم ͳم بدست انرژی همپاری قضیه از بΎیریم، نظر در Έکلاسی صورت به را نوسانگرها این اگر کنیم. حساب را

با برابر ویژه گرمایی ظرفیت بنابراین است. 3Nk = 3nR Joule/Kelvin با برابر آن گرمایی ظرفیت نتیجه در و 3NkT با برابر شب΋ه

تناقض تجربه با کاملا پایین دماهای در دارد، تطابق تجربی نتایج با بالا دماهای در چه اگر نتیجه این بود. خواهد 3RJoule/Kelvin−Mole

از ͳ΋ی تناقض این کند. ͳم میل صفر سمت به پایین دماهای در جامدات ویژه گرمایی ظرفیت که دهند ͳم نشان متعدد های آزمایش زیرا دارد،

فرض حال است. انجامیده ͳکوانتوم Έانی΋م ظهور به آن به توجه که است بوده نوزدهم قرن پایان در Έکلاسی Έفیزی نشده حل و مهم مسايل

ͳیعن آید ͳم بدست (٨۴) رابطه از ویژه گرمایی ظرفیت صورت این در هستند. ͳکوانتوم مربوطه نوسانگرهای که کنید

CV =
dUN

dT
= k

3N∑
i=1

(
ℏωi

2kT

)2
1

sinh2( ℏωi

2kT )
. (٨٩)

همه فرکانس̥ که کرد فرض بیشتر محاسبه برای وی آمد. بدست اینشتین توسط بار نخستین جامدات گرمایی ظرفیت مسئله برای حل راه این

: به شود ͳم تبدیل بالا رابطه صورت این در است. مساوی باهم نوسانگرها

CV = 3Nk(
ℏω
2kT

)2
1

sinh2( ℏω
2kT )

=: 3Nkϕ(
T

TE
) (٩٠)

و شود ͳم خوانده جامد این برای اینشتین دمای اصطلاحاً TE := ℏω
2K آن در که

ϕ(x) :=
1

x2 sinh2( 1x )

.

٢۶



1
<latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit>

Cv

3Nk
<latexit sha1_base64="d1o11Aa+5xOMMtBshYqSBtF2nfg=">AAAB+HicbZDLSsNAFIZPvNZ6adSlm8EiuCqJCrosduNKKtgLtCFMppN26GQSZiaFGvIkblwo4tZHcefbOG2z0NYfBj7+cw7nzB8knCntON/W2vrG5tZ2aae8u7d/ULEPj9oqTiWhLRLzWHYDrChngrY005x2E0lxFHDaCcaNWb0zoVKxWDzqaUK9CA8FCxnB2li+XemHEpOs4U/y7PJ+nPt21ak5c6FVcAuoQqGmb3/1BzFJIyo04Vipnusk2suw1Ixwmpf7qaIJJmM8pD2DAkdUedn88BydGWeAwliaJzSau78nMhwpNY0C0xlhPVLLtZn5X62X6vDGy5hIUk0FWSwKU450jGYpoAGTlGg+NYCJZOZWREbYJKFNVmUTgrv85VVoX9Rcww9X1fptEUcJTuAUzsGFa6jDHTShBQRSeIZXeLOerBfr3fpYtK5Zxcwx/JH1+QPQ75Mt</latexit><latexit sha1_base64="d1o11Aa+5xOMMtBshYqSBtF2nfg=">AAAB+HicbZDLSsNAFIZPvNZ6adSlm8EiuCqJCrosduNKKtgLtCFMppN26GQSZiaFGvIkblwo4tZHcefbOG2z0NYfBj7+cw7nzB8knCntON/W2vrG5tZ2aae8u7d/ULEPj9oqTiWhLRLzWHYDrChngrY005x2E0lxFHDaCcaNWb0zoVKxWDzqaUK9CA8FCxnB2li+XemHEpOs4U/y7PJ+nPt21ak5c6FVcAuoQqGmb3/1BzFJIyo04Vipnusk2suw1Ixwmpf7qaIJJmM8pD2DAkdUedn88BydGWeAwliaJzSau78nMhwpNY0C0xlhPVLLtZn5X62X6vDGy5hIUk0FWSwKU450jGYpoAGTlGg+NYCJZOZWREbYJKFNVmUTgrv85VVoX9Rcww9X1fptEUcJTuAUzsGFa6jDHTShBQRSeIZXeLOerBfr3fpYtK5Zxcwx/JH1+QPQ75Mt</latexit><latexit sha1_base64="d1o11Aa+5xOMMtBshYqSBtF2nfg=">AAAB+HicbZDLSsNAFIZPvNZ6adSlm8EiuCqJCrosduNKKtgLtCFMppN26GQSZiaFGvIkblwo4tZHcefbOG2z0NYfBj7+cw7nzB8knCntON/W2vrG5tZ2aae8u7d/ULEPj9oqTiWhLRLzWHYDrChngrY005x2E0lxFHDaCcaNWb0zoVKxWDzqaUK9CA8FCxnB2li+XemHEpOs4U/y7PJ+nPt21ak5c6FVcAuoQqGmb3/1BzFJIyo04Vipnusk2suw1Ixwmpf7qaIJJmM8pD2DAkdUedn88BydGWeAwliaJzSau78nMhwpNY0C0xlhPVLLtZn5X62X6vDGy5hIUk0FWSwKU450jGYpoAGTlGg+NYCJZOZWREbYJKFNVmUTgrv85VVoX9Rcww9X1fptEUcJTuAUzsGFa6jDHTShBQRSeIZXeLOerBfr3fpYtK5Zxcwx/JH1+QPQ75Mt</latexit><latexit sha1_base64="d1o11Aa+5xOMMtBshYqSBtF2nfg=">AAAB+HicbZDLSsNAFIZPvNZ6adSlm8EiuCqJCrosduNKKtgLtCFMppN26GQSZiaFGvIkblwo4tZHcefbOG2z0NYfBj7+cw7nzB8knCntON/W2vrG5tZ2aae8u7d/ULEPj9oqTiWhLRLzWHYDrChngrY005x2E0lxFHDaCcaNWb0zoVKxWDzqaUK9CA8FCxnB2li+XemHEpOs4U/y7PJ+nPt21ak5c6FVcAuoQqGmb3/1BzFJIyo04Vipnusk2suw1Ixwmpf7qaIJJmM8pD2DAkdUedn88BydGWeAwliaJzSau78nMhwpNY0C0xlhPVLLtZn5X62X6vDGy5hIUk0FWSwKU450jGYpoAGTlGg+NYCJZOZWREbYJKFNVmUTgrv85VVoX9Rcww9X1fptEUcJTuAUzsGFa6jDHTShBQRSeIZXeLOerBfr3fpYtK5Zxcwx/JH1+QPQ75Mt</latexit>

T

TE
<latexit sha1_base64="7GTqAj2CpPjhG3FjLzHJE470L5U=">AAAB9HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBjUQSPFdpaaJeSTWfb0Gx2TbKFsvR3ePGgiFd/jDf/jWm7B219IfDwzgwzeYNEcG1c99sprK1vbG4Vt0s7u3v7B+XDo5aOU8WwyWIRq3ZANQousWm4EdhOFNIoEPgYjG5n9ccxKs1j2TCTBP2IDiQPOaPGWn43VJRljWnW6N1Ne+WKW3XnIqvg5VCBXPVe+avbj1kaoTRMUK07npsYP6PKcCZwWuqmGhPKRnSAHYuSRqj9bH70lJxZp0/CWNknDZm7vycyGmk9iQLbGVEz1Mu1mflfrZOa8NrPuExSg5ItFoWpICYmswRInytkRkwsUKa4vZWwIbU5GJtTyYbgLX95FVoXVc/yw2WldpPHUYQTOIVz8OAKanAPdWgCgyd4hld4c8bOi/PufCxaC04+cwx/5Hz+AO4+kjA=</latexit><latexit sha1_base64="7GTqAj2CpPjhG3FjLzHJE470L5U=">AAAB9HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBjUQSPFdpaaJeSTWfb0Gx2TbKFsvR3ePGgiFd/jDf/jWm7B219IfDwzgwzeYNEcG1c99sprK1vbG4Vt0s7u3v7B+XDo5aOU8WwyWIRq3ZANQousWm4EdhOFNIoEPgYjG5n9ccxKs1j2TCTBP2IDiQPOaPGWn43VJRljWnW6N1Ne+WKW3XnIqvg5VCBXPVe+avbj1kaoTRMUK07npsYP6PKcCZwWuqmGhPKRnSAHYuSRqj9bH70lJxZp0/CWNknDZm7vycyGmk9iQLbGVEz1Mu1mflfrZOa8NrPuExSg5ItFoWpICYmswRInytkRkwsUKa4vZWwIbU5GJtTyYbgLX95FVoXVc/yw2WldpPHUYQTOIVz8OAKanAPdWgCgyd4hld4c8bOi/PufCxaC04+cwx/5Hz+AO4+kjA=</latexit><latexit sha1_base64="7GTqAj2CpPjhG3FjLzHJE470L5U=">AAAB9HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBjUQSPFdpaaJeSTWfb0Gx2TbKFsvR3ePGgiFd/jDf/jWm7B219IfDwzgwzeYNEcG1c99sprK1vbG4Vt0s7u3v7B+XDo5aOU8WwyWIRq3ZANQousWm4EdhOFNIoEPgYjG5n9ccxKs1j2TCTBP2IDiQPOaPGWn43VJRljWnW6N1Ne+WKW3XnIqvg5VCBXPVe+avbj1kaoTRMUK07npsYP6PKcCZwWuqmGhPKRnSAHYuSRqj9bH70lJxZp0/CWNknDZm7vycyGmk9iQLbGVEz1Mu1mflfrZOa8NrPuExSg5ItFoWpICYmswRInytkRkwsUKa4vZWwIbU5GJtTyYbgLX95FVoXVc/yw2WldpPHUYQTOIVz8OAKanAPdWgCgyd4hld4c8bOi/PufCxaC04+cwx/5Hz+AO4+kjA=</latexit><latexit sha1_base64="7GTqAj2CpPjhG3FjLzHJE470L5U=">AAAB9HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBjUQSPFdpaaJeSTWfb0Gx2TbKFsvR3ePGgiFd/jDf/jWm7B219IfDwzgwzeYNEcG1c99sprK1vbG4Vt0s7u3v7B+XDo5aOU8WwyWIRq3ZANQousWm4EdhOFNIoEPgYjG5n9ccxKs1j2TCTBP2IDiQPOaPGWn43VJRljWnW6N1Ne+WKW3XnIqvg5VCBXPVe+avbj1kaoTRMUK07npsYP6PKcCZwWuqmGhPKRnSAHYuSRqj9bH70lJxZp0/CWNknDZm7vycyGmk9iQLbGVEz1Mu1mflfrZOa8NrPuExSg5ItFoWpICYmswRInytkRkwsUKa4vZWwIbU5GJtTyYbgLX95FVoXVc/yw2WldpPHUYQTOIVz8OAKanAPdWgCgyd4hld4c8bOi/PufCxaC04+cwx/5Hz+AO4+kjA=</latexit>

�(
T

TE
)

<latexit sha1_base64="0OtExafvCzlxibPEitYiAfX41ns=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpJliEuimJCLosiuCyQm/QhDCZTtqhk0mYmQghxFdx40IRtz6IO9/GaZuFtv4w8PGfczhn/iBhVCrb/jbW1jc2t7YrO9Xdvf2DQ/PouCfjVGDSxTGLxSBAkjDKSVdRxcggEQRFASP9YHo7q/cfiZA05h2VJcSL0JjTkGKktOWbNbc9oQ03FAjnnSLv+HfFuW/W7aY9l7UKTgl1KNX2zS93FOM0IlxhhqQcOnaivBwJRTEjRdVNJUkQnqIxGWrkKCLSy+fHF9aZdkZWGAv9uLLm7u+JHEVSZlGgOyOkJnK5NjP/qw1TFV57OeVJqgjHi0VhyiwVW7MkrBEVBCuWaUBYUH2rhSdIB6F0XlUdgrP85VXoXTQdzQ+X9dZNGUcFTuAUGuDAFbTgHtrQBQwZPMMrvBlPxovxbnwsWteMcqYGf2R8/gAgy5Rr</latexit><latexit sha1_base64="0OtExafvCzlxibPEitYiAfX41ns=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpJliEuimJCLosiuCyQm/QhDCZTtqhk0mYmQghxFdx40IRtz6IO9/GaZuFtv4w8PGfczhn/iBhVCrb/jbW1jc2t7YrO9Xdvf2DQ/PouCfjVGDSxTGLxSBAkjDKSVdRxcggEQRFASP9YHo7q/cfiZA05h2VJcSL0JjTkGKktOWbNbc9oQ03FAjnnSLv+HfFuW/W7aY9l7UKTgl1KNX2zS93FOM0IlxhhqQcOnaivBwJRTEjRdVNJUkQnqIxGWrkKCLSy+fHF9aZdkZWGAv9uLLm7u+JHEVSZlGgOyOkJnK5NjP/qw1TFV57OeVJqgjHi0VhyiwVW7MkrBEVBCuWaUBYUH2rhSdIB6F0XlUdgrP85VXoXTQdzQ+X9dZNGUcFTuAUGuDAFbTgHtrQBQwZPMMrvBlPxovxbnwsWteMcqYGf2R8/gAgy5Rr</latexit><latexit sha1_base64="0OtExafvCzlxibPEitYiAfX41ns=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpJliEuimJCLosiuCyQm/QhDCZTtqhk0mYmQghxFdx40IRtz6IO9/GaZuFtv4w8PGfczhn/iBhVCrb/jbW1jc2t7YrO9Xdvf2DQ/PouCfjVGDSxTGLxSBAkjDKSVdRxcggEQRFASP9YHo7q/cfiZA05h2VJcSL0JjTkGKktOWbNbc9oQ03FAjnnSLv+HfFuW/W7aY9l7UKTgl1KNX2zS93FOM0IlxhhqQcOnaivBwJRTEjRdVNJUkQnqIxGWrkKCLSy+fHF9aZdkZWGAv9uLLm7u+JHEVSZlGgOyOkJnK5NjP/qw1TFV57OeVJqgjHi0VhyiwVW7MkrBEVBCuWaUBYUH2rhSdIB6F0XlUdgrP85VXoXTQdzQ+X9dZNGUcFTuAUGuDAFbTgHtrQBQwZPMMrvBlPxovxbnwsWteMcqYGf2R8/gAgy5Rr</latexit><latexit sha1_base64="0OtExafvCzlxibPEitYiAfX41ns=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpJliEuimJCLosiuCyQm/QhDCZTtqhk0mYmQghxFdx40IRtz6IO9/GaZuFtv4w8PGfczhn/iBhVCrb/jbW1jc2t7YrO9Xdvf2DQ/PouCfjVGDSxTGLxSBAkjDKSVdRxcggEQRFASP9YHo7q/cfiZA05h2VJcSL0JjTkGKktOWbNbc9oQ03FAjnnSLv+HfFuW/W7aY9l7UKTgl1KNX2zS93FOM0IlxhhqQcOnaivBwJRTEjRdVNJUkQnqIxGWrkKCLSy+fHF9aZdkZWGAv9uLLm7u+JHEVSZlGgOyOkJnK5NjP/qw1TFV57OeVJqgjHi0VhyiwVW7MkrBEVBCuWaUBYUH2rhSdIB6F0XlUdgrP85VXoXTQdzQ+X9dZNGUcFTuAUGuDAFbTgHtrQBQwZPMMrvBlPxovxbnwsWteMcqYGf2R8/gAgy5Rr</latexit>

آینشتین. مدل در جامدات ویژه گرمایی ظرفیت :١٠ ش΋ل

بزرگ های موفقیت از ͳ΋ی کار این کند. ͳم برطرف را تجربه و نظریه بین تناقض اینشتین حل راه شود، ͳم دیده (١٠) ش΋ل در که همانطور

است. بوده ͳکوانتوم نظریه

شده حاصل چΎونه امر این ͳکیف نظر از اما است. شده ناسازگاری این رف΄ باعث پیوسته نه و هستند گسسته نوسانگرها انرژی سطوح که این

تعریف بنابر است. ساده بسیار آن ΁پاس شود؟ ͳم صفر دمای در ویژه گرمایی ظرفیت شدن صفر باعث انرژی سطوح شدن گسسته چرا است؟

نوسانگر مجموعه دو بالا های ش΋ل رود. ͳم بالا سیستم انرژی مقدار چه حرارت، درجه افزایش ازای به که این ͳیعن است، CV = (∂E∂T )N,V

پایه حالت در نوسانگرها همه و است صفر دما بالایی ش΋ل در دهد. ͳم نشان را گسسته) طیف با ) ͳکوانتوم و ( پیوسته طیف با ) Έکلاسی

بالا ͳکم سیستم کل انرژی بنابراین است. رفته بالا ͳکم کدام هر Έکلاسی نوسانگرهای انرژی است. رفته بالا ͳکم دما ͳپایین ش΋ل در هستند.

کم بسیار باشد رفته بالا نوسانگر انرژی که این احتمال تر دقیق عبارت به یا اند، نشده Έتحری کدام هیچ هنوز ͳکوانتوم نوسانگرهای ͳول رفته

.(١١) ش΋ل دهد، ͳم نشان را ͳاصل ایده اختلاف این است.

ظرفیت پایین دماهای در که دهند ͳم نشان دقیق های آزمایش است. ͳمنف سوال این ΁پاس دارد؟ کامل سازگاری تجربه با اینشتین مدل آیا
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a b

شوند. ͳم دیده پیوسته kT ͳیعن گرمایی انرژی متوسط با مقایسه در نوسانگر انرژی سطوح بالاست دما که ͳوقت چپ: سمت ش΋ل :١١ ش΋ل

شود. ͳم مشهود نوسانگرها انرژی بودن گسسته است پایین دما که ͳوقت راست: سمت ش΋ل

کند: ͳم میل صفر سمت به زیر ش΋ل به گرمایی ظرفیت که دهد ͳم نشان ٩٧ رابطه آنکه حال و کند ͳم میل صفر سمت به T 3 صورت به گرمایی

CV

3Nk
−→ 4

x2
e−2x =

4T 2
E

T 2
e
−2 T

TE . (٩١)

دیبای . ͳج پیتر فیزی΋دان ͳشیم توسط که دارد نام دیبای مدل دارد پدیده این تر دقیق توضیح در ͳسع اینشتین مدل از الهام با که ͳصحیح مدل

است. شده ارایه ٧

دیبای: مدل n

فرکانس طیف ͳیعن ωα های فرکانس نیست. چنین واق΄ در ͳول هستند. فرکانس Έی دارای نوسانگرها همه که بود شده فرض اینشتین مدل در

در و ͳطبیع های فرکانس که کرد فرض توان ͳم ساده تصویر Έی در آيند. ͳم بدست ͳهامیلتون کردن قطری از جامد شب΋ه نوسانات ͳطبیع های

بر در L تا a از را مقداری هر است a ی΋دیΎر از هایش اتم فاصله و L آن بزرگ ابعاد که جامد شب΋ه Έی ͳطبیع نوسانات های موج طول نتیجه

Peter J. Debye٧
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ͳم نوسان فرکانس Έی با هماهنگ طور به ها اتم همه که معناست این به گیرد ͳم قرار ͳطبیع وجه یا مود Έی در جامد این که ͳوقت گیرد. ͳم

بود: خواهد زیر ش΋ل به نوسانات معادله شویم قائل ایستاده موج این برای Έپریودی مرزی شرایط هرگاه آورند. ͳم بوجود ایستاده موج Έی و کنند

Ψn⃗(R⃗, t) = A sin
2πn1

L
x sin

2πn2

L
y sin

2πn3

L
z sin(ωt), (٩٢)

ͳیعن کنند. ͳم تعیین را موج بردار که هستند ͳمثبت صحیح اعداد n3 و n2, n1 آن در  که

k⃗ = (kx, ky, kz) =
2π

L
(nx, ny, nz) (٩٣)

داریم: موج این برای است. نوسان فرکانس ω و دهد ͳم نشان را ها اتم م΋ان بردار R⃗ = (x, y, z) و

ω2 =| k⃗ |2 v2 = (
2π

L
)2c2

(
n2
x + n2

y + n2
z

)
(٩۴)

ͳنقاط تعداد بالا معادله از . دارد وجود ͳطبیع فرکانس Έی nx, ny, nz عدد سه هر ازای به است. جامد در امواج این انتشار سرعت c آن در که

.Ω(ω) = 1
8
4
3π(

ωL
2πc )

3 ͳیعن ωL
2πc شعاع به ای کره 1

8 با است برابر هستند ω از کمتر ͳطبیع فرکانس با متناظر که

با: است برابر است ω + dω و ω بین آنها فرکانس که ͳطبیع مودهای تعداد بنابراین

g(ω)dω = Ω′(ω)dω =
π

2
ω2

(
L

2πc

)3

dω. (٩۵)

ω = 2π
λ c یا و ω = |k| که کنیم ͳم توجه مقادیر این یافتن برای گیرند. ͳم بر در را ماکزیمم مقدار Έی تا نیمم ͳم مقدار Έی از ها فرکانس این

داشت: خواهیم باشد، بزرگتر تواند ͳنم نیز L از و باشد کوچ΋تر 2a از تواند ͳنم λ که آنجا از استا. موج طول λ آن در که

2π

L
c ≤ ω ≤ π

a
c

ͳیعن دهیم. قرار صفر مساوی را چپ طرف حد توانیم ͳم است بزرگ ها اتم بین فاصله به نسبت ͳخیل L که آنجا از

0 ≤ ω ≤ π

a
= ωmax.

آید: ͳم در زیر ش΋ل به ٩٣ رابطه مقدمات این با

U =

N∑
i=1

ℏωi

2
coth

ℏωi

2kT
=

∫ ωmax

0

g(ω)dω
ℏω
2

coth
ℏω
2kT

, (٩۶)
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g(ω) جایΎذاری با و

U =
V

16π2c2

∫ ωmax

0

ω2dωkT
ℏω
2kT

coth
ℏω
2kT

, (٩٧)

نیست. بالا انتگرال دقیق محاسبه به نیازی بیارویم بدست T حسب بر را CV نتیجه در و U رفتار آنکه برای است. جامد حجم V = L3 آن در که

دهیم: ͳم قرار دهیم. انجام متغیر تغییر Έی که است ͳکاف

x :=
ℏω
2kT

, −→ xmax =
ℏωmax

2kT
=

TD

T
, (٩٨)

بنابراین شود. ͳم خوانده دیبای دمای TD := ℏωmax

2k آن در که

U =
V

16π2c2
kT (

2kT

ℏ
)3
∫ TD

T

0

x3 cothxdx. (٩٩)

متناسب CV که معناست این به نتیجه این شود. ͳم T 4 با متناسب U نتیجه در و شده T از مستقل انتگرال T −→ 0 حد در دیدکه توان ͳم حال

است. شده حاصل ها آزمایش از که است ای نتیجه همان که شود ͳم T 3 با

ها مسئله ۴

 

داشته نگاه T دمای در سیستم این اند. شده متصل k فنر ثابت به فنر سه با ش΋ل مطابق که بΎیرید نظر در m جرم به گوی دو : Έی مسئله n

دهید. ΁پاس زیر سوالات به Έکلاسی سیستم Έی عنوان به سیستم این گرفتن نظر در با کنند. ͳم ͳطول نوسان ها جرم و است شده

کنید. پیدا را سیستم این ͳطبیع نوسان مودهای ‐ ١

کنید. پیدا را سیستم این انرژی متوسط ‐ ٢
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کنید. پیدا را ͳنوسان مود هر متوسط انرژی ‐ ٣

کنید. پیدا را ها جرم از هرکدام جایجایی متوسط ‐ ۴

سوم. مسئله به مربوط ش΋ل :١٢ ش΋ل

داشته نگاه T دمای در سیستم این اند. شده متصل k فنر ثابت به هایی فنر با ش΋ل مطابق که بΎیرید نظر در m جرم به گوی N : دو مسئله n

در آنها طول و صفر با برابر ها فنر آزاد طول هستند. ͳطول نیز نوسانات همه بΎیرید. نظر در ͳکوانتوم صورت به را نوسانگرها است. شده

کنید. حساب سیستم این برای را دیبای دمای است. a با برابر ش΋ل این

را دیبای آنالیز همان توانیم ͳم دارند قرار بعد سه در که Έهارمونی نوسانگرهای از ای مجموعه ͳیعن بعدی سه جامد Έی :برای سه مسئله n

ͳخیل دماهای برای که دهید نشان و دهید انجام را آنالیز این نداریم. ͳسیستم چنین ͳطبیع های فرکانس دانستن به نیازی و دهیم انجام

داریم: (T ≪ ΘD) دیبای دمای از تر Έکوچ

(CP − CV ) ∼ T 7. (١٠٠)
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ͳهامیلتون با ای ذره بس ͳسیستم چهار: مسئله n

H =

N∑
i=1

p2i
2m

+

N∑
i=1

aiq
2
i (١٠١)

برهم بدون Έهارمونی نوسانگرهای از مجموعه Έی سیستم نوع این از مثال Έی) است. رسیده اش محیط با تعادل به T ثابت دمای در

که دهید نشان و کنید حساب را سیستم این پارش تابع Έکانونی آنزامبل در است.)  کنش

⟨E⟩ = NkBT , ⟨(E − ⟨E⟩)2⟩ = Nk2BT
2. (١٠٢)

ͳهامیلتون با Έهارمونی نوسانگر Έی چهار: مسئله n

H =
p2i
2m

+ aq2 + bq (١٠٣)

را زیر های کمیت . کنید حساب را سیستم این پارش تابع Έکانونی آنزامبل در است.  رسیده اش محیط با تعادل به T ثابت دمای در

کنید:  حساب

⟨E⟩, ⟨(E − ⟨E⟩)2⟩. (١٠۴)

بΎیرید: نظر در زیر ͳهامیلتون با و (qi, pi) i = 1 · · ·N ی  یافته تعمیم مختصات با ای ذره بس ͳسیستم ششم: مسئله n

H =

N∑
i=1

p2i
2m

+
∑
i,j

Ki,jqiqj +

N∑
i=1

aiqi (١٠۵)

است:  برقرار سیستم این برای زیر رابطه همواره که دهید نشان است.  رسیده تعادل به اش محیط با T ثابت دمای در سیستم این

⟨E⟩ = NkT. (١٠۶)

بΎیرید: نظر در زیر ͳهامیلتون با ای ذره بس ͳسیستم هفتم: مسئله n

H =

N∑
i=1

P2
i

2m
+ U(r1, r2, · · · , rN ). (١٠٧)

کند: ͳم صدق زیر رابطه در ͳهامیلتون این در پتانسیل تابع

U(λr1, λr2, · · · , λrN ) = λγU(r1, r2, · · · , rN ). (١٠٨)
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است:  زیر ͳکل ش΋ل به سیستم این حالت معادله که دهید نشان

PT−1+3/γ = f

(
V

N
T−3/γ

)
(١٠٩)

مول΋ول Έی انرژی .(١٣) ش΋ل بΎیرید، نظر در هستد µ ͳ΋تری΋ال ͳدائم دوقطبی دارای که مول΋ولهایی از رقیق گاز Έی هشتم: مسئله n

با: است برابر E = Eẑ ͳ΋تری΋ال میدان در

H = Ttransl + Trot − µE cos θ, (١١٠)

را مول΋ول است. ͳ΋تری΋ال میدان در قطبی دو این انرژی سوم جمله و ͳدوران و ͳانتقال ͳجنبش انرژی ترتیب به دوم و اول جمله آن در که

بود: خواهد زیر صورت به آن ͳدوران انرژی صورت این در بΎیرید. نظر در I ͳاینرس ممان با میله Έی صورت به

Trot =
1

2
I
(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
(١١١)

ͳیعن شود، ͳم نوشته معمول صورت به نیز مول΋ول این ͳانتقال انرژی

Ttransl =
1

2m
P2. (١١٢)

داشت: خواهیم صورت این در کنیم. نظر صرف ها مول΋ول بین کنش برهم از توانیم ͳم است رقیق گاز که آنجا از

Z =
ZN
1

N !
(١١٣)

.Z1 = ZtranslZrot آن در که

که دهید نشان الف:

Zrot =
2I sinhβEµ

ℏ2β2Eµ
. (١١۴)

با:  است برابر متوسط ͳ΋تری΋ال قطبش که دهید نشان ب:

P =
N

V
⟨µ cos θ⟩ = N

V

(
µ cothβµE − kBT

E

)
. (١١۵)

شود، ͳم تعریف زیر رابطه توسط که ϵ ͳ΋تری΋ال دی ثابت µE ≪ kT حد در که دهید نشان پ:

ϵE = ϵ0E + P (١١۶)

٣٣



با: است برابر

ϵ = ϵ0 +
Nβµ2

3V
. (١١٧)

. دارد. انرژی مبادله اش محیط با است رسیده تعادل به محیط با که سیستم Έی :١٣ ش΋ل

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را ͳاتم دو مول΋ول Έی ͳهامیلتون نهم: مسئله n

H = Ttransl + Trot + Tvib =
P2

2m
+

L2

2I
+

p2

2
(2µ) +

1

2
µω2x2, (١١٨)

دوم جمله جرم، مرکز ͳانتقال انرژی اول جمله هستند. مول΋ول ͳنوسان و ͳدوران ،ͳانتقال انرژی دهنده نشان ترتیب به جملات این آن در که

نوسان دهنده نشان نیز سوم جمله و است میله بر عمود محور Έی حول است) شده مدل میله Έی صورت به (که مول΋ول ͳدوران انرژی

جرم دهنده نشان نیز µ پارامتر هستند. آن ͳاینرس ممان و مول΋ول کل ای زاویه تکانه ترتیب به I و L است. میله امتداد در ها مول΋ول

ͳم جابجا هم با آزادی درجه نوع سه این به مربوط عملΎرهای که آنجا از دهند. ͳم تش΋یل را مول΋ول که هستند ͳاتم دو یافته کاهش

٣۴



از: اند عبارت که نوشت ͳراحت به را ͳهامیلتون این مقادیر ویژه و بردارها ویژه توان ͳم شوند،

H|k⟩ ⊗ |j,m⟩ ⊗ |n⟩ = Ek,j,n|k⟩ ⊗ |j,m⟩ ⊗ |n⟩, (١١٩)

آن در که

Ek,j,n =
ℏ2k2

2m
+

ℏ2j(j + 1)

2I
+ ℏω(n+

1

2
) (١٢٠)

هستند: زیر های محدوده دارای ͳکوانتوم اعداد و

k =
π

L
(n1, n2, n3) 0 < n1, n2, n3 < ∞

−j ≤ m ≤ j

0 ≤ n < ∞. (١٢١)

ͳم و کنند ͳنم کنش برهم ی΋دیΎر با ها مول΋ول که طوری به است کم ͳکاف اندازه به نیز یافته تش΋یل ها مول΋ول این از که گازی ͳالΎچ

.L با است برابر نیز گاز محتوی ظرف ابعاد گرفت. نظر در آل ایده را گاز توان

کنید. حساب را گاز این پارش تابع الف‐

کنید. حساب را گاز ویژه گرمایی ظرفیت ب‐

کنید. حساب را گاز حالت معادله پ‐

کنیم: ͳم تعریف را زیر دماهای ت‐

θrot =
ℏ2

2IkB
, θvib =

ℏω
kB

(١٢٢)

کنید: بحث گاز ویژه گرمایی ظرفیت باره در زیر محدوده سه در حال

i) T ≪ θrot ≪ θvib

ii) θrot ≪ T ≪ θvib

i) θrot ≪ θvib ≪ T. (١٢٣)
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کنید: پیدا احتیاج اویلر جم΄ رابطه به موسوم زیر رابطه به جایی در است مم΋ن

∞∑
n=0

=

∫ ∞

0

dxf(x) +
1

2
f(0)− 1

12
f ′(0) +

1

720
f”(0) + · · · (١٢۴)
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