
Έگراندکانونی آنزامبل : چهارم درس

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳکریم وحید

١٣٩٧ آبان ١۶

Έکانونی گراند آنزامبل ١

ثابت E ͳیعن سیستم کل انرژی و N ͳیعن ذرات تعداد Έروکانونی΋می آنزامبل در ایم. شده آشنا Έکانونی و Έروکانونی΋می آنزامبل دو با کنون تا

است. رسیده تعادل به ثابت دمای در منبع Έی با سیستم عوض در نیست. ثابت انرژی ͳول است ثابت ذرات تعداد Έکانونی آنزامبل در است.

آن در که شویم آشنا ͳآنزامبل با خواهیم ͳم اکنون است. ی΋سان آنزامبل نوع دو این از ͳناش ͳ΋ترمودینامی نتایج ،Έترمودینامی حد در که دیدیم

بنابراین است. ثابت شیمیایی پتانسیل و دما آن در و است رسیده تعادل به منبع Έی با سیستم عوض در ذرات، تعداد نه و است ثابت انرژی نه

Έترمودینامی که ͳوقت مثل نیازمندیم، ͳآنزامبل چنین به ما اقعا و شرایط از ͳبعض برای ذره. مبادله هم و کند ͳم انرژی مبادله هم منبع با سیستم

یا و اقیانوس از ͳقسمت Έی یا جو از لایه Έی Έترمودینامی که ͳوقت یا کنیم ͳم مطالعه دارد،  قرار آن بالای هوای با تماس در که را دریاچه Έی

کنیم. ͳم مطالعه را خورشید اتمسفر

با برابر منبع و سیستم کل انرژی است. µشیمیایی پتانسیل و T ِ ثابت دمای در منبع Έی با تماس در که دهد ͳم نشان را ͳسیستم  (٢) ش΋ل

دهیم. ͳم نشان N2 و E2 با را منبع ذرات تعداد و انرژی و N1 و E1 با را سیستم ذرات تعداد و انرژی است. N با برابر کل ذرات تعداد و E

است ΀واض

N = N1 +N2, E = E1 + E2. (١)

١
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دارد. انرژی و ذره مبادله اش محیط با است رسیده تعادل به محیط با که سیستم Έی :١ ش΋ل

با است برابر منبع و سیستم های می΋روحالت کل تعداد

Ω(E,N) =
∑

N1,E1

Ω1(E1, N1)Ω2(E2, N2) (٢)

احتمال که کنیم ͳم سوال حال شوند. ͳم اختیار P = 1
Ω(E,N) احتمال با ͳیعن ی΋سان احتمال با ها می΋روحالت این از هرکدام تعادل، حالت در

سیستم می΋روحالت که ͳحالت چنین در است؟ چقدر کند اختیار را Ni ذرات تعداد و Ei انرژی که را i مثل معین می΋روحالت Έی سیستم آنکه

بنابراین باشد. Ω2(E − Ei, N −Ni) در موجود های می΋روحالت زیادی تعداد از ͳ΋ی تواند ͳم محیط یا منبع می΋روحالت است معین کاملا

با: است برابر سوال این ΁پاس

Pi =
1

Ω(E,N)
Ω2(E − Ei, N −Ni). (٣)

است. نمایی N ذرات تعداد و E انرژی به آن ͳبستگ که است ͳتابع Ω که دانیم ͳم چنین هم Ni << N. و Ei << E که دانیم ͳم اما

٢



دهیم: بسط را اش لΎاریتم بایست ͳم آن بجای بنابراین

lnPi = c+ lnΩ2(E − Ei, N −Ni)

≈ c+ Ei
∂Ω2

∂Ei Ei=0

+Ni
∂Ω2

∂Ni Ni=0

= c− Ei
∂Ω2

∂E E=E
−Ni

∂Ω2

∂N N=N
. (۴)

که دانیم ͳم Έترمودینامی از چنین هم S = k lnΩ. که ایم گرفته یاد قبلا )اما
∂S

∂E

)
N,X

=
1

T
,

(
∂S

∂N

)
E,X

=
−µ

T
. (۵)

نتیجه در است. گاز) در حجم (مثل سیستم فزونور متغیر X آن در که

lnPi = c− βEi + βµNi (۶)

داشت: خواهیم نتیجه در . β = 1
kT آن در که

Pi =
1

Q
e−βEi+βµNi (٧)

با برابراست و است ثابت Έی Q آن در که

Q(β, βµ) =
∑
i

e−β(Ei−µNi) (٨)

Έی در سیستم که دهد ͳم را این احتمال (٧) رابطه دارد. نام Έگراندکانونی پارش تابع Q هاست. می΋روحالت تمام روی جم΄ آن در که

همه نیز Έگراندکانونی پارش تابع ،Έکانونی پارش تابع مثل است. Ni ذرات تعداد و Ei انرژی دارای که باشد i مثل مشخص می΋روحالت

کنیم. ͳم حساب Έی به Έی را ها کمیت این زیر در بدهد. بدست تواند ͳم را سیستم ͳ΋ترمودینامی خصوصیات

انرژی: متوسط n

U =
∑
i

PiEi =
∑
i

1

Q
e−β(Ei−µNi)Ei =

1

Q

(
−∂Q

∂β

)
. (٩)

بنابراین

U = − ∂

∂β
lnQ. (١٠)

٣



ذرات: تعداد متوسط n

N =
∑
i

PiNi =
∑
i

Ni
1

Q
e−β(Ei−µNi) =

1

Q

∂

∂βµ
Q. (١١)

بنابراین

N =
∂

∂βµ
lnQ. (١٢)

: ذرات تعداد خیز و افت n

N2 −N
2
=

1

Q

∂2

∂(βµ)2
Q− (

1

Q

∂

∂βµ
Q)2 =

∂2

∂(βµ)2
lnQ. (١٣)

با بود خواهد برابر نسبی خیز و افت بنابراین

N2 −N
2

N
2 =

(lnQ)”

(lnQ′)2
. (١۴)

های کمیت µ و β که این به توجه با و ١٢ رابطه بنابر که کنیم ͳم دقت حال است. βµ به نسبت گیری مشتق معنای به ′ علامت آن در که n

گیریم ͳم نتیجه بنابراین است. 1
N

مرتبه از ١۴ رابطه راست طرف بنابراین است. N مرتبه از و فزونور کمیت Έی lnQ هستند، √نافزونور
N2 −N

2

N
∼ 1

N
1
2

, (١۵)

و است، کم بسیار N ͳیعن آن متوسط مقدار حول N ِ خیز و افت که است این معنایش است. صفر با برابر تقریبا بزرگ های N برای که

جای به را سیستم درون ذرات متوسط تعداد ͳسادگ برای بعد به این از گرفت. Nهمان برابر و ثابت را N مقدار توان ͳم عملا نتیجه در

دهیم. ͳم نشان N با N

عنوان به را Q بنابراین شود. برده کار به Q متغیرهای از ͳ΋ی عنوان به z := eβµ پارامتر βµ پارامتر بجای که است معمول .z پارامتر n

ͳم که معنا این به کرد، ͳبازنویس را گذشته روابط توان ͳم نتیجه در نویسیم. ͳم حجم مثل سیستم دیΎر متغیرهای والبته z و β از ͳتابع

نویسیم:

∂

∂βµ
=

dz

d(βµ)

∂

∂z
= z

∂

∂z
(١۶)

داشت: خواهیم بنابراین

U = − ∂

∂β
lnQ, N = z

∂

∂z
lnQ. (١٧)

۴
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<latexit sha1_base64="zrZuDvEDsoKRG4cAtkCeFFmE0Ew=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjBVsLbSibzaRdutnE3Y1QQv+EFw+KePXvePPfuG1z0NYXFh7emWFn3iAVXBvX/XZKK6tr6xvlzcrW9s7uXnX/oK2TTDFssUQkqhNQjYJLbBluBHZShTQOBD4Eo+tp/eEJleaJvDfjFP2YDiSPOKPGWp1eiMJQctOv1ty6OxNZBq+AGhRq9qtfvTBhWYzSMEG17npuavycKsOZwEmll2lMKRvRAXYtShqj9vPZvhNyYp2QRImyTxoyc39P5DTWehwHtjOmZqgXa1Pzv1o3M9Gln3OZZgYlm38UZYKYhEyPJyFXyIwYW6BMcbsrYUOqKDM2oooNwVs8eRnaZ3XP8t15rXFVxFGGIziGU/DgAhpwC01oAQMBz/AKb86j8+K8Ox/z1pJTzBzCHzmfP3l7j5U=</latexit><latexit sha1_base64="zrZuDvEDsoKRG4cAtkCeFFmE0Ew=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjBVsLbSibzaRdutnE3Y1QQv+EFw+KePXvePPfuG1z0NYXFh7emWFn3iAVXBvX/XZKK6tr6xvlzcrW9s7uXnX/oK2TTDFssUQkqhNQjYJLbBluBHZShTQOBD4Eo+tp/eEJleaJvDfjFP2YDiSPOKPGWp1eiMJQctOv1ty6OxNZBq+AGhRq9qtfvTBhWYzSMEG17npuavycKsOZwEmll2lMKRvRAXYtShqj9vPZvhNyYp2QRImyTxoyc39P5DTWehwHtjOmZqgXa1Pzv1o3M9Gln3OZZgYlm38UZYKYhEyPJyFXyIwYW6BMcbsrYUOqKDM2oooNwVs8eRnaZ3XP8t15rXFVxFGGIziGU/DgAhpwC01oAQMBz/AKb86j8+K8Ox/z1pJTzBzCHzmfP3l7j5U=</latexit><latexit sha1_base64="zrZuDvEDsoKRG4cAtkCeFFmE0Ew=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjBVsLbSibzaRdutnE3Y1QQv+EFw+KePXvePPfuG1z0NYXFh7emWFn3iAVXBvX/XZKK6tr6xvlzcrW9s7uXnX/oK2TTDFssUQkqhNQjYJLbBluBHZShTQOBD4Eo+tp/eEJleaJvDfjFP2YDiSPOKPGWp1eiMJQctOv1ty6OxNZBq+AGhRq9qtfvTBhWYzSMEG17npuavycKsOZwEmll2lMKRvRAXYtShqj9vPZvhNyYp2QRImyTxoyc39P5DTWehwHtjOmZqgXa1Pzv1o3M9Gln3OZZgYlm38UZYKYhEyPJyFXyIwYW6BMcbsrYUOqKDM2oooNwVs8eRnaZ3XP8t15rXFVxFGGIziGU/DgAhpwC01oAQMBz/AKb86j8+K8Ox/z1pJTzBzCHzmfP3l7j5U=</latexit><latexit sha1_base64="zrZuDvEDsoKRG4cAtkCeFFmE0Ew=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjBVsLbSibzaRdutnE3Y1QQv+EFw+KePXvePPfuG1z0NYXFh7emWFn3iAVXBvX/XZKK6tr6xvlzcrW9s7uXnX/oK2TTDFssUQkqhNQjYJLbBluBHZShTQOBD4Eo+tp/eEJleaJvDfjFP2YDiSPOKPGWp1eiMJQctOv1ty6OxNZBq+AGhRq9qtfvTBhWYzSMEG17npuavycKsOZwEmll2lMKRvRAXYtShqj9vPZvhNyYp2QRImyTxoyc39P5DTWehwHtjOmZqgXa1Pzv1o3M9Gln3OZZgYlm38UZYKYhEyPJyFXyIwYW6BMcbsrYUOqKDM2oooNwVs8eRnaZ3XP8t15rXFVxFGGIziGU/DgAhpwC01oAQMBz/AKb86j8+K8Ox/z1pJTzBzCHzmfP3l7j5U=</latexit>
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دارد. انرژی و ذره مبادله اش محیط با است رسیده تعادل به محیط با که سیستم Έی :٢ ش΋ل

زیر صورت به توان ͳم را تابع این گیریم. ͳم نظر در را Q =
∑

i e
−β(Ei−µNi) صورت به Έکانونی گراند پارش تابع آزاد: انرژی n

کرد: ͳبازنویس

Q =
∑
N

eβµN
(N)∑
i

e−βEi (١٨)

بنابراین هستند. ذره تا N دارای که است هایی می΋روحالت تمام روی جم΄ ZN :=
∑(N)

i e−βEi آن در که

Q =
∑
N

eβµNZN (١٩)

توانیم ͳم است، 1√
N

مرتبه از و کم بسیار N در خیز و افت میزان دیدیم که این به توجه با حال است. Έکانونی پارش تابع ZN آن در که

نویسیم: ͳم بنابراین دهیم. قرار را ها جمله این ترین بزرگ تنها جملات تمام ِ جم΄ جای به بالا عبارت در

Q = eβµNZN (٢٠)

۵



داشت: خواهیم ZN = e−βFN که این به توجه با چنین هم و دهیم، نشان N با ͳسادگ برای را N گذاشتیم قرار آنکه به توجه با و

Q = eβµN−βFN , (٢١)

داریم بنابراین است. هلمهولتز آزاد انرژی FN آن در که

lnQ = β(µN − FN ) = β(µN − U + ST ). (٢٢)

که دانیم ͳم ٢٢ رابطه بنابر حالت: معادله n

lnQ = β(U − TS + µN) (٢٣)

که دانیم ͳم ͳ΋ترمودینامی روابط از

U = TS + JX + µN (٢۴)

رسیم: ͳم زیر ساده نتیجه به ͳقبل رابطه با رابطه این ترکیب با بنابراین

lnQ = −JX

kT
(٢۵)

بنابراین و JX = −PV ش΋ل گازی سیستم Έی مورد در است. یافته تعمیم جابجایی X و یافته تعمیم نیروی J درآن که

lnQ =
PV

kT
. (٢۶)

از: اند عبارت روابط این نویسیم. ͳم گاز Έی برای را Έگراندکانونی انزامبل ͳاساس روابط زیر در

PV

kT
= lnQ, U = − ∂

∂β
lnQ, N = z

∂

∂z
lnQ. (٢٧)

ذرات. تعداد نه و است z و β از ͳتابع lnQ ͳیعن چپ طرف زیرا دهد، ͳنم بدست را حالت معادله تنهایی به بالا رابطه زیرا کنیم دقت باید

دشواری ͳکل حالت در کرد. حذف N = z ∂
z lnQ ی رابطه و رابطه این بین را z پارامتر بایست ͳم حالت معادله کردن پیدا برای بنابراین

شود. ͳم ͳناش جا همین از نیز Έگراندکانونی آنزامبل با محاسبه

۶



ͳ΋ترمودینامی نتایج همان که داریم انتظار .ͳکن ͳم حل Έگراندکانونی آنزامبل از استفاده با را Έکلاسی آل ایده گاز مثال این در مثال: n

دانیم: ͳم آوردیم. بدست ͳقبل های آنزامبل از که آوریم دست به را ای

Q =

∞∑
N=0

eβµNZN =

∞∑
N=0

ZN (٢٨)

با: است برابر دانیم ͳم چنانکه و است Έکانونی پارش تابع ZN آن در که

ZN =
1

N !

(
V

λ3

)N

(٢٩)

بنابراین است. گرمایی موج طول λ = h√
2πmkT

آن در که

Q =

∞∑
N=0

zN
1

N !
(
V

λ3
)N = e

zV
λ3 . (٣٠)

آوریم: ͳم بدست نتیجه در

PV

kT
= lnQ =

zV

λ3
(٣١)

N = z
∂

∂z
lnQ =

zV

λ3
. (٣٢)

ͳیعن آید ͳم بدست آل ایده گاز حالت معادله و شده حذف ͳآسان به z پارامتر خاص مثال این در

PV = NkT. (٣٣)

آید: ͳم بدست نیز گاز انرژی چنین هم

U = − ∂

∂β
lnQ = −dλ

dβ

∂ lnQ

∂λ
(٣۴)

که دانیم ͳم اما

∂ lnQ

∂λ
= −3

lnQ

λ
,

dλ

dβ
=

1

2

λ

β
(٣۵)

٧



داشت: خواهیم بنابراین

U =
3

2

lnQ

β
=

3

2
PV. (٣۶)

به و کنیم مطالعه را Έکلاسی آل ایده گاز Έی Έگراندکانونی آنزامبل از استفاده با توانیم ͳم چΎونه که ایم داده نشان مثال این در

آنزامبل بودن مفید مثال این که است ͳطبیع بودیم. رسیده Έروکانونی΋می یا Έکانونی آنزامبل از استفاده با قبلا که برسیم ͳنتایج همان

پایین دماهای در را ͳکوانتوم ذرات های سیستم که دهد ͳم نشان ͳوقت را خود ͳواقع فایده آنزامبل این دهد. ͳنم نشان را Έگراندکانونی

و متقارن بایست ͳم ͳبوزون ذرات موج تابع آن اساس بر که گرفت نظر در را ͳپاوول طرد اصل بایست ͳم دماها این در کنیم. ͳم مطالعه

اینجاست در است. غیرمم΋ن تقریبا و دشوار اندازه بی Έکانونی آنزامبل در ها سیستم این مطالعه باشد. پادمتقارن ͳفرمیون ذرات موج تابع

پردازیم. ͳم آن به بعدی بخش در که است ͳموضوع این دهد. ͳم نشان کامل طور به را خود کارآیی Έگراندکانونی آنزامبل که

ها: مسئله ٢

اول: مسئله n

این درون ذرات تعداد بΎیرید. نظر در W حجم به ظرف از ای ناحیه حال بΎیرید. نظر در ذره N0 تعداد و V0 حجم به آل ایده گاز ظرف Έی

دهیم. ͳم نشان P (W,N) با را احتمال این است؟ چقدر باشد ذره N دارای دقیقا دارای ناحیه این اینکه احتمال کند. ͳم تغییر دائما ناحیه

کنید: تعیین را زیر های کمیت

N,N2 −N
2
. (٣٧)

است. ͳگاووس تابع Έی تابع این باشند بزرگ دو هر N و W اگر که دهید نشان ‐ الف

است. پوآسون توزیع تابع Έی توزیع تابع این آنگاه باشد، N >> 1 و W << V اگر که دهید نشان ب‐

٨



: دوم مسئله n

مختصات حسب بر مول΋ول هر ͳهامیلتون کنند. ͳنم کنش برهم هم با مول΋وها بΎیرید. نظر در است شده تش΋یل ͳدواتم مول΋ولهای از که گاز Έی

است: چنین آن در موجود اتم دو تکانه و

H =
P2

1

2m
+

P2
2

2m
+ V (|r1 − r2|). (٣٨)

کنید: حساب را زیر متوسط چنین هم بیاورید. بدست را گاز این انرژی معادله و حالت معادله

⟨|r1 − r2⟩| (٣٩)

.

: سوم مسئله n

برهم از ͳناش که دارند نیز پتانسیل انرژی Έی ͳجنبش انرژی بر علاوه ها اتم بΎیرید. نظر در شده تش΋یل ͳمغناطیس های اتم از که آل ایده گاز Έی

با: است برابر اتم هر ͳهامیلتون بنابراین است. ͳخارج ͳمغناطیس میدان Έی با آنها کنش

H =
P2

2m
− µ ·B (۴٠)

بΎیرید. T را دما و N را گاز های اتم تعداد بیاورید. بدست را گاز این مغناطش مقدار الف‐

است؟ چقدر دهد ͳم بیرون خود از گاز که گرمایی مقدار رسانیم. ͳم صفر به را ͳمغناطیس میدان حال ب‐

چهارم مسئله n

کنید: محاسبه را زیر های کمیت الف‐ کنند. ͳم تغییر انرژی مقدار هم و ذرات تعداد هم Έگراندکانونی آنزامبل در که دانیم ͳم

⟨E2⟩ − ⟨E⟩2 , ⟨N2⟩ − ⟨N⟩2 . (۴١)

٩



است: برقرار نیز زیر رابطه که دهید نشان ب‐

⟨NE⟩ − ⟨N⟩⟨E⟩ =
(
∂U

∂N

)
T,V

(
⟨N2⟩ − ⟨N⟩2

)
(۴٢)

١٠


