
ͳکوانتوم ساده های الΎوریتم

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳکریم وحید

١۴٠١ اسفند ٢٠

مقدمه ١

کامپیوترهای از فراتر ͳقدرت ͳکوانتوم کامپیوتر Έی آیا کرد؟ استفاده محاسبه برای ͳکوانتوم Έانی΋م از توان ͳم چΎونه چیست؟ ͳکوانتوم کامپیوتر

΁پاس آوردن فراهم درس این در ما هدف آورند؟ ͳم بوجود را توانایی این ͳکوانتوم Έانی΋م های خصلت کدام است، چنین اگر دارد؟ Έسی کلا

Έکلاسی های بیت در داده ای هرنوع Έکلاسی کامپیوترهای در که دانیم ͳم پردازیم. ͳم اول سوال به نخست هاست. سوال این برای ͳجزئ هایی

دو در تواند ͳم که است ͳ΋فیزی سیستم Έی است، رفته کار به آن برای که افزاری سخت نوع از نظر صرف Έکلاسی بیت Έی شود. ͳم ذخیره

کند. ذخیره خود در را تری گسترده های داده تواند ͳم که ها بیت از مجموعه ای برای ١ Έکلاسی حافظه اصطلاح از گیرد. قرار 1 یا 0 ِ حالت

کوتاه (حافظه چΎونه است آن نوع که این یا و است شده منظم آن از بزرگتر یا بایت نام به تایی هشت های دسته صورت به معمولا˦ حافظه که این

توابع بتوانیم ما که معناست این به نهایت در ͳپردازش هرنوع نیست. ما توجه مورد فعلا̈ ( ͳدائم یا RandomAccessMemory(RAM) مدت

مدارهای از استفاده با توان ͳم چΎونه که دیدیم گذشته درس در کنیم. محاسبه شده اند ذخیره حافظه ها این در که داده هایی برای را ͳدلخواه

کرد. پردازش شود ͳم ذخیره حافظه ها دراین که را داده هایی ناپذیرآن، بازگشت نوع از چه پذیر برگشت نوع از چه ،Έکلاسی ͳمنطق

Classical Register١
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هیلبرت فضای که شود ͳم گفته ͳکوانتوم سیستم Έی به کیوبیت Έی است. ٢ کیوبیت یا ͳکوانتوم بیت ͳکوانتوم کامپیوتر در مرکزی مفهوم

دهیم. ͳم نشان C2 با را هیلبرت فضای این است. بعدی دو آن

C2 := {

 α

β

 , | α, β ∈ C}. (١)

ͳم Έکلاسی بیت خلاف بر کیوبیت Έی دهند. ͳم نشان |1⟩ =

 0

1

 و |0⟩ =

 1

0

 با را فضا این پایه ی بردارهای که است معمول

شود: ͳم داده نشان هیلبرت فضای این در برداری با کیوبیت Έی حالت قرارگیرد. فوق پایه های حالت از ترکیبی در تواند

|ψ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩. (٢)

:(C2)⊗n از است عبارت حافظه این هیلبرت فضای کیوبیت. n از متش΋ل مجموعه ای از است عبارت ٣ ͳکیوبیت n ِ ͳکوانتوم حافظه Έی

(C2)⊗n = {
∑

s0,s1,···sn−1∈{0,1}

αs0,s1,···sn−1
|s0, s1, · · · sn−1⟩}, (٣)

اگر بنابراین باشند. ͳدسترس قابل آن هیلبرت فضای بردارهای تمام که باشد چنان بایست ͳم حافظه این که کنید دقت .2n با است برابر آن بعدِ و

به جداگانه کیوبیت دو هیلبرت فضای بردارهای زیرا ساخته ایم. ͳکیوبیت دو حافظه Έی که نیست ͳمعن این به بΎذاریم کنارهم تنها را کیوبیت دو

هستند: زیر صورت

|ϕ⟩ ⊗ |ϕ′⟩ = (α|0⟩+ β|1⟩)⊗ (α′|0⟩+ β′|1⟩), (۴)

(C2)⊗2 ͳیعن کیوبیت دو ِ هیلبرت فضای در آنکه حال و شوند ͳم نوشته ها کیوبیت از هرکدام فضاهای از بردار دو تانسوری ضرب صورت به ͳیعن

درهم بردارهای اصطلاحاً را بردارها نوع این .|ϕ⟩ = 1
2 (|00⟩ + |11⟩) بردارِ مثل نیستند، نوشتن قابل فوق صورت به که دارند وجود بردارهایی

ِ صورت به ͳکل بردار Έی آنکه برای نامیم. ͳم تنیده

a|00⟩+ b|01⟩+ c|10⟩+ d|11⟩ (۵)

Qubit٢
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تانسوری ضرب صورت به که بردارهایی بنابراین شود. برقرار ad− bc = 0 شرط بایست ͳم شود نوشته بردار دو تانسوری ضرب حاصل صورت به

دهند. ͳم تش΋یل کیوبیت دو هیلبرت فضای در را صفر اندازه با مجموعه ای هستند

تمام در واحد آن در تواند ͳم ͳکوانتوم حافظه Έی که است این Έکلاسی کامپیوتر با ͳکامپیوترکوانتوم مهم تفاوت اولین :ͳکوانتوم توازی

هرگاه شود. ͳم خوانده ۴ ͳکوانتوم توازی اصطلاحاً و است ͳکوانتوم های حالت ͳنه برهم از ͳناش خصلت این بΎیرد. قرار خود بالقوه های حالت

ِ مثل ͳحالت ببریم کار به s = (s0, s1, · · · sn) دوتایی عددِ کردن کد برای را |s0, s1, · · · sn−1⟩ حالت هر

|ϕ⟩ =
2n−1∑
s=0

ϕs|s⟩, (۶)

های حالت تمام در را آن همزمان که است این مثل دهیم قرار |ϕ⟩ ِ حالت در را حافظه هرگاه بنابراین است. ͳبیت n حافظه ی Έی ͳکل حالتِ

با s مقادیر از ͳ΋ی تنها کنیم گیری اندازه ها 1 و ها 0 پایه همان ͳیعن ͳمحاسبات پایه ی در را حافظه هرگاه که است ΀واض البته داده ایم. قرار |s⟩

مورد ظرافت با بایست ͳم را خاصیت این ͳول است حافظه مهم خاصیت Έی چه اگر ͳکوانتوم توازی بنابراین آمد. خواهند بدست |ϕs|2 ِ احتمال

داد. قرار برداری بهره

عملΎرهای با یا بایست ͳم اطلاعات پردازش ناچار به کنیم، ذخیره ͳکوانتوم های حالت ͳیعن ها کیوبیت در را اطلاعات اگر :ͳکوانتوم گیت

شود. ͳم برده ب΋ار ͳان΋ی عملΎر برای ͳکوانتوم گیت اصطلاح معمولا بΎیرند. انجام ها گیری اندازه با یا و دهند ͳم نشان را تحول که ͳان΋ی

ͳم خوانده ۶ ͳکیوبیت n ِ گیت کند، اثر کیوبیت تا n روی هرگاه و ۵ ͳکیوبیت تک گیت را آن کند اثر کیوبیت Έی روی هرگاه ͳکوانتوم گیت

کرد. خواهیم بحث تفصیل به ͳکل طور به آنها ساختن طرز و ͳکیوبیت چند های گیت به راج΄ آینده های درس در شود.

Έی روی که شود ͳم گفته ͳمتوال ͳکوانتوم های گیت از مجموعه ای به آن ش΋ل ترین ساده در ͳکوانتوم آلΎوریتم :ͳکوانتوم آلΎوریتم

مسئله Έی جواب آن روی سنجیده ای های گیری اندازه از پس که باشد چنان نهایی حالت که شده اند تنظیم چنان و کنند ͳم اثر اولیه معین حالت

باشد. داشته بر در خوب بسیار احتمال با را معین

های آلΎوریتم و ͳکوانتوم کامپیوترهای چΎونه که ببینیم و شویم آشنا ͳکوانتوم ساده آلΎوریتم چند با که است این درس دراین ما هدف

کنند. حل Έکلاسی های آلΎوریتم و کامپیوترها از سریعتر را مسائل از ͳبعض توانند ͳم ͳکوانتوم

Quantum Parralellism۴

One quibt gate۵

n-Qubit Gate۶
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f4

١ 0

١ 1

f3

١ 0

٠ 1

f2

٠ 0

١ 1

f1

٠ 0

٠ 1

ͳبیت Έی توابع انواع :١ جدول

دویچ مسئله برای ͳکوانتوم آلΎوریتم ٢

ͳخروج و بدهیم مختلف های ورودی سیاه جعبه این به توانیم ͳم تنها ما کند. ͳم اعمال خود ورودی روی به را f تابع ͳسیاه جعبه که کنید فرض

در گویند. ͳم (Oracle) اوراک̃ل Έی ͳسیاه جعبه چنین به کامپیوتر علم اصطلاح در گویند. ͳم تابع ͳفراخوان کار این به کنیم. ثبت را آن های

تا کنیم، ͳفراخوان را تابع این بار چند ببنیم خواهیم ͳم .f : B1 −→ B1 ͳیعن است، ͳبیت Έی تابع Έی تابع این که کنید فرض مثال ترین ساده

است. شده داده نشان (٢) جدول در که است ͳتابع چهار از ͳ΋ی تابع این که دانیم ͳم کنیم. تعیین را f ِ تابع بتوانیم

تابع نوع بتوان تا 1 ورودی با دیΎر بار و 0 ورودی با بار Έی شود، ͳفراخوان تابع دوبار بایست ͳم f ِ تابع تعیین برای شود ͳم معلوم ͳبراحت

تابع Έی تابع این آیا که بفهمیم خواهیم ͳم بل΋ه خواهیم ͳنم را تابع نوع دقیقاً که بΎوییم و کنیم تر ساده را مسئله توانیم ͳم داد. تشخیص را

f1 تابع (مثل است ورودی از مستقل و ثابت مقدار Έی همواره اش ͳخروج که است ͳتابع ثابت، تابع از منظور متوازن؟ تابع Έی یا و است ثابت

f2 تابع (مثل است 1 با برابر دیΎر ͳنیم ازای به و 0 با برابر ها ورودی از ͳنیم ازای به اش ͳخروج که است ͳتابع متوازن، تابع از منظور و (f4 یا

که دهد ͳم نشان کردن فکر ͳکم بازهم برد. پی آن بودن متوازن یا بودن ثابت به توان ͳم تابع این ͳفراخوان بار چند با که پرسیم ͳم حال .(f3 و

شود. فراخوانده تابع بایست ͳم بار دو

های پژوهش سرآغاز دویچ کار این کرد. حل ͳفراخوان بار Έی با تنها ͳکوانتوم آلΎوریتم با توان ͳم را مسئله این که داد نشان دویچ بار اولین برای

از هوشمندانه استفاده دارد وجود ͳکوانتوم های آلΎوریتم همه و آلΎوریتم این در که ͳاصل نکته است. بوده ͳکوانتوم های آلΎوریتم باره در جدی

دلیل به سیاه جعبه که است نکته این از استفاده است مشترک ها آلΎوریتم این از بسیاری در که چیزی چنین هم ست. ها حالت ͳنه برهم خاصیت

است: زیر ترتیب به ͳخروج دو و ورودی دو دارای کند ͳم محاسبه پذیر برگشت صورت به را تابع آنکه

|x, y⟩ −→ |x, y ⊕ f(x)⟩, (٧)

۴



آن نتیجه در که

|x,−⟩ ≡ 1√
2
(|x, 0⟩ − |x, 1⟩) −→ 1√

2
(|x, f(x)⟩ − |x, f(x) + 1⟩) ≡ (−1)f(x)|x⟩|−⟩. (٨)

f(x) تابع مقدار توسط که است فازی شود ͳم ظاهر اول ورودی در که آنچه داریم ͳم نگه |−⟩ حالت در را دوم ورودی که ͳوقت بنابراین

آنگاه کنیم تهیه ی΋نواخت ͳنه برهم حالت Έی در نیز را اول ورودی اگر حال شود. ایجاد تغییری هیچ دوم ورودی در اینکه بدون شود ͳم تعیین

که: ترتیب این به بود خواهد ͳنه برهم Έی نیز ͳخروج حالت

∑
x

|x,−⟩ −→
∑
x

(−1)f(x)|x⟩|−⟩. (٩)

داد: نشان زیر دیاگرام در را عمل این توان ͳم خلاصه طور به آید. ͳم پی در که است هایی آلΎوریتم از بسیاری درک کلید نکته این به توجه

|�i

<latexit sha1_base64="Vj+F5/PbQAeT1yd/SR3PP+PCDC0=">AAAB8HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgxbArgXgMevEYwTwkWcLspDcZMju7zMwKIeYrvHhQxKuf482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGNzO/9YhK81jem3GCfkQHkoecUWOlh6eLrqJyILBXLLlldw6ySryMlCBDvVf86vZjlkYoDRNU647nJsafUGU4EzgtdFONCWUjOsCOpZJGqP3J/OApObNKn4SxsiUNmau/JyY00nocBbYzomaol72Z+J/XSU145U+4TFKDki0WhakgJiaz70mfK2RGjC2hTHF7K2FDqigzNqOCDcFbfnmVNC/LXqVcvauUatdZHHk4gVM4Bw+qUINbqEMDGETwDK/w5ijnxXl3PhatOSebOYY/cD5/ALPEkFw=</latexit>

1p
2

1X

x=0

|xi

<latexit sha1_base64="NuvT9OixH8mLXLM4cYNNQeiLJUA=">AAACEHicbVDLSsNAFJ34rPUVdelmsIiuSlIKdSMU3bisYB/QxDCZTtqhk0mcmUhLzCe48VfcuFDErUt3/o3TNgttPXDhcM693HuPHzMqlWV9G0vLK6tr64WN4ubW9s6uubffklEiMGniiEWi4yNJGOWkqahipBMLgkKfkbY/vJz47XsiJI34jRrHxA1Rn9OAYqS05JknTiAQTu0sdeSdUGklyxyZhF46OreyW/th5AjE+4x4ZskqW1PARWLnpARyNDzzy+lFOAkJV5ghKbu2FSs3RUJRzEhWdBJJYoSHqE+6mnIUEumm04cyeKyVHgwioYsrOFV/T6QolHIc+rozRGog572J+J/XTVRw5qaUx4kiHM8WBQmDKoKTdGCPCoIVG2uCsKD6VogHSCekdIZFHYI9//IiaVXKdrVcu66W6hd5HAVwCI7AKbBBDdTBFWiAJsDgETyDV/BmPBkvxrvxMWtdMvKZA/AHxucPHtyd6Q==</latexit>

1p
2

1X

x=0

(�1)f(x)|xi

<latexit sha1_base64="7rNEKCtaZnk/K4ZkDuHCQHlthA0="></latexit>

|�i

<latexit sha1_base64="Vj+F5/PbQAeT1yd/SR3PP+PCDC0=">AAAB8HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgxbArgXgMevEYwTwkWcLspDcZMju7zMwKIeYrvHhQxKuf482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGNzO/9YhK81jem3GCfkQHkoecUWOlh6eLrqJyILBXLLlldw6ySryMlCBDvVf86vZjlkYoDRNU647nJsafUGU4EzgtdFONCWUjOsCOpZJGqP3J/OApObNKn4SxsiUNmau/JyY00nocBbYzomaol72Z+J/XSU145U+4TFKDki0WhakgJiaz70mfK2RGjC2hTHF7K2FDqigzNqOCDcFbfnmVNC/LXqVcvauUatdZHHk4gVM4Bw+qUINbqEMDGETwDK/w5ijnxXl3PhatOSebOYY/cD5/ALPEkFw=</latexit>

Uf

<latexit sha1_base64="kRs/amU/QPumNzXYDqf/rNsrdYY=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUI9FLx4rmrbQhrLZTtqlm03Y3Qil9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSq4Nq777RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJSyeZYuizRCSqE1KNgkv0DTcCO6lCGocC2+H4du63n1BpnshHM0kxiOlQ8ogzaqz04PejfrniVt0FyDrxclKBHM1++as3SFgWozRMUK27npuaYEqV4UzgrNTLNKaUjekQu5ZKGqMOpotTZ+TCKgMSJcqWNGSh/p6Y0ljrSRzazpiakV715uJ/Xjcz0XUw5TLNDEq2XBRlgpiEzP8mA66QGTGxhDLF7a2EjaiizNh0SjYEb/XlddK6qnq1av2+Vmnc5HEU4QzO4RI8qEMD7qAJPjAYwjO8wpsjnBfn3flYthacfOYU/sD5/AEp7o28</latexit>

ͳکوانتوم های آلΎوریتم در ͳکوانتوم توازی از استفاده :١ ش΋ل

کنیم. استفاده هادامارد عملΎرهای از بایست ͳم ها حالت ͳتمام از ی΋نواخت ͳنه برهم Έی تهیه برای که کنیم ͳم یادآوری را نکته این

۵



که دهید نشان تمرین: n

H⊗n|x⟩ = 1√
N

N−1∑
y=0

(−1)x·y|y⟩, (١٠)

است. N = 2n آن در که

ورودی حالت بردار ͳمتوال مراحل در که فهمید توان ͳم (؟؟) ش΋ل مدار روی از دهیم. ͳم توضیح مدارˆش با را دویچ ͳکوانتوم آلΎوریتم

داریم یابد: ͳم تحول چΎونه

|Ψ0⟩ = |s⟩ ⊗ |−⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩)⊗ 1√

2
(|0⟩ − |1⟩) = 1

2
(|00⟩+ |10⟩ − |01⟩ − |11⟩)

|Ψ1⟩ =
1

2

(
|0, f(0)⟩+ |1, f(1)⟩ − |0, f(0)⟩ − |1, f(1)⟩

)
(١١)

داشت خواهیم درنتیجه .f(0) = f(1) = f و f(0) = f(1) = f صورت دراین باشد ثابت f تابع̮ اگر که کنیم ͳم دقت حال

|Ψ1⟩ =
1√
2
(|0⟩+ |1⟩)⊗ 1√

2
(|f⟩ − |f⟩) (١٢)

زیر صورت به کیوبیت دو هر حالت کند، ͳم تبدیل |0⟩ حالت به را 1√
2
(|0⟩+ |1⟩) از را اول کیوبیت حالت که هادامارد گیت Έی اعمال با و

آید: ͳم در

|Ψ3⟩ = |0⟩ ⊗ 1√
2
(|f⟩ − |f⟩). (١٣)

داشت خواهیم درنتیجه .f(0) = f(1) = f و f(0) = f(1) = f صورت دراین باشد متوازن f تابع̮ اگر اما

|Ψ1⟩ =
1√
2
(|0⟩ − |1⟩)⊗ 1√

2
(|f⟩ − |f⟩), (١۴)

|Ψ3⟩ = |1⟩ 1√
2
(|f⟩ − |f⟩). (١۵)

۶



بدست را 1 مقدارِ متوازن تابع برای و 0 مقدار ثابت تابع برای کنیم، گیری اندازه (ͳمحاسبات (پایه در مدار در را بالا کیوبیت که ͳوقت بنابراین

برد. پی تابع بودن متوازن یا و بودن ثابت به توانیم ͳم تابع خواندن بار Έی با ترتیب این به آوریم. ͳم

|ψ⟩ = a|0⟩ + صورت به کیوتریت Έی حالت ترین ͳکل کنیم. ͳم استفاده ها کیوتریت از ها کیوبیت جای به که کنید فرض تمرین: n

کند: ͳم محاسبه را زیر تابع سیاه جعبه Έی دهیم. ͳم تعمیم صورت این به را دویچ مسئله است. b|1⟩+ c|2⟩

f : {0, 1, 2} −→ {0, 1, 2}. (١۶)

تابع آیا که بفهمیم تا کنیم ͳفراخوان را تابع بایست ͳم بار چند Έکلاسی حالت در ثابت. یا است متوازن یا تابع این که است شده گفته

متوازن؟ یا است ثابت

بتواند که کنید ͳطراح ͳکوانتوم آلΎوریتم Έی باشید داشته اختیار در ( حالته سه ͳاسپین های (سیستم کیوتریت ها کیوبیت بجای هرگاه

کند. حل Έکلاسی مسئله از تر موثر را مسئله این

تعریف با هادامارد عملΎر از بعدی های تمرین در و تمرین این در راهنمایی:

H =
1√
d

∑
i,j

ωij |i⟩⟨j| (١٧)

کنید. استفاده

کند: ͳم محاسبه را زیر تابع سیاه جعبه Έی دهیم. ͳم تعمیم صورت این به را دویچ مسئله تمرین: n

f : {0, 1, 2, · · · d− 1} −→ {0, 1, 2, · · · d− 1}. (١٨)

تابع آیا که بفهمیم تا کنیم ͳفراخوان را تابع بایست ͳم بار چند Έکلاسی حالت در ثابت. یا است متوازن یا تابع این که است شده گفته

متوازن؟ یا است ثابت

این بتواند که کنید ͳطراح ͳکوانتوم آلΎوریتم Έی باشید داشته اختیار در ( حالته d ͳاسپین های (سیستم کیودیت ها کیوبیت بجای هرگاه

کند. حل Έکلاسی مسئله از تر موثر را مسئله

٧



جوزا ‐ دویچ مسئله برای ͳکوانتوم آلΎوریتم ٣

این که است شده گفته ما به و است ͳبیت n تابع Έی f : Bn −→ B1 تابع که کنید فرض دویچ. مسئله از است ͳتعمیم ٧ جویزا دویچ مسئله

دانیم ͳم هستند. صفر ͳنیم و صفر خروجͳ اش مقادیر از ͳنیم یا و هستند مساوی هم با یا همه آن ͳخروج مقادیر ͳیعن است ثابت یا متوازن تابع

برای است. دویچ مسئله با مسئله این مهم تفاوت این و است زیاد نمایی صورت به متوازن توابع تعداد اما . ٢ با است برابر ثابت توابع تعداد که

تعداد .2n با است برابر آن های ͳخروج درنتیجه و تابع این مختلف های وردودی تعداد که کنیم ͳم دقت بشماریم را متوازن توابع تعداد آنکه

با است برابر تعداد این و گرفت 1 با برابر را دیΎر ͳنیم و صفر با برابر را ͳخروج 2n از ͳنیم توان ͳم که ͳطرق تعداد با است برابر متوازن توابع

برابراست باشند متوازن یا ثابت توانند ͳم که مم΋ن توابع کل تعداد بنابراین است. نمایی رابطه Έی n با اش رابطه که است عددی این و 2n!
(2n−1!)2

بخواهیم اگر متوازن. یا است ثابت تابع که بΎوییم اطمینان با بتوانیم تا فرابخوانیم را تابع بایست ͳم بار چند که است این سوال . 2n!
(2n−1!)2 +2 با

n اعداد کنیم. عمل زیر ترتیب به باید ببریم کار به مسئله این برای کند) مشخص را ΁پاس قطعیت با که ͳوریتمΎآل ͳیعن) ͳتعین آلΎوریتم Έی

کند). محاسبه را f(x) تا خوانیم ͳفرام را (تابع دهیم ͳم Έی به Έی را x := (xn−1xn−2 · · ·x1x0) ِ ͳبیت

است. متوازن تابع که کنیم ͳم ح΋م و کرده متوقف را آلΎوریتم بیاوریم بدست f(x) برای ͳمتفاوت مقادیر x مختلف مقدار دو ازای به هرگاه

تابع نیز ورودی تعداد این برای اگر شوند. خوانده عدد 2n−1 + 1 ͳیعن Έی بعلاوه اعداد از ͳنیم تا دهیم ͳم ادامه را آلΎوریتم نبود چنین اگر اما

است. ثابت تابع حتماً باشد داشته مقداری΋سان

قطعیت با را آن بودن ثابت یا بودن متوازن تابع، ͳفراخوان بار Έی با تنها توان ͳم ͳکوانتوم آلΎوریتم Έی از استفاده با که دهیم ͳم نشان حال

نشان |0⟩ بالایی خط در که تفاوت این با است، (١) ش΋ل مدارِ همان دقیقاً که کنیم ͳم استفاده (؟؟) ش΋ل ِ مدار از کار این برای کرد. تعیین

کند. ͳم عمل کیوبیت n روی که است تایی n ِ هادامارد عملΎر Έی دهنده نشان نیز H و است |000 · · · 0⟩ ͳیعن تایی n صفر ِ حالت Έی دهنده

کند. ͳم عمل H⊗n صورت به هادامارد عمل دیΎر عبارت به

داریم نویسیم. ͳم مختلف مراحل در را حالت بردار ش΋ل، این به توجه با حال

|Ψ0⟩ = |s⟩ ⊗ |−⟩ = 1√
2n

2n−1∑
x=0

|x⟩ ⊗ 1√
2
(|0⟩ − |1⟩) = 1√

2n+1

2n−1∑
x=0

|x, 0⟩ − |x, 1⟩

Deutsch-Josza٧
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1p
2n

2n�1X

x=0

|xi

<latexit sha1_base64="xxPNq2u/L5RkhFWibsr+Ze8Ux94="></latexit>

1p
2n

2n�1X

x=0

(�1)f(x)|xi

<latexit sha1_base64="yBtX/gYasZ/sejaqBkNBiOw/qto="></latexit>

رود. ͳم کار به جوزا ‐ دویچ آلΎوریتم برای که مداری :٢ ش΋ل

|Ψ1⟩ =
1√
2n+1

2n−1∑
x=0

(|x, f(x)⟩ − |x, f(x)⟩) = 1√
2n+1

2n−1∑
x=0

(−1)f(x)|x⟩ ⊗ (|0⟩ − |1⟩). (١٩)

با است برابر حالت این آنگاه باشد، ثابت تابع Έی f تابع اگر حال هستند. 1√
2n

∑2n−1
x=0 (−1)f(x)|x⟩ ِ حالت در اول کیوبیت n بنابراین

اگر اما کرد. خواهد تولید را |000 · · · 0⟩ ِ حالت حالت این روی مدار، راست سمت در هادامارد های گیت عمل و 1√
2n

∑2n−1
x=0 (−1)f(x)|x⟩

ِ حالت وجه هیچ به اش گیری اندازه که کرد خواهد تولید را ͳحالت هادامارد، های گیت عمل که کنیم ͳم ثابت باشد، متوازن ِ تابع Έی f تابع

متوازن تابع Έی برای که کنیم ثابت باید بفهمیم را نکته این اینکه برای کرد. نخواهد تولید را |000 · · · 0⟩

⟨000 · · · 0|H⊗n| 1√
2n

2n−1∑
x=0

(−1)f(x)|x⟩ = 0. (٢٠)

٩



با شود ͳم برابر فوق عبارت چپ سمت درنتیجه دهیم. ͳم اثر چپ سمت حالت روی را H⊗n رابطه این اثبات برای

1

2n

∑
x=0

(−1)f(x) = 0. (٢١)

تابع Έی برای و گیرند ͳم قرار |000 · · · 0⟩ ِ حالت در ، (٢) ش΋ل مدارِ در بالا کیوبیت n ثابت، تابع Έی برای که کرده ایم ثابت بنابراین

بودن ثابت توانیم ͳم ͳکیوبیت n حافظه ی این گیری اندازه بار Έی با بنابراین گرفت. خواهند قرار صفر از غیر ͳحالت هر در کیوبیت n این متوازن

دهیم. تشخیص را تابع Έی بودن متوازن یا

k کار این برای کرد. حل ای چندجمله زمان در را دویچ‐جوزا مسئله توان ͳم ͳتصادف های آلΎوریتم از استفاده با که دهید نشان تمرین: n

تابع که کنید اعلام صورت این غیر در و است ثابت تابع که کنید اعلام بود ی΋سان تابع مقدار موارد همه در اگر کنید. ͳفراخوان را تابع بار

کنید. پیدا را k ی کمینه مقدار باشد، کمتر ϵ از متوسط طور به ͳتصادف الΎوریتم این در شما خطای آنکه برای است. متوازن

کند: ͳم محاسبه را زیر تابع سیاه جعبه Έی دهیم. ͳم تعمیم صورت این به را دویچ‐جوزا مسئله تمرین: n

f : {0, 1, 2, · · · d− 1}×n −→ {0, 1, 2, · · · d− 1}. (٢٢)

حالت در ثابت. یا است متوازن یا تابع این که است شده گفته است. شده تعریف بیت Έی به بیت)  (بجای دیت تا n از تابع این ͳیعن

متوازن؟ یا است ثابت تابع آیا که بفهمیم تا کنیم ͳفراخوان را تابع بایست ͳم بار چند Έکلاسی

این بتواند که کنید ͳطراح ͳکوانتوم آلΎوریتم Έی باشید داشته اختیار در ( حالته d ͳاسپین های (سیستم کیودیت ها کیوبیت بجای هرگاه

کند. حل Έکلاسی مسئله از تر موثر را مسئله

کمتر ϵ از اشتباه ΁پاس احتمال که ͳشرط به کند حل را مسئله این تواند ͳم تابع ͳفراخوان چندبار با Έکلاسی و ͳتصادف آلΎوریتم Έی

باشد؟

١٠



ͳوزیران ‐ برنشتاین مسئله برای ͳکوانتوم آلΎوریتم ۴

f(x) := a.x ِ ش΋ل به تابع این است. شده داده f : Bn −→ B1 ِ تابع که کنید فرض کنیم. ͳم تعریف را ͳوزیران ‐ برنشتاین مسئله نخست

شود: ͳم تعریف زیر ش΋ل به عدد دو این ضرب است. ͳبیت n عددِ Έی a آن در که است شده تعریف

a.x =

n−1∑
k=0

akxk mod 2. (٢٣)

تابع بار n بایست ͳم که است ΀واض Έکلاسی های آلΎوریتم با کرد. تعیین را a مقدار توان ͳم تابع فراخواندن بار چند با که است این سوال

برای کرد. مشخص را a مقدار ͳفراخوان بار Έی با تنها توان ͳم ͳکوانتوم آلΎوریتم Έی با که دهیم ͳم نشان شود. تعیین a تا کرد ͳفراخوان را

شود ͳم تولید زیر حالت مدار دراین که دانیم ͳم کنیم. ͳم استفاده (٢) ش΋ل مدارِ همان از هم باز آلΎوریتم این

.

|Ψ2⟩ =
1√
2n

2n−1∑
x=0

(−1)f(x)|x⟩ = 1√
2n

2n−1∑
x=0

(−1)a.x|x⟩.. (٢۴)

عملΎرهای اثر حال ندارد. ͳدخالت ما بحث بقیه در زیرا ننوشته ایم، را 1√
2
(|0⟩ − |1⟩) ͳیعن ͳپایین کیوبیت ِ حالت ͳسادگ برای که کنید دقت

کند: ͳم زیر حالت به تبدیل را حالت این هادامارد

|Ψ3⟩ =
1

2n

2n−1∑
x=0

(−1)x.(a+y)|x⟩. (٢۵)

که دانیم ͳم اما

2n−1∑
x=0

(−1)(a+y)·x = 2nδa,y. (٢۶)

شد. خواهد نوشته بالا کیوبیتِ n در تابع کردن اثر بار Έی با تنها a مقدارِ حقیقت در ͳیعن ،|Ψ3⟩ = |a⟩ داشت خواهیم بنابراین

دهیم. ͳم تعمیم زیر صورت به را ͳوزیران ‐ برنشتاین مسئله کنیم. ͳم استفاده ها کیودیت از ها کیوبیت جای به که کنید فرض تمرین: n

کند: ͳم محاسبه را زیر تابع سیاه جعبه Έی

f : {0, 1, 2 · · · d− 1}×n −→ {0, 1, 2, · · · d− 1}, f(x) := x · a ≡ x1a1 + x2a2 + · · ·xnan mod d. (٢٧)
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بفهمیم. را a مقدار تا کنیم ͳفراخوان را تابع بایست ͳم بار چند Έکلاسی حالت در

پیداکند. را aمقدار خواندن بار Έی با بتواند تا کنید ͳطراح ͳکوانتوم آلΎوریتم Έی

سیمن مسئله برای ͳکوانتوم آلΎوریتم ۵

f(x) = f(x⊕a) ∀x ∈ که ͳقسم به دارد وجود a ∈ Bn Έی فقط و Έی که است خاصیت این دارای f : Bn −→ Bm تابع که کنید فرض

را تابع مقدار آن که دارد وجود متغیر مقدار دو دقیقا تابع مقدار هر ازای به ͳیعن است، Έی به دو دقیقا تابع این که است این ما فرض ضمنا . Bn

خواندن بار چند با که است این سوال حال تابع. های ͳفراخوان از استفاده با aِمقدار یافتن از است عبارت Simon سیمن مسئله دهد. ͳم بدست

داده نشان (۴) ش΋ل در مدار این کنیم. استفاده متفاوت ͳکوانتوم مدار Έی از بایست ͳم مسئله این برای کنیم. تعیین را a مقدارِ توانیم ͳم تابع

شده است.

داریم کنیم. ͳم بیان است شده نوشته آن به مربوط ِ ش΋ل روی در که هایی حالت نوشتن با را آلΎوریتم این مختلف مراحل

|Ψ1⟩ =
1√
2n

2n−1∑
x=0

|x, 0⟩ (٢٨)

|Ψ2⟩ =
1√
2n

2n−1∑
x=0

|x, f(x)⟩ (٢٩)

دراین آید. بدست f(x0) مقدار که کنید فرض کنیم. گیری اندازه بردارد در را f(x) که ͳقسمت آن ͳیعن دوم حافظه که است آن بعدی مرحله

کند: ͳم پیدا تقلیل زیر حالت به اول حافظه صورت

|Φ1⟩ =
1√
2
(|x0⟩+ |x0 ⊕ a⟩). (٣٠)

با: است برابر آید ͳم بدست که ͳحالت دهیم. ͳم اثر را H⊗n هادامارد های گیت حالت این روی بعدی مرحله در

|Φ2⟩ =
1√
2n+1

2n−1∑
y=0

[(−1)x0·a] |y⟩. (٣١)

١٢



x

<latexit sha1_base64="ovYxS0ZEBNCaSXfehFmOsA/C/Qg=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNCR6JXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU147U+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqVcbVRKtZssjjycwTlcggdVqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOl1jQY=</latexit>

x+ a

<latexit sha1_base64="TVb3bo6Gd3kgqyC9wsvkBEbWQPw=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMgCGFXAvEY9OIxonlAsoTeyWwyZHZ2mZkVQ8gnePGgiFe/yJt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5NbW9/Y3MpvF3Z29/YPiodHTR2nirIGjUWs2gFqJrhkDcONYO1EMYwCwVrB6Gbmtx6Z0jyWD2acMD/CgeQhp2isdP90gb1iyS27c5BV4mWkBBnqveJXtx/TNGLSUIFadzw3Mf4EleFUsGmhm2qWIB3hgHUslRgx7U/mp07JmVX6JIyVLWnIXP09McFI63EU2M4IzVAvezPxP6+TmvDKn3CZpIZJulgUpoKYmMz+Jn2uGDVibAlSxe2thA5RITU2nYINwVt+eZU0L8tepVy9q5Rq11kceTiBUzgHD6pQg1uoQwMoDOAZXuHNEc6L8+58LFpzTjZzDH/gfP4ACKiNpg==</latexit>

f(x0)

<latexit sha1_base64="lMQO42gjve6Bb3Gzhij7oqtcTfU=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+tOrRS7AI9VJ2pVCPRS8eK9gPaJeSTbNtbDZZkqxYlv4HLx4U8er/8ea/MW33oK0PBh7vzTAzL4g508Z1v53cxubW9k5+t7C3f3BYLB0dt7VMFKEtIrlU3QBrypmgLcMMp91YURwFnHaCyc3c7zxSpZkU92YaUz/CI8FCRrCxUjusPA3ci0Gp7FbdBdA68TJShgzNQemrP5QkiagwhGOte54bGz/FyjDC6azQTzSNMZngEe1ZKnBEtZ8urp2hc6sMUSiVLWHQQv09keJI62kU2M4Im7Fe9ebif14vMeGVnzIRJ4YKslwUJhwZieavoyFTlBg+tQQTxeytiIyxwsTYgAo2BG/15XXSvqx6tWr9rlZuXGdx5OEUzqACHtShAbfQhBYQeIBneIU3RzovzrvzsWzNOdnMCfyB8/kDlTaOfg==</latexit>

n bits

<latexit sha1_base64="BMigDVAtk7XGimbkt+AXzK+TZAQ=">AAAB9XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUI9FLx4r2FZoY9lsN+3SzSbsTpQS+j+8eFDEq//Fm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUNnGqGW+xWMb6PqCGS6F4CwVKfp9oTqNA8k4wvp75nUeujYjVHU4S7kd0qEQoGEUrPSjSI1lPRyQQaKb9csWtunOQVeLlpAI5mv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5ldPyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG89DOhkhS5YotFYSoJxmQWARkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVogyrZELzll1dJ+6Lq1ar121qlcZXHUYQTOIVz8KAODbiBJrSAgYZneIU358l5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f3O+SHw==</latexit>

m bits

<latexit sha1_base64="iT1hOfO729urrRMJMOoX6HjEgaw=">AAAB9XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUI9FLx4r2FZoY9lsN+3S3STsTpQS+j+8eFDEq//Fm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUNnGqGW+xWMb6PqCGSxHxFgqU/D7RnKpA8k4wvp75nUeujYijO5wk3Fd0GIlQMIpWelCkR7KeViQQaKb9csWtunOQVeLlpAI5mv3yV28Qs1TxCJmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LY2o4sbP5ldPyZlVBiSMta0IyVz9PZFRZcxEBbZTURyZZW8m/ud1Uwwv/UxESYo8YotFYSoJxmQWARkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVogyrZELzll1dJ+6Lq1ar121qlcZXHUYQTOIVz8KAODbiBJrSAgYZneIU358l5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f216SHg==</latexit>

است. Έی به دو دقیقا تابع سیمون. مسئله :٣ ش΋ل

با: است برابر حالت این که دهد نشان تواند ͳم خواننده محاسبه ͳباکم

|Φ2⟩ =
1√
2n−1

∑
a·y=0

[(−1)x0·y] |y⟩. (٣٢)

با کند. ͳم صدق a · y = 0 رابطه ی در که آید ͳم بدست y مثل عددی بΎیریم، اندازه را |Φ2⟩ِ حالت ما هرگاه که معناست این به امر این

دهد. ͳم بدست را a عدد آنها کردن حل که کنیم پیدا a برای مستقل معادله n تعداد توانیم ͳم گیری اندازه بار n حدودِ

از را مسئله ای نتوانسته اند ͳیعن نداده اند. تغییر را مسئله پذیری حل کلاس شده ͳمعرف های آلΎوریتم از کدام هیچ کنون تا که کنیم دقت باید

با آینده های درس در که ٨ شُر مهم بسیار آلΎوریتم برای بود خواهند مقدمه ای ها آلΎوریتم این اما کنند. تبدیل جمله ای چند کلاس به نمایی کلاس

معنای Έی به ͳول کنیم، ͳم تعریف دقیق طور به را ͳپیچیدگ کلاس پردازیم ͳم محاسبه نظریه به که آینده های درس از ͳ΋ی در ) شد. خواهیم آشنا آن

مسائل را مسائل نوع این دارد. نمایی رابطه ها مسئله سایز به نسبت آنها حل زمان که است ͳمسائل شامل نمایی کلاس که گفت توان ͳم ͳکیف ͳخیل

Shor Algorithm٨

١٣



Uf

<latexit sha1_base64="kRs/amU/QPumNzXYDqf/rNsrdYY=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUI9FLx4rmrbQhrLZTtqlm03Y3Qil9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSq4Nq777RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJSyeZYuizRCSqE1KNgkv0DTcCO6lCGocC2+H4du63n1BpnshHM0kxiOlQ8ogzaqz04PejfrniVt0FyDrxclKBHM1++as3SFgWozRMUK27npuaYEqV4UzgrNTLNKaUjekQu5ZKGqMOpotTZ+TCKgMSJcqWNGSh/p6Y0ljrSRzazpiakV715uJ/Xjcz0XUw5TLNDEq2XBRlgpiEzP8mA66QGTGxhDLF7a2EjaiizNh0SjYEb/XlddK6qnq1av2+Vmnc5HEU4QzO4RI8qEMD7qAJPjAYwjO8wpsjnBfn3flYthacfOYU/sD5/AEp7o28</latexit>

1p
2n

2n�1X

x=0

|xi

<latexit sha1_base64="xxPNq2u/L5RkhFWibsr+Ze8Ux94="></latexit>

|0i

<latexit sha1_base64="ExYDqh+rau2dO5qd5VxlF4MkuAE=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxgfWfXoZTAInsKuBOIx6MVjBPOAJITZSW8yZHZ2mZkV4pov8eJBEa9+ijf/xsnjoIkFDUVVN91dQSK4Np737eQ2Nre2d/K7hb39g8Oie3Tc1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8H4Zua3HlBpHst7M0mwF9Gh5CFn1Fip7xafsm4QEm/aVVQOBfbdklf25iDrxF+SEixR77tf3UHM0gilYYJq3fG9xPQyqgxnAqeFbqoxoWxMh9ixVNIIdS+bHz4l51YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ61ZuJ/3md1IRXvYzLJDUo2WJRmApiYjJLgQy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsyrYEPzVl9dJ87LsV8rVu0qpdr2MIw+ncAYX4EMVanALdWgAgxSe4RXenEfnxXl3PhatOWc5cwJ/4Hz+AIuPkwg=</latexit>

1p
2
(|x0i+ |x0 + ai)

<latexit sha1_base64="sN21axkj/SI1ZfKB4MK4SFJLPdY=">AAACKHicbZDLSsNAFIYnXmu9VV26GSxCpVCSUqg7i25cVrAXaEqYTCft0MkkzkzEEvM4bnwVNyKKdOuTOE0DauuBgY//P4cz53dDRqUyzamxsrq2vrGZ28pv7+zu7RcODtsyiAQmLRywQHRdJAmjnLQUVYx0Q0GQ7zLSccdXM79zT4SkAb9Vk5D0fTTk1KMYKS05hQvbEwjHVhLb8k6ouJokpcfYdj34kDimLRAfMlL+UcopoSRzzpxC0ayYacFlsDIogqyaTuHNHgQ48glXmCEpe5YZqn6MhKKYkSRvR5KECI/RkPQ0cuQT2Y/TQxN4qpUB9AKhH1cwVX9PxMiXcuK7utNHaiQXvZn4n9eLlHfejykPI0U4ni/yIgZVAGepwQEVBCs20YCwoPqvEI+QTk7pbPM6BGvx5GVoVytWrVK/qRUbl1kcOXAMTkAJWKAOGuAaNEELYPAEXsA7+DCejVfj05jOW1eMbOYI/Cnj6xvGc6cA</latexit>

|f(x0)i

<latexit sha1_base64="yZzLJQVSOfQgKXMryKVUeO3ISIA=">AAAB/XicbVDLSsNAFJ3UV62v+Ni5GSxC3ZRECnVZdOOygn1AG8pketMOnUzCzESssfgrblwo4tb/cOffOG2z0NYDFw7n3Mu99/gxZ0o7zreVW1ldW9/Ibxa2tnd29+z9g6aKEkmhQSMeybZPFHAmoKGZ5tCOJZDQ59DyR1dTv3UHUrFI3OpxDF5IBoIFjBJtpJ599BiU0q4f4PtJzznrSiIGHHp20Sk7M+Bl4makiDLUe/ZXtx/RJAShKSdKdVwn1l5KpGaUw6TQTRTEhI7IADqGChKC8tLZ9RN8apQ+DiJpSmg8U39PpCRUahz6pjMkeqgWvan4n9dJdHDhpUzEiQZB54uChGMd4WkUuM8kUM3HhhAqmbkV0yGRhGoTWMGE4C6+vEya52W3Uq7eVIq1yyyOPDpGJ6iEXFRFNXSN6qiBKHpAz+gVvVlP1ov1bn3MW3NWNnOI/sD6/AG9NZTI</latexit>

سیمون آلΎوریتم :۴ ش΋ل

آسان مسائل را آنها توان ͳم بنابراین و دارد ͳتوان رابطه ها مسئله سایز با آنها حل زمان که است ͳمسائل شامل ای چندجمله کلاس نامیم. ͳم سخت

داد. خواهیم اختصاص جستجو ͳکوانتوم آلΎوریتم به دارد نامنظم های مجموعه در جستجو مسئله که ͳاهمیت به نظر را بعدی درس چنین هم نامید).

سیاه جعبه Έی دهیم. ͳم تعمیم زیر صورت به را سیمون مسئله کنیم. ͳم استفاده ها کیودیت از ها کیوبیت جای به که کنید فرض تمرین: n

کند: ͳم محاسبه را زیر تابع

f : {0, 1, 2 · · · d− 1}×n −→ X (٣٣)

که اضافه شرط این و است دلخواه مجموعه Έی X آن در که

f(x) = f(y) if and only if y = x+ a mod d (٣۴)

١۴



که است این راست طرف از منظور در آن که

yi = xi + ai mod d ∀ i = 1, · · ·n. (٣۵)

بفهمیم. را a مقدار تا کنیم ͳفراخوان را تابع بایست ͳم بار چند Έکلاسی حالت در

پیداکند. را a مقدار خواندن بار Έی با بتواند تا کنید ͳطراح ͳکوانتوم آلΎوریتم Έی

بیشتر ͳکوانتوم های آلΎوریتم ۶

نشان ͳΎهم که اند شده ابداع اخیر سالهای در دیΎر های آلΎوریتم زیادی تعداد بردیم نام بالا در که هایی آلΎوریتم جز به که کنیم توجه باید

مجموعه است مم΋ن شود ͳم تقویت پژوهشΎران ͳکوانتوم شهود و رویم ͳم پیش که تدریج به هستند. ͳکوانتوم کامپیوترهای بالای توان دهنده

برای و دارند ای ساده بیان که را ها مسئله این از ͳ΋کوچ مجموعه زیر تنها بعدی بخش در شود. تر گسترده روز به روز نیز ͳکوانتوم های آلΎوریتم

آلΎوریتم این که ای اولیه مراج΄ چنین هم و بیشتر های آلΎوریتم یافتن برای خواننده کنیم. ͳم ͳمعرف است شده ابداع ͳکوانتوم های آلΎوریتم آنها

کند: رجوع زیر وبΎاه به تواند ͳم اند شده ͳمعرف ها آن در ها

http : //math.nist.gov/quantum/zoo/,

Stephen Jordan Applied and Computational Mathematics Division, NIST

وبΎاه این در شده درج مراج΄ به بایست ͳم خواننده آلΎوریتم هر شرح برای البته اند شده فهرست ͳکوانتوم آلΎوریتم نوع ۵٢ مجموعه وبΎاه این در

بقیه در کنیم ͳم ͳمعرف تفصیل به را ها آن آینده های فصل در که اعداد تجزیه آلΎوریتم و جستجو آلΎوریتم بجز که کنیم ͳم تاکید کند. نگاه

کند. رجوع ͳاصل مقالات به بایست ͳم ها آلΎوریتم این فهم برای علاقمند خواننده موارد

به معمولا را گذاری نماد این دهیم. ͳم توضیح را گذاری نماد این زیر در که کنیم ͳم استفاده گذاری نماد Έی از معمولا ها آلΎوریتم مقایسه در

این تر دقیق طور به که است بهتر اما . f = O(g) نویسیم ͳم و است مرتبه Έی از متغیرهایشان از تابع دو ͳوابستگ که بریم ͳم کار به معنا این

١۵



دهیم. توضیح را نمادگذاری

که گوییم ͳم بΎیرید. نظر در را صحیح اعداد به N صحیح اعداد از f, g : N −→ N تابع دو گذاری: نماد باره در نکته Έی n

f = O(g) (٣۶)

که ͳقسم به باشد داشته وجود c مثل ͳحقیق مثبت عدد Έی و N مثل مثبت صحیح عدد Έی هرگاه

f(n) ≤ c g(n), ∀ n > N. (٣٧)

باشیم داشته هرگاه

f = O(g), g = O(f)

نویسیم ͳم

f ∼ g.

دهید: نشان را زیر روابط ͳدرست تمرین: n

2n3 + 3n+ 6 = O(n3),

n3 = O(n4 + 6n)

n3 ∼ 2n3 + 6n

2n2 = O(2n). (٣٨)

نیستند: درست زیر روابط از Έی کدام تمرین: n

2n3 + 3n+
1

n
= O(n3),

n5 + n3 = O(
1

106
n4 + 6n)

n3 ∼ 2n3 + 6n

2n = O(n0.00001 n). (٣٩)

١۶



این اجرای زمان چΎونه که دهیم ͳم نشان تنها مورد هر در پردازیم. ͳم مهم ͳکوانتوم های آلΎوریتم از تا چند ذکر به توضیح این از بعد

طور به محاسبه نظریه درس در ها آلΎوریتم اجرای زمان تر دقیق مفهوم مورد در دارد. تفاوت باهم ͳکوانتوم و Έکلاسی حالت در ها آلΎوریتم

کرد. خواهیم بحث تر دقیق

نامنظم مجموعه Έی در جستجو ١ . ۶

مسئله: توصیف n

خواهیم ͳم ندارد. ͳخاص نظم نوع هیچ مجموعه این دارد. معین خاصیت Έی اعضا از ͳ΋ی آن در که است شده داده S عضوی N مجموعه Έی

که شرط این با شده داده {0, 1} عضوی دو مجموعه به مجموعه آن از تابع Έی دیΎر، زبان به کنیم. پیدا را خاص عضو آن

f(x) = 0, ∀x ∈ S, except w for which f(w) = 1. (۴٠)

کنیم؟ ͳفراخوان بایست ͳم را تابع چندبار کنیم. پیدا را w خواهیم ͳم

:Έکلاسی آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tcl(N) ∼ (N) (۴١)

:ͳکوانتوم آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tq(N) ∼ (
√
N). (۴٢)

بریم. ͳم کار به را روش دو این از ͳ΋ی Έکلاسی جستجوی برای تمرین: n

کنیم. پیدا را نظر مورد متغیر و شود 1 با برابر تابع مقدار تا دهیم ͳم تابع به ͳتصادف کاملا طور به را متغیرها اول: روش

١٧



کنیم. پیدا را نظر مورد متغیر و شود Έی با برابر تابع مقدار تا دهیم ͳم تابع به منظم طور به و Έی به Έی را متغیرها دوم:  روش

. کنید حساب دقیق طور به کنیم پیدا را نظر مورد متغیر تا کنیم ͳفراخوان را تابع بایست ͳم که ͳدفعات تعداد متوسط مورد دو هر در

عدد Έی تجزیه ٢ . ۶

مسئله: توصیف n

است. عدد این های عامل از ͳ΋ی یافتن هدف است. شده داده ͳرقم n  عدد Έی

:Έکلاسی آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tcl(n) ∼ e1.9n
1
3 (logn)

2
3 (۴٣)

:ͳکوانتوم آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tq(n) ∼ n3 (۴۴)

و کرده ضرب هم در را (p, q) اول اعداد جفت از مجموعه Έی Mathematica یا Maple مثل ساده برنامه Έی از استفاده با تمرین: n

لازم های زمان کند. تغییر رقم ٢٠ تا رقم ۴ از تایی ٢ های گام در عدد دو این ارقام تعداد که کنید ͳسع کنید. تجزیه را حاصل سپس

کنید. رسم نمودار Έی روی را آنها تجزیه سپس و عدد دو ضرب برای

برای لازم زمان کشد. ͳم طول ماه Έی Έکلاسی آلΎوریتم با ͳرقم ١٠٠ عدد Έی تجریه کامپیوتر، Έی روی که کنید فرض تمرین: n

کنید. پیدا کامپیوتر همان روی را ͳرقم ۴٠٠ و ،ͳرقم ٣٠٠ ،ͳرقم ٢٠٠ اعداد تجزیه

ب΋شد. طول ماه Έی ͳکوانتوم آلΎوریتم با ͳرقم ١٠٠ عدد آن تجزیه برای لازم زمان ͳکوانتوم کامپیوتر Έی روی که کنید فرض حال

کنید. پیدا ͳکوانتوم کامپیوتر این روی را فوق اعداد تجزیه برای را لازم زمان
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گسسته لΎاریتم ٣ . ۶

مسئله: توصیف n

که قول این با شده داده a, b, N صحیح عدد  سه

b = as mod(N). (۴۵)

که این یه باتوجه . است s کردن پیدا هدف

s = loga(b), mod(N), (۴۶)

شود. ͳم خوانده گسسته لΎاریتم مسئله این

:Έکلاسی آلΎوریتم برای لازم زمان n

شود. b با برابر نتیجه که این تا رساند ͳمتوال اعداد های توان به را a توان ͳم تنها ندارد. وجود مسئله این برای خوبی Έکلاسی آلΎوریتم هیچ

بنابراین

Tcl(N) ∼ eO(logN) (۴٧)

:ͳکوانتوم آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tq(N) ∼ (logN)3 (۴٨)

پل معادله ۴ . ۶

مسئله: توصیف n

است: صورت این به ٩ پل معادله

x2 − dy2 = 1, (۴٩)

Pell’s equation٩
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(x1, y1) صحیح عدد جفت Έی صورت به معادله این از ͳحل کردن پیدا هدف نیست. کامل مربع که است مثبت صحیح عدد Έی d آن در که

کند. کمینه را x1 +
√
dy1 که است

کنید پیدا را زیر معادله های حل از تا سه تمرین: n

x2 − 6y2 = 1

کنید. پیدا کند ͳم کمینه را x+
√
6y که را ͳحل آنها بین از و

:Έکلاسی آلΎوریتم برای لازم زمان n

مرتبط مسئله این به توان ͳم را اعداد تجزیه مسئله نیست. دست در کند حل ای چندجمله زمان در را مسئله این بتواند که ͳ΋کلاسی آلΎوریتم هیچ

دارد. کاربرد هستند بیضوی های ͳمنحن خواص بر ͳمبتن که رمزنگاری کدهای ش΋ستن برای مسئله این حل کرد.

:ͳکوانتوم آلΎوریتم برای لازم زمان n

آنگاه باشد، ͳرقم n عدد Έی d اگر

Tq(n) ∼ Poly(n). (۵٠)

ͳماتریس ضرب تصدیق ۵ . ۶

مسئله: توصیف n

نه؟ یا هست AB = C آیا که ببینیم خواهیم ͳم است. شده داده C و B, A, مثل ͳحقیق های درایه با N ×N ماتریس سه

:Έکلاسی آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tcl(N) ∼ N2. (۵١)

:ͳکوانتوم آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tq(N) ∼ N
5
3 . (۵٢)
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ها زیرمجموعه جم΄ مسئله ۶ . ۶

مسئله: توصیف n

این از مجموعه زیر Έی آیا که ببینیم خواهیم ͳم . بΎیرید نظر در s صحیح عدد Έی و {x1, x2, · · ·xn} مثل صحیح اعداد از ای مجموعه

دیΎری سخت مسئله هر که ͳقسم به است NP − Complete مسئله Έی مسئله این شود؟ s با برابر آنها مجموع که ͳقسم به دارد وجود اعداد

شود. ͳم تبدیل آن به ای چندجمله زمان در

:Έکلاسی آلΎوریتم برای لازم زمان n

دارد: را زیر زمان Έکلاسی آلΎوریتم بهترین شرایط این در باشند. 2n مرتبه از مجموعه داخل اعداد که است ͳوقت شرایط ترین سخت

Tcl(n) ∼ 20.291 n (۵٣)

:ͳکوانتوم آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tq(n) ∼ 20.241 n. (۵۴)

ͳآبل پنهان های زیرگروه مسئله ٧ . ۶

مسئله: توصیف n

H و ͳمتناه ͳآبل گروه Έی G که کنید فرض است. Period F inding مسئله نوع هر یا شر مسئله یا سیمون مسئله از ͳتعمیم مسئله این

به باشد داشته وجود h مثل H گروه زیر از عضو Έی هرگاه g2 ∼ g1 نویسیم ͳم و گوییم ͳم ارز هم را g2 و g1 عضو دو باشد. آن زیرگروه Έی

که نحوی

g2 = g1 h. (۵۵)

نشان [g] با gعضو Έی برای را ارزی هم کلاس Έی کند. ͳم افراز را G گروه و است ارزی هم رابطه Έی ایم کرده تعریف بالا در که ای رابطه

K آن در که دارد وجود f : G −→ K تابع Έی که کنید فرض حال دهیم. ͳم نشان G/H با را ارزی هم های کلاس تمام مجموعه و دهیم ͳم
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که است خاصیت این دارای f تابع که است شده گفته ما به است. دلخواه مجموعه Έی

f(g2) = f(g1) if and only if g2 ∼ g1. (۵۶)

Έی را ارزی هم کلاس Έی باشند. ارزی هم کلاس Έی به متعلق آنها اگر فقط و اگر است مساوی عضو دو روی f تابع مقدار دیΎر عبارت به

بیابیم. را H   گروه زیر بتوانیم تا کنیم ͳفراخوان را f تابع بایست ͳم چندبار که است این مسئله نامیم. ͳم Coset یا هم‐مجموعه

:Έکلاسی آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tcl(G) ∼ |G| (۵٧)

است. گروه اعضای تعداد |G| آن در که

:ͳکوانتوم آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tq(G) ∼ log(|G|) (۵٨)

هستند. ͳآبل پنهان گروه زیر مسئله از ͳخاص های حالت سیمون و دویچ، های مسئله که دهید نشان تمرین: n

ͳِغیرآبل پنهان های زیرگروه مسئله ٨ . ۶

این برای ͳکل ͳکوانتوم آلΎوریتم هیچ هنوز ͳکل حالت در است. ͳآبل غیر G گروه که تفاوت این با بالاست مسئله همان مسئله: توصیف n

است. حل قابل مسئله این خاص های گروه از ͳبعض برای تنها است. نشده یافته مسئله

:Έکلاسی آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tcl(G) ∼ |G|, (۵٩)

:ͳکوانتوم آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tq(G) ∼ log(|G|), only for some special groups. (۶٠)
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ͳخط معادلات دستگاه حل ٩ . ۶

مسئله: توصیف n

بΎیرید: نظر در را زیر معادله و b بعدی N بردار Έی و است N ×N که A ͳمربع ماتریس Έی

Ax = b. (۶١)

صورت به بردار این روی را M مثل ͳمختلف های کمیت متوسط خواهیم ͳم باشیم x خود دانستن نیازمند آنکه از بیش مسايل از بسیاری در

xTMx (۶٢)

غیر عناصر تعداد که معنا این به است ١٠ خلوت A ماتریس  : Έی : که معنا این به دارد وجود ͳمتعارف شرایط نیز A ماتریس روی کنیم. حساب

و است. O(logN) مرتبه از آن سطر هر در صفر

کنند: ͳم صدق زیر شرط در آن مقدارهای ویژه دو:

1

κ
≤ λ ≤ 1. (۶٣)

آورد بدست جدیدی ماتریس مقدارش ویژه بزرگترین بر ماتریس Έی تقسیم با توان ͳم همواره که کنیم ͳم دقت ، بفهمیم را رابطه این آنکه برای

کوچ΋ترین به مقدار ویژه بزرگترین نسبت آمد. نخواهد بوجود ͳخط مسئله حل در نیز تغییری هیچ و است 1 با برابر آن مقدار ویژه بزرگترین که

این به زیرا شود ͳم دشوارتر ماتریس کردن معکوس باشد، بزرگتر پارامتر این که چه هر دهیم. ͳم نشان κ پارامتر با را ماتریس Έی مقدار ویژه

است دلیل همین به شود. ͳم تر Έنزدی ناپذیر وارون ماتریس Έی به ماتریس نتیجه در و شده تر Έنزدی صفر به مقدار ویژه کوچ΋ترین که معناست

دارد. اهمیت نیز پارامتر این ماتریس، بعد بر علاوه ها آلΎوریتم همه در که

:Έکلاسی آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tcl(N) ∼
√
Nκ (۶۴)

Sparse١٠
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:ͳکوانتوم آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tq(N) ∼
√
(logN)κ. (۶۵)

ها ماتریس جابجایی ١٠ . ۶

مجموعه از ماتریس K تعداد مسئله: توصیف n

S = {X1, X2, · · ·XK} (۶۶)

را زیر عنصر k ∈ {1, 2, · · ·K} هر و i, j ∈ {1, 2, · · ·n} هر ازای به که داریم ͳتابع هستند. n× n ها ماتریس این بΎیرید. نظر در

کند: ͳم حساب

F : (i, j, k) −→ (Xk)i,j . (۶٧)

نه؟ یا شوند ͳم جابجا هم با S مجموعه های ماتریس آیا بفهمیم تا شود ͳفراخوان تابع این بایست ͳم بار چند که است این سوال

:Έکلاسی آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tcl(n,K) ∼ Kn2 (۶٨)

:ͳکوانتوم آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tq(n,K) ∼ K
4
5n

9
5 . (۶٩)

ها گروه جابجایی ١١ . ۶

مسئله: توصیف n

٢۴



صورت به آن مولدهای مجموعه و G گروه Έی

S = {g1, g2, · · · gK} (٧٠)

را گروه عناصر تمام توان ͳم مم΋ن ترتیبات تمام به آنها های وارون و عناصر این کردن ضرب با که است این حرف این معنای است. شده داده

: که معنا این به دهد ͳم انجام را گروه ضرب عمل که داریم F تابع Έی کرد. تولید

F : (g, g′) = gg′. (٧١)

ͳم نظر به اول نگاه در نه؟ یا هست ͳآبل G گروه آیا دهید تشخیص بتوانیم تا کنیم ͳفراخوان را F تابع بایست ͳم چندبار که است این سوال حال

دارد. وجود نیز بهتری Έکلاسی های آلΎوریتم ظاهرا اما . کرد ͳفراخوان را تابع این بار 2K2 بایست ͳم که رسد

:Έکلاسی آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tcl(K) ∼ K (٧٢)

:ͳکوانتوم آلΎوریتم برای لازم زمان n

Tq(K) ∼ K
2
3 . (٧٣)

پنهان های زیرگروه مسئله :Έی ضمیمه ٧

شود: ͳم تعریف زیر ش΋ل به مسئله این است. لازم گروه نظریه اولیه تعاریف با مختصری آشنایی بخش این فهم برای ١١

پنهان: های گروه زیر مسئله تعریف n

Hidden Subgroup Problem١١
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فرض است. مختلط اعداد سوی به گروه آن از ͳتابع f : G −→ C و G از ͳزیرگروه H و (ͳغیرآبل ͳکل حالت (در گروه Έی G که کنید فرض

با خواهیم ͳم f(g) = f(g′) if g = g′h. ͳیعن است. ثابت مقدارش زیرگره آن راست های هم‐مجموعه روی f تابع که است این

کنیم. پیدا را H زیرگروه مولدهای ،ͳمعین مقدار به f تابع خواندن

:ͳآبل های گروه برای پنهان های گروه زیر مسئله حل n

کنیم: ͳم ایجاد است گروه عنصر Έی دهنده نشان کدام هر که هایی حالت از ͳنواخت΋ی ترکیب نخست

|ψ0⟩ =
1√
|G|

∑
g∈G

|g⟩ (٧۴)

شود: ایجاد ͳخروج در زیر حالت تا خوانیم ͳم فرا را تابع سپس است. گروه اعضای تعداد |G| آن در که

|ψ1⟩ =
1√
|G|

∑
g∈G

|g, f(g)⟩ (٧۵)

شود: ͳم برافکنده زیر حالت به اول حافظه صورت این در اید. بدست f(g0) مثلا مقداری تا گیریم ͳم اندازه را دوم حافظه سپس

|ϕ⟩ = 1√
H

∑
h∈H

|g0h⟩. (٧۶)

شود: ͳم انجام زیر صورت به G گروه Έی روی فوریه تبدیل دهیم. ͳم انجام G گروه روی فوریه تبدیل Έی حالت این روی حال

|g⟩ −→ 1√
|K|

∑
µ

Tr(Dµ(g))|µ⟩. (٧٧)

نمایش K با که هم گروه ناپذیر کاهش های نمایش تعداد دهد. ͳم نمایش Dµ ناپذیر کاهش نمایش در را g که است ͳماتریس Dµ(g) آن در که

شود: ͳم تبدیل زیر حالت به |ϕ⟩ حالت بنابراین گروه. ١٢ ͳتزویج های کلاس تعداد با است برابر دهیم ͳم

|χ⟩ = 1√
H

∑
h∈H

1√
|K|

∑
µ

Tr(Dµ(g0h))|µ⟩ (٧٨)

ها گروه این برای شناسیم. ͳنم موثری آلΎوریتم هنوز ͳآبل غیر های گروه برای و دارد وجود ͳکوانتوم های آلΎوریتم ها گروه این برای زیرا یم.

ͳیعن است برابر گروه بعد با نیز ها نمایش این تعداد هستند. بعدی Έی ها نمایش همه

K = |G|

Conjugacy Class١٢
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.

اندازه را حافظه این هرگاه که باشیم مطمئن توانیم ͳم است، ͳکل فاز Έی Dµ(g0) که آنجا از ندارد. ͳضرورت دیΎر Tr نوشتن چنین هم

با: است برابر خاص µ Έی آوردن بدست احتمال بΎیریم

P (µ) =
1

|H| × |G|
|
∑
h∈H

Dµ(h)|2|. (٧٩)

برگردد جا این به تواند ͳم خواننده ضمیمه دقیق فهم از پس کند. مطالعه دقت به را درس این ضمیمه بایست ͳم خواننده مطلب این بقیه درک برای

به ͳآبل گروه این عضو هر که فهمیم ͳم ضمیمه خواندن با است. کرده را کار این خواننده که کنیم ͳم فرض ما کند. دنبال را مسئله این شرح و

شود: ͳم نوشته زیر صورت

h = al11 a
l2
2 · · · alKK (٨٠)

است: زیر صورت به نمایش Έی اندیس که فهمیم ͳم چنین هم آنهاست. ی مرتبه ها li و گروه این مولدهای ها ai آن در که

µ = (µ1, µ2, · · ·µK).

است: زیر صورت به عضو هر نمایش که یابیم ͳم در چنین هم

Dµ(al11 a
l2
2 · · · alKK ) =

K∏
j=1

e

2iπµjlj

p
αj
j (٨١)

با: شود ͳم برابر µ گیری اندازه احتمال بنابراین

P (µ) =
1

|H| × |G|
|
∑
h∈H

Dµ(h)|2 =
1

|H| × |G|

∣∣∣ ∑
l1,l2,···lK

K∏
j=1

e

2iπµjlj

p
αj
j

∣∣∣2. (٨٢)

که چرا کرد محاسبه ͳبراحت توان ͳم را ها جم΄ این اما

p
αj
j∑

lj=0

e

2iπµjlj

p
αj
j = p

αj

j δ(
µj lj

p
αj

j

,mj), (٨٣)

بΎیریم، اندازه را حافظه این وقت هر که است این معنایش چیست؟ آن نتیجه و محاسبه این معنای اما است. صحیح عدد Έی mj آن در که

رابطه در که آید ͳم دست به ها µj از مقدارهایی

µj =
p
αj

j mj

lj

٢٧



آید: ͳم بدست چیزهایی چنین همواره بΎیریم، اندازه را بیت اولین گاه هر واق΄ در کنند. ͳم صدق صحیح عدد Έی برای

m1

l1
pα1
1 ,

m′
1

l′1
pα1
1 ,

m”1
l”1

pα1
1 ,

m′”1
l′”1

pα1
1 , (٨۴)

نهایتا که است این حرف این معنای است. تعیین قابل گیری اندازه چندبار از پس نهایتا که است pα1
1 همان است مشترک کسرها این در که آنچه

بریم. ͳم پی H گروه زیر ساختار به نتیجه در و ها pαj

j همه به

ͳآبل های گروه باره در ͳاساس قضیه : دو ضمیمه ٨

شود: ͳم تعریف زیر صورت به Zn
١٣ ای دوره گروه

Zn = {a0, a1, · · · ap−1 ak × al = ak+l, an = a0}. (٨۵)

.Z2, Z3, Z4 · · ·Z6, Z7, · · ·Z10, · · · مثل کنیم تصور هایی گروه توانیم ͳم خوانیم. ͳم عنصر این تناوب دوره را n و نامیم ͳم گروه این مولد را a عنصر

توجه است ͳکاف کار این برای است. ی΋سان Z2 × Z3 گروه با Z6 گروه مثلا هستند. ی΋سان باهم ها گروه این از ͳبعض که است این نکته اما

گروه که کنیم

Z2 × Z3 = {e, a, b, b2, ab, ab2} (٨۶)

ͳیعن شود،  ͳم تولید ab2 ͳیعن عنصر Έی تنها توسط

Z2 × Z3 = {(ab2)i, i = 0, 1, · · · 5} ≡ Z6. (٨٧)

که دهید نشان تمرین: n

Z10 = Z2 × Z5 Z12 = Z3 × Z4.

نیست. همسان Z2 × Z2 گروه با Z4 گروه که دهید نشان تمرین: n

Cyclic Group١٣
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آنگاه باشد، اول عدد Έی p هرگاه که داد نشان ͳکل طور به توان ͳم واق΄ در

Zpα ̸= Z×α
p .

کنیم. بیان ١۴ را ͳمتناه مولدهای با ͳآبل های گروه ͳاساس قضیه که ایم آماده مقدمات این از پس

:ͳمتناه مولدهای با ͳآبل های گروه ͳاساس قضیه n

است: زیر صورت به حتما باشد، ͳمتناه مولدهایش تعداد که ͳآبل گروه هر قضیه بنابراین

G = Zn × Zp1
α1 × Zp2

α2 × · · · × ×Zpm
αm . (٨٨)

است برابر گروه این اعضای تعداد صورت این در داشت. نخواهد وجود Zn قسمت آنگاه باشد، ͳمتناه نیز آن اعضای تعداد ͳیعن گروه مرتبه اگر

با:

|G| = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m . (٨٩)

هستند:  چنین زیر در شده قید های اندازه با های گروه مثال عنوان به

G20 = Z4 × Z5 G32 = G4 ×G8, G36 = Z4 × Z9 = Z6 × Z6. (٩٠)

این ͳتمام کنیم. ͳم مشخص µ برچسب با را آنها که است ناپذیر کاهش نمایش تا n دارای گروه این پردازیم. ͳم Zn گروه های نمایش به حال

هستند: زیر صورت به که دارد ناپذیر کاهش نمایش تا n داریم: ام، µ = 0, · · ·n− 1 نمایش در هستند. بعدی Έی نیز ها نمایش

Dµ(a) := e
2iπµ

n µ = 0, 1, 2, · · ·n− 1. (٩١)

دارند: زیر صورت به هایی نمایش گروه عناصر بقیه که معناست این به حرف این

Dµ(ak) := e
2iπµk

n µ = 0, 1, 2, (٩٢)

ترتیب به b و a اگر نویسیم. ͳم زیر صورت به را آنها که شوند ͳم مشخص اندیس دو با هایش نمایش Zn × Zm مثل ͳگروه ترتیب این به

از: است عبارت akbl مثل عضوی هر نمایش آنگاه باشند، Zm و Zn مولدهای

Dµν(akbl) = Dµ(ak)Dν(bl) = e
2iπµk

n e
2iπµl

m . (٩٣)

Finitely Generated Abelian Group١۴
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آمد: خواهد در زیر صورت به فوق رابطه محدود، مولدهای تعداد با ͳآبل گروه Έی از ͳکل عضو Έی برای

Dµ(al11 a
l2
2 · · · alKK ) =

K∏
j=1

e

2iπµjlj

p
αj
j (٩۴)

آن در که

µ = (µ1, µ2 · · ·µK)

است. نمایش برچسب

ͳقدردان ٩

کردند. یادآوری من به را آن متعدد اش΋الات و خوانده دقت به ١۴٠١ ماه آبان در Έفیزی دانش΋ده دانشجوی محمدی حسین آقای را درسنامه این

کنم. ͳم تش΋ر ایشان از بزرگ لطف این برای

٣٠


