
ͳکوانتوم اطلاعات در ͳ΋نزدی و فاصله معیارهای

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١٣٩٨ مهر ٢۶

مقدمه ١

سنجیم. ͳم |⟨ϕ|ψ⟩| ͳیعن آنها ͳداخل ضرب اندازه با را |ψ⟩ و |ϕ⟩ مثل خالص ͳکوانتوم حالت دو بین شباهت ͳکوانتوم Έانی΋م ͳمقدمات درس در

که است آن هستیم مواجه آن با که ͳسوال سنجیم. ͳم ||ϕ⟩− |ψ⟩|| ͳیعن آنها اشمیت ‐ هیلبرت فاصله با نیز را حالت بردار دو بین فاصله چنین هم

که است ای ͳاحتمالات نتایج آید، ͳم بدست ͳکوانتوم حالت Έی از که آنچه هر حال هر به دارند؟ ای ͳآزمایش معنای چه فاصله یا و شباهت این

اندازه در آنها از آمده بدست آمار بین ای رابطه چه باشند، Έنزدی هم به ͳکوانتوم حالت دو اگر حال آید. ͳم بدست مختلف های گیری اندازه در

Έکلاسی احتمال توزیع دو بین شباهت یا فاصله اینکه آن و کند ͳم هدایت تری مهم سوال به را ما سوال این دارد؟ وجود مختلف های گیری

بتوانیم بایست ͳم نیستند خالص معمولا ͳکوانتوم های حالت که آنجا از چنین هم دارد؟ ١ ͳعملیات یا ͳآزمایش معنای چه و شود ͳم تعریف چΎونه

بیابیم. آنها برای ͳپاسخ کنیم ͳم ͳسع درس این در که هستند ͳسوالات ها این بدهیم. ΁پاس نیز آمیخته های حالت برای فوق سوالات به

Operational Meaning١
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احتمال Έکلاسی های توزیع برای مختلف های فاصله ٢

فاصله صورت این در گیریم. ͳم گسسته را ͳتصادف متغیر ͳسادگ برای باشند. ͳتصادف متغیر Έی روی احتمال توزیع تابع دو q و pکه کنید فرض

شود: ͳم تعریف زیر ش΋ل به توزیع تابع دو این

D(p, q) =
1

2

∑
x

|px − qx|. (١)

اختیار تواند ͳم ͳتصادف متغیر که را ͳن΋مم مقادیر همه ͳیعن ͳتصادف متغیر نمونه فضای است. ͳتصادف متغیر مقادیر تمام روی جم΄ آن در که

آید: ͳم در زیر ش΋ل به بالا رابطه بΎیرد، خود به پیوسته مقادیر ͳمتغیرتصادف هرگاه دهیم. ͳم نشان X با کند

D(p, q) =
1

2

∫
dx|p(x)− q(x)|. (٢)

کند. ͳم تعریف احتمال توزیع توابع بین را فاصله یا Έمتری Έی واقعا است شده تعریف ترتیب این به که ای رابطه

است: زیر خواص دارای Dl(p, q) فاصله که دهید نشان تمرین:  n

0 ≤ D(p, q) ≤ 1,

D(p, q) = 0 ↔ p = q,

D(p, q) = D(q, p),

D(p, q) ≤ D(p, r) +D(r, q). (٣)

باشد. Έی با برابر آنها فاصله که بزنید مثال توزیع تابع دو بΎیرید. نظر در را تاس مهره Έی تمرین:  n

فاصله توانیم ͳم مثلا دارد؟ کنیم آن جایΎزین توانستیم ͳم که دیΎری متعدد تعاریف بر ͳمزیت چه دارد؟ ͳخصوصیت چه فاصله از تعریف این

این که دهیم نشان خواهیم ͳم جا این در نبریم. کار به را 1/2 ضریب توانستیم ͳم یا کنیم. تعریف D′(p, q) :=
∑
x(Px − qx)

2 صورت به را

مثل ͳتصادف متغیر مقادیر از مجموعه زیر Έی دارد. خوب ͳخیل شهودی و ͳ΋فیزی معنای Έی تعریف

را S وقوع احتمال p که پرسیم ͳم خود از گوییم. ͳم Event یا واقعه Έی S به اصطلاحا احتمالات نظریه در بΎیرید. نظر در را S ⊂ X

که باشیم داشته یاد به است؟ چقدر آنها های ͳبین پیش تفاوت و کند ͳم ͳبین پیش چقدر را وقوع احتمال این q و کند ͳم ͳبین پیش چقدر

٢



p(S) =
∑
x∈S

px, q(S) =
∑
x∈S

qx. (۴)

حوادث نوع این روی از . p(S) = q(S) ͳیعن باشد ی΋سان آنها ͳبین پیش است مم΋ن ( X های مجموعه زیر ͳیعن) حوادث از ͳبعض برای

که این یا و دارد تفاوت چقدر آنها ͳبین پیش میانگین طور به گفت توان ͳم کرد. قضاوت احتمال توزیع تابع دو این تفاوت باره در توان ͳنم

اختلاف بیشترین حادثه ان برای احتمال توزیع تابع دو این ͳبین پیش که بΎیریم نظر در را ای حادثه آن اینکه ͳیعن است؟ چقدر آنها تفاوت بیشترین

شود: ͳم بیان زیر قضیه در امر این است. دوم معیار این بر ͳمبتن است شده ارائه بالا در که ͳتعریف باشد. داشته را

کند: ͳم صدق زیر رابطه در توزیع تابع دو فاصله قضیه:  n

D(p, q) = maxS⊂X |p(S)− q(S)|, (۵)

آن در که

|P (S)− q(S)| = |
∑
x∈S

(px − qx)| (۶)

است. S حادثه برای q و p ͳبین پیش تفاوت

که ͳقسم به دارد وجود نیز S∗ مثل خاص مجموعه زیر Έی حداقل که کند ͳم بیان نامساوی این واق΄ در

D(p, q) = |p(S∗)− q(S∗)|, (٧)

که است این بالا قضیه معنای و

D(p, q) ≥ |p(S)− q(S)| ∀ S ⊂ X. (٨)

و S∗ مثل خاص مجموعه زیر Έی که دهیم نشان سپس و کنیم ثابت را ٨ رابطه باید ابتدا کنیم، ثابت را موضوع این که این برای اثبات: n

دهیم: ͳم قرار ٨ رابطه اثبات برای شود. ͳم برقرار ٧ رابطه که نحوی به دارد جود

|p(S)− q(S)| = |
∑
x∈S

(px − qx)| =
1

2
|
∑
x∈S

(px − qx)|+
1

2
|
∑
x∈S

(px − qx)|. (٩)
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که است ای ناحیه همان ناحیه این است. بزرگتر دیΎری از توزیع توابع از ͳ΋ی آن در که دهد ͳم نشان را ای محدوده پررنگ قسمت :١ ش΋ل

دهد. ͳم نشان را توزیع تابع دو تفاوت نحوی بهترین به آن احتمال گیری اندازه

اینکه به توجه با ͳیعن هستند، بهنجار احتمال توزیع تابع هردو که براین بنا که کنیم ͳم دقت اما

∑
x∈S

px +
∑

x∈X−S
px = 1,

∑
x∈S

qx +
∑

x∈X−S
qx = 1, (١٠)

که گیریم ͳم نتیجه

∑
x∈S

(px − qx) =
∑

x∈X−S
(qx − px). (١١)

داشت خواهیم بنابراین

|p(S)− q(S)| =
1

2
|
∑
x∈S

(px − qx)|+
1

2
|
∑

x∈X−S
(px − qx)|

≤ 1

2

∑
x∈S

|(px − qx)|+
1

2

∑
x∈X−S

|(px − qx)| =
∑
x∈X

|px − qx| = D(p, q). (١٢)
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دادیم. نشان را ٨ نامساوی ترتیب این به ایم. کرده استفاده |a+ b| ≤ |a|+ |b| ͳیعن اعداد، برای مثلث نامساوی از دوم خط در آن در که

ͳم برقرار ٧ رابطه آن ازای به که دارد وجود S∗ مثل خاص پیشامد Έی اصطلاح به یا خاص مجموعه Έی واقعا که دهیم نشان باید حال

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به را S∗ مجموعه شود.

S∗ := {x ∈ X, px ≥ qx}. (١٣)

داشت: خواهیم نتیجه در

X − S∗ = {x ∈ X, px < qx}. (١۴)

داشت: خواهیم ͳقبل روابط به توجه با حال

D(p, q) =
1

2

∑
x∈X

|px − qx|

=
1

2

∑
x∈S∗

|px − qx|+
1

2

∑
x∈X−S∗

|px − qx|

=
1

2

∑
x∈S∗

(px − qx) +
1

2

∑
x∈X−S∗

(qx − px)

=
1

2

∑
x∈S∗

(px − qx) +
1

2

∑
x∈S∗

(px − qx)

=
∑
x∈S∗

(px − qx) = |
∑
x∈S∗

(px − qx)| = |p(S∗)− q(S∗)|. (١۵)

بΎیرید: نظر در زیر توزیع توابع با مختلف تاس دو تمرین:  n

{P1 =
2

12
, P2 =

1

12
, P3 =

3

12
, P4 =

1

12
, P5 =

3

12
, P6 =

2

12
}

{Q1 =
1

12
, Q2 =

5

12
, Q3 =

3

2
, Q4 =

1

12
, Q5 =

1

12
, Q6 =

1

12
} (١۶)

کنید. حساب را توزیع تابع دو این فاصله الف: 

آورید. بدست توزیع تابع دو این برای را S∗ مجموعه ب:

هستند؟ تمیز غیرقابل توزیع تابع دو این ها مجموعه کدام برای پ: 

۵



توزیع توابع بین فاصله خواص ٢ . ١

به نخست است. آن قوی تحدب خاصیت دارد فاصله این که ͳخاصیت مهمترین کنیم. ͳم مطالعه را توزیع تابع دو بین فاصله خواص بخش این در

کنیم: ͳم توجه محدب تابع تعریف

زیر خاصیت دارای خود، تعریف دامنه در x2 و x1 مقدار دو هر ازای به اگر شود ͳم نامیده ٢ محدب f متغیره Έی و ͳحقیق تابع تعریف:  n

باشد:

f(x1 + (1− λ)x2) ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2). (١٧)

است. شده داده نشان ٢۶ ش΋ل در محدب تابع Έی

باشد: زیر خاصیت دارای خود، تعریف دامنه در x2 و x1 مقدار دو هر ازای به اگر شود ͳم نامیده ٣ مقعر f متغیره Έی و ͳحقیق تابع n

f(⟨x1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2). (١٨)

است. شده داده نشان ٣ ش΋ل در مقعر تابع Έی

کند: ͳم صدق زیر رابطه در xn تا x1 مقادیر از مجموعه هر ازای به مقعر تابع Έی که دهید نشان تمرین:  n

f(
∑
i

λixi) ≤
∑
i

λif(xi), (١٩)

ͳم ها تعریف این از پس است. برقرار نیز محدب توابع برای ͳمشابه رابطه است. Έی با برابر آنها مجموع که هستند ͳمثبت اعداد ها λi آن در که

کنیم. بیان توزیع تابع دو بین فاصله باره در را زیر مهم خاصیت توانیم

آنگاه باشند توزیع توابع p2 و p1 ، q اگر که معنا این به است مقعر تابع Έی توزیع تابع دو فاصله قضیه: n

D(λp1 + (1− λ)p2, q) ≤ λD(p1, q) + (1− λ)D(p2, q). (٢٠)
Convex٢

Concave٣

۶
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ماتریس از ͳاگرتابع بنابراین رویم. ͳم تابع بیشینه سمت به کنیم مخلوط هم با را متغیرهایش اگر که است این محدب تابع Έی خاصیت :٢ ش΋ل

است. خالص کاملا حالت Έی آن کمینه و آمیخته کاملا حالت Έی تابع این بیشینه که هستیم مطمئن باشد، محدب که باشیم داشته ͳالΎچ های

ͳم کم دیΎر Έی از را ها آن فاصله احتمال توزیع توابع کردن مخلوط که گوید ͳم رابطه این بنویسیم. ͳفارس زبان به را قضیه معنای که بهتراست

کند. ͳم تر شبیه هم به را ها آن و کند

بنویسیم: توانیم ͳم فاصله تعریف از استفاده با اثبات:  n

D(λp1 + (1− λ)p2, q) =
1

2

∑
x

|λp1,x + (1− λ)p2,x − qx|

=
1

2

∑
x

|λp1,x + (1− λ)p2,x − (λ+ (1− λ))qx|

=
1

2

∑
x

|λ(p1,x − qx) + (1− λ)(p2,x − qx)|. (٢١)

دلخواه عدد دو هر ازای به آن مبنای بر که کنیم ͳم استفاده مثلث نامساوی از رابطه آخرین راست طرف در حال

|a+ b| ≤ |a|+ |b|. (٢٢)
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های ماتریس از ͳاگرتابع بنابراین رویم. ͳم تابع کمینه سمت به کنیم مخلوط هم با را متغیرهایش اگر که است ین مقعر تابع Έی خاصیت :٣ ش΋ل

است. آمیخته کاملا حالت Έی آن کمینه و خالص کاملا حالت Έی تابع این بیشینه که هستیم مطمئن باشد، باشد مقعر که باشیم داشته ͳالΎچ

داشت:  خواهیم نتیجه در

D(λp1 + (1− λ)p2, q) ≤ λ
1

2

∑
x

|p1,x − qx|+ (1− λ)
1

2

∑
x

|p2,x − qx|

= λD(p1, q) + (1− λ)D(p2, q). (٢٣)

شود. ͳم کامل قضیه اثبات ترتیب این به

بنویسیم: توانیم ͳم کردید حل که ͳتمرین از استفاده با حال

D(
∑
i

λipi, q) ≤
∑
i

λiD(pi, q). (٢۴)
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به که هست نیز قوی تقعر خاصیت Έی دارای فاصله تابع ما ایم. داده نشان توزیع توابع از ͳ΋ی تنها به نسبت را فاصله تقعر خاصیت کنون تا

شود: ͳم بیان زیر صورت

اعداد رشته دو نیز {µi} و {λi} که کنید فرض چنین هم باشند. ͳتصادف متغیر Έی روی دلخواه توزیع تابع رشته دو qi و pi که کنید فرض

Έی صورت به نیز را µ := {µi} و λ := {λi} های رشته از هرکدام که کنید دقت باشد. ١ با برابر تنهایی به هرکدام مجموع که باشند مثبت

که دانیم ͳم صورت دراین گرفت. نظر در احتمال گسسته توزیع تابع

P :=
∑
i

λipi, Q :=
∑
i

µiqi, (٢۵)

قضیه صورت این در هستند. qi و pi توزیع توابع محدب جم΄ کدام هر توزیع تابع دو این که کنید دقت بود. خواهند احتمال توزیع تابع دو نیز

است: برقرار زیر

قضیه:  n

D(
∑
i

λipi,
∑
i

µiqi) ≤ D(λ, µ) +
∑
i

λiD(pi, qi). (٢۶)

است. µ و λ توزیع تابع فاصله D(λ, µ) آن در که

کنید. حل را زیر تمرین که است ͳکاف قضیه این اثبات برای

کنید: ثابت را زیر نامساوی حال هستند. مثبت ͳΎهم اعداد این و µ1 + µ2 = 1 و λ1 + λ2 = 1 که کنید فرض تمرین:  n

D(λ1p1 + λ2p2, µ1q1 + µ2q2, ) ≤ D(λ, µ) + µ1D(p1, q1) + µ2D(p2, q2) (٢٧)

 

کنید. کم و اضافه را مناسبی عبارت بسط داخل جملات به سپس و دهید بسط تعریف از استفاده با را چپ طرف راهنمایی:

کنیم: ͳم توجه ͳکل قضیه این از خاص حالت چند به

٩



داشت: خواهیم صورت دراین . λi = µi و qi = q که کنید فرض ٢۶ رابطه در :Έی نتیجه n

D(
∑
i

λipi, q) ≤
∑
i

λiD(pi, q). (٢٨)

دارد. تحدب خاصیت هایش آرگومان از هرکدام به نسبت فاصله که است این معنایش که

داشت: خواهیم صورت این در . λi = µi که کنید فرض ٢۶ رابطه در دو: نتیجه n

D(
∑
i

λipi,
∑
i

λiqi) ≤
∑
i

λiD(pi, qi). (٢٩)

احتمال توزیع تابع دو شباهت ٣

شود: ͳم تعریف زیر صورت به که پردازیم ͳم احتمال توزیع تابع دو شباهت ͳمعرف به حال

F (p, q) :=
∑
x

√
pxqx (٣٠)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به پیوسته ͳتصادف متغیرهای برای که

F (p, q) :=

∫
dx
√
p(x)q(x). (٣١)

دارد: را زیر های خاصیت احتمال توزیع تابع دو شباهت

F (p, q) = F (q, p),

F (p, q) = 1 ↔ p = q,

0 ≤ F (p, q) ≤ 1. (٣٢)
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کنید.) استفاده مناسب بردار دو برای کوشͳ‐شوارتز نامساوی از (راهنمایی: کنید. ثابت را بالا خواص : تمرین n

ͳم مشخص خود به مخصوص معیار انحراف و میانگین مقدار Έی با هرکدام که را متغیره Έی ͳگاووس توزیع تابع دو شباهت : تمرین n

کنید. محاسبه شوند

شباهت تابع برای تحدب خواص ٣ . ١

کنیم ͳم ثابت بخش این در است. ( کمینه دارای تابع Έی ͳیعن) Convex down پایین به رو محدب فاصله تابع که کردیم ثابت ͳقبل بخش در

است. بیشینه) دارای تابع Έی ͳیعن) Convex up بالا به رو محدب تابع Έی شباهت تابع که

ͳیعن است مقعر تابع Έی f(x) :=
√
x تابع که دهید نشان الف: تمرین: n

√
λx+ (1− λ)y ≥ λ

√
x+ (1− λ)

√
y.

که دهید نشان تعریف این از استفاده با ب:

F (λp1 + (1− λ)p2, q) ≥ λF (p1, q) + (1− λ)F (p2, q). (٣٣)

این کند. ͳم زیاد مشخص توزیع تابع Έی با را آنها شباهت احتمال های توزیع کردن مخلوط که است این رابطه این معنای شهودی نظر از

ایده و است مشابه کاملا آن ͳکل اثبات . کنیم ͳم ثابت و بیان را خاصیت این ساده حالت نخست است. برقرار نیز تری ͳکل ش΋ل به خاصیت

ندارد. بر در جدیدی

صورت این در هستند. Έی و صفر بین مثبت اعداد µ و λ پارامترهای و هستند احتمال توزیع توابع q2 و p1, p2, q1 که کنید فرض قضیه: n

است: برقرار زیر نامساوی

F (λp1 + (1− λ)p2, µq1 + (1− µ)q2) ≥
√
λµF (p1, q1) +

√
(1− λ)(1− µ)F (p2, q2) (٣۴)

شود. ͳم (٣٣) رابطه به تبدیل رابطه این µ = λ و صورت این در q1 = q2 دهیم قرار رابطه این در هرگاه
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کنید. حل را زیر تمرین که است ͳکاف قضیه این اثبات برای

کنید: ثابت را زیر نامساوی هستند. ͳمثبت اعداد d و a, b, c اعداد که کنید فرض الف:  تمرین: n

√
[λa+ (1− λ)b][µc+ (1− µ)d] ≥

√
λµ

√
ac+

√
(1− λ)(1− µ)

√
bd. (٣۵)

است. برقرار (٣۴) رابطه که دهید نشان نامساوی این از استفاده با ب:

است: برقرار نیز قضیه این تر ͳکل ش΋ل

قضیه: n

F (
∑
i

λipi,
∑
i

µiqi) ≥
∑
i

√
λiµiF (pi, qi). (٣۶)

کنید. ثابت را بالا ͳکل نامساوی ͳقبل تمرین از استفاده با  : تمرین n

رسیم: ͳم زیر تحدب رابطه به µi = λi و qi = q دهیم قرار رابطه این طرف دو در هرگاه کرد. ͳبررس را خاص های حالت توان ͳم بازهم

F (
∑
i

λipi, q) ≥
∑
i

λiF (pi, q). (٣٧)

رسیم: ͳم زیر رابطه به λi = µi دهیم قرار تنها هرگاه و

F (
∑
i

λipi,
∑
i

λiqi) ≥
∑
i

λiF (pi, qi). (٣٨)

کم باهم را آنها فاصله و زیاد ی΋دیΎر با را آنها شباهت احتمال توزیع توابع کردن مخلوط که است این ها رابطه این تمام معنای شهودی نظر از

کند. ͳم
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ͳکوانتوم حالت دو فاصله ۴

را شباهت و فاصله توان ͳم است گرفته الهام Έکلاسی تعاریف این از که مناسبی تعاریف با که دید خواهیم بعدی های بخش و بخش این در

بیان ͳ΋کلاسی شباهت و فاصله برای کنون تا که هستند هایی خاصیت همان دارای ها کمیت این و کرد تعریف نیز ͳکوانتوم های حالت برای

کنیم. ͳم آغاز ͳکوانتوم حالت دو فاصله از نخست ایم. کرده

ͳم تعریف زیر ش΋ل به حالت دو این فاصله صورت این در باشند. دلخواه هیلبرت فضای Έی در ͳکوانتوم حالت دو σ و ρ که کنید فرض

شود:

D(ρ, σ) :=
1

2
tr|ρ− σ|, (٣٩)

را زیر های خاصیت بوضوح فاصله این است. شده انتخاب آن ͳمفهوم و ͳ΋فیزی خواص بر بنا نیز تعریف این . |A| :=
√
A†A آن در که

داراست:

D(ρ, σ) = 0, ↔ ρ = σ,

D(ρ, σ) ≤ D(ρ, µ) +D(µ, σ),

D(ρ, σ) = D(σ, ρ),

D(UρU†, UσU†) = D(ρ, σ). (۴٠)

آشنایی فاصله خواص با است بهتر آن از قبل کنیم. ͳم ثابت درس ادامه در را خاصیت این نیست. ͳبدیه مثلث نامساوی تنها ها خاصیت این از

کنیم. پیدا بیشتری

که دهید نشان باشند s و r بردارهای با متناظر که باشند کیوبیت Έی های حالت σ ، ρ اگر : تمرین n

D(ρ, σ) =
1

2
|r− s|. (۴١)

خواهیم صورت این در شوند. قطری آن در ها ماتریس این هردو که کرد انتخاب ای پایه توان ͳم شوند جابجا باهم σ و ρ های حالت هرگاه
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داشت:

ρ =
∑
i

pi|i⟩⟨i|, σ =
∑
i

qi|i⟩⟨i|. (۴٢)

داشت: خواهیم صورت این در که دهید نشان : تمرین n

D(ρ, σ) = D(p, q), (۴٣)

است. q و p احتمال توزیع تابع دو بین فاصله D(p, q) آن در که

شود. ͳم بیان زیر قضیه در کند، ͳم روشن نیز را آن ͳ΋فیزی معنای که فاصله این خاصیت ترین مهم

است: برقرار زیر رابطه صورت دراین ببریم ب΋ار گر تصویر عملΎرهای نمایش برای را P هرگاه قضیه: n

D(ρ, σ) =MaxP tr(P (ρ− σ)). (۴۴)

دهیم، انجام ها حالت این روی تصویری گیری اندازه Έی هرگاه است. Έکلاسی توزیع توابع بین فاصله مورد در (۵) رابطه آنالوگ رابطه این

با است برابر σ حالت برای و tr(Pρ) با است برابر ρ حالت برای شود، ͳم مشخص P تصویری عملΎر با که ای نتیجه آوردن بدست احتمال

ͳتفاوت σ و ρ بین نتایج و ها گیری اندازه ͳبعض برای است مم΋ن احتمال. دو این تفاوت با است برابر tr(P (ρ − σ)) بنابراین . tr(Pσ)

با است برابر حالت دو بین فاصله که کند ͳم بیان بالا رابطه که آنچه شود. حاصل ͳکم تفاوت دیΎر های گیری اندازه ͳبعض برای یا نشود حاصل

دهد. ͳم نشان بهتر را خاصیت این (۴) ش΋ل نتایج. بین فاصله ماکزیمم

ͳطیف تجزیه را ρ− σ ماتریس آن مطلق قدر محاسبه برای نیست. مثبت الزاما ρ− σ ͳول هستند مثبت دو هر σ و ρ های ماتریس اثبات:  n

است: زیر صورت به و قطری خودش مقدارهای ویژه پایه در ماتریس این کنیم. ͳم

ρ− σ = diagonal(λ1, λ2, · · ·λk,−µ1,−µ2, · · ·µl) (۴۵)

ها آن در که

λi > 0, µj ≤ 0.
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ͳنم آش΋ار را تفاوت این ١ گیری اندازه مثل ها گیری اندازه از ͳبعض شود. ͳنم آش΋ار گیری اندازه نوع هر با حالت دو بین تفاوت :۴ ش΋ل

کنند. ͳم آش΋ار را تفاوت این تمام ٢ مثل نیز ͳبعض و کنند ͳم آش΋ار را تفاوت این از ͳاندک تنها ͳبعض کنند،

نوشت توان ͳم بنابراین

ρ− σ = Q− S, (۴۶)

که گیریم ͳم نتیجه است tr(ρ − σ) = 0 که آنجا از هستند. عمود برهم آنها ۴ پایه و هستند مثبت های ماتریس S و Q آن در که

که گیریم ͳم نتیجه (۴۶) و (۴۵) به توجه با حال . tr(S) = tr(Q)

|ρ− σ| = S +Q

Support۴
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و

D(ρ, σ) =
1

2
tr|ρ− σ| = 1

2
tr(Q+ S) = tr(Q).

P تصویری عملΎر هر ازای به که کنیم ͳم دقت حال

tr(P (ρ− σ)) = tr(P (Q− S)) ≤ tr(PQ) ≤ tr(Q) = D(ρ, σ).

ͳم تساوی Έی به تبدیل را بالا نامساوی که دارد وجود P ∗ مثل خاص تصویرگر Έی که دهیم نشان بایست ͳم قضیه اثبات کردن کامل ببرای

S و Q پایه که این به توجه با صورت این در بΎیریم. Q پایه زیرفضای روی تصویرگر همان را P ∗ تصویرگر که است ͳکاف کار این برای کند.

هستند برهم عمود

P ∗Q = Q, P ∗S = 0

داشت: خواهیم نتیجه در و

tr(P ∗(ρ− σ)) = tr(P ∗(Q− S)) = tr(P ∗Q) = tr(Q) = D(ρ, σ).

بΎیرید: نظر در را زیر های ماتریس تمرین:  n

ρ =
1

2
(I + r · σ), σ =

1

2
(I + s · σ). (۴٧)

D(ρ, σ) = tr(Q). واقعا که دهید نشان و کنید پیدا را Q, S های ماتریس الف: 

همین که بنویسیم Q− S صورت به را ρ− σ که هست نیازی چه وجود این با هستند. مثبت های ماتریس دو هر σ و ρ که دانیم ͳم ب:

دارند؟ را ها خاصیت

بΎیرید: نظر در را زیر های حالت تمرین:  n

ρ = |ϕ+⟩⟨ϕ+|, σ = |ψ+⟩⟨ψ+|, (۴٨)

.|ψ+⟩ = 1√
2
(|01⟩+ |10⟩) و |ϕ+⟩ = 1√

2
(|00⟩+ |11⟩) آن در که

کنید. پیدا را بالا حالت دو فاصله و کنید پیدا را Q, S های ماتریس
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حس ͳتفاوت هیچ دهیم انجام σx گیری اندازه حالت دو این روی اگر بΎیرید. نظر در را σ = |+⟩⟨+| حالت و ρ = 1
2I حالت تمرین: n

کرد. خواهیم حس زیادی تفاوت دهیم انجام σx گیری اندازه اگر ͳول کنیم. ͳنم

آورید. بدست حالت دو این روی را σx گیری اندازه از ͳناش توزیع های تابع تفاوت الف:

کنید حساب است. دلخواه حالت Έی n آن در که آورید بدست حالت دو این روی را σn گیری اندازه از ͳناش توزیع های تابع تفاوت ب:

آید. بدست گیری اندازه از ͳناش توزیع توابع بین تفاوت بیشترین تا کنیم گیری اندازه بایست ͳم جهت کدام در که

کنید. تحقیق را ( ۴۴) رابطه صحت و آورید بدست (٣٩) رابطه از را σ ρو حالت دو بین فاصله پ:

آن در که بΎیرید نظر در را σ = |ϕ⟩⟨ϕ| حالت و ρ = |ψ⟩⟨ψ| حالت : تمرین n

|ψ⟩ = 1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩), |ϕ⟩ = 1√

2
(|0, 0⟩ − |1, 1⟩). (۴٩)

کنید. حساب را حالت دو این بین فاصله داد. تشخیص هم از توان ͳنم را حالت دو این ͳموضع گیری اندازه نوع هیچ با که دهید نشان

ͳم بیان نامساوی این کرد. ثابت حالت دو بین ͳکوانتوم فاصله برای را مثلث نامساوی توان ͳم ۴۴ رابطه از استفاده با مثلث: نامساوی n

است: برقرار زیر رابطه ͳکوانتوم حالت سه هر برای که کند

D(ρ, σ) ≤ D(ρ, ν) +D(ν, σ). (۵٠)

نویسیم: ͳم رابطه این اثبات برای

D(ρ, σ) = tr(P ∗(ρ− σ)), (۵١)

نویسیم: ͳم حال کند. ͳم تساوی به تبدیل را ۴۴ نامساوی که است تصویرگری P ∗ آن در که

D(ρ, σ) = tr(P ∗(ρ− ν) + P ∗(ν − σ))

= tr(P ∗(ρ− ν)) + tr(P ∗(ν − σ)) ≤ D(ρ, ν) +D(ν, σ). (۵٢)
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شود. ͳم ثابت مثلث نامساوی ترتیب این به ایم. کرده استفاده ۴۴ نامساوی از دوباره آن در که

است: برقرار زیر رابطه همواره بعدی هر در که کنید ثابت تمرین: n

0 ≤ D(ρ, σ) ≤ 1. (۵٣)

کنید. استفاده سوم مناسبِ ͳالΎچ ماتریس Έی برای مثلث نامساوی از راهنمایی:

عمل هر اثر در ͳکوانتوم های حالت فاصله که کند ͳم بیان خاصیت این پردازیم. ͳم ͳکوانتوم فاصله از ͳمهم خاصیت اثبات و بیان به حال

ی΋دیΎر از آنها فاصله و شده تر شبیه هم به ها حالت ͳکوانتوم اعمال تحت بهتر عبارت به شود. ͳم کم دار) نگه رد و مثبت نگاشت (هر ͳکوانتوم

شود: ͳم بیان صورت این به رابطه این شود. ͳم کمتر

D(E(ρ), E(σ)) ≤ D(ρ, σ), (۵۴)

را P ∗ و کنیم ͳم استفاده ایم یادگرفته ͳقبل روابط اثبات در که آنچه از آن اثبات برای است. دار نگه رد و مثبت نگاشت Έی E آن در که

نویسیم: ͳم سپس کند. ͳم تعریف را D(E(ρ), E(σ) فاصله که گیریم ͳم تصویرگری

D [E(ρ), E(σ))] = tr [P ∗(E(ρ)− E(σ))]

= tr [P ∗E(ρ− σ)] = tr [P ∗E(Q− S)] = tr [P ∗(E(Q)− E(S))] ≤ tr [P ∗E(Q)]

≤ tr [E(Q)] = tr(Q) = D(ρ, σ). (۵۵)

شود. ͳم ثابت قضیه ترتیب این به

ͳیعن گیرد، ͳم رد ͳقستم دو سیستم از قسمت Έی روی که بΎیرید ͳنگاشت را E مثال Έی عنوان به

E(ρAB) = trB(ρ
AB) = ρA. (۵۶)

که: است این قضیه این نتیجه صورت این در

D(ρA, σA) ≤ D(ρAB , σAB). (۵٧)
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کنید. حساب بالا کانال از عبور از بعد و قبل را آنها فاصله بΎیرید. نظر در را بل مختلف حالت دو تمرین: n

خاصیت این است. دیΎر های خاصیت از ͳخیل مبنای که پردازیم ͳم ۵ قوی تقعر خاصیت ͳیعن فاصله های خاصیت ترین مهم از ͳ΋ی به حال

Έی با برابر تنهایی به آنها از هرکدام مجموع که باشند مثبت اعداد مجموعه دو {µi} و {λi} که کنید فرض است. Έکلاسی حالت مشابه درست

کند ͳم بیان قوی تحدب شرط صورت دراین گرفت. نظر در احتمال گسسته توزیع تابع دو عنوان به توان ͳم را مجموعه دو این دیΎر بیان به باشد.

است: برقرار ها فاصله بین زیر رابطه که

D(
∑
i

λiρi,
∑
i

µiσi) ≤ D(λ, µ) +
∑
i

λiD(ρi, σi), (۵٨)

به رابطه این اثبات برای است. شده تعریف ͳقبل های بخش در که است Έکلاسی توزیع تابع دو بین فاصله D(λ, µ) از منظور آن در که

کنیم. ͳم عمل زیر ترتیب

D(
∑
i

λiρi,
∑
i

µiσi) = tr

[
P ∗

(∑
i

λiρi −
∑
i

µiσi

)]

= tr

[
P ∗
∑
i

(λi − µi)ρi + P ∗
∑
i

µi(ρi − σi)

]
≤ tr

[
P ∗
∑
i

(λi − µi)ρi

]
+
∑
i

µitr [P
∗(ρi − σi)]

≤ tr

[
P ∗
∑
i

(λi − µi)ρi

]
+
∑
i

µiD(ρi, σi). (۵٩)

به را جمله این کار این برای است. کمتر µ و λ Έکلاسی توزیع تابع دو بین Έکلاسی فاصله از راست طرف اول جمله که کنیم ثابت باید حال

نویسیم ͳم صورت این

tr

[
P ∗
∑
i

(λi − µi)ρi

]
= tr [P ∗(ρ− ρ′)] (۶٠)

داریم ایم کرده ثابت قبلا که بنابرقضایایی اما هستند. جدید توزیع تابع دو ρ′ =
∑
i µiρi و ρ =

∑
i λiρi آن در که

tr [P ∗(ρ− ρ′)] ≤ D(ρ, ρ′) =
1

2
tr|ρ− ρ′| = 1

2
tr|
∑
i

(λi − µi)ρi|. (۶١)

آن مبنای بر که کنیم ͳم استفاده رد برای مثلث نامساوی از آخر مرحله در

tr|A+B| ≤ tr|A|+ tr|B|, (۶٢)

Strong Concavity۵
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داشت خواهیم نتیجه در و

tr [P ∗(ρ− ρ′)] ≤ 1

2

∑
i

tr|(λi − µi)ρi| =
1

2

∑
i

|λi − µi| = D(λ, µ). (۶٣)

رسیم. ͳم ۵٨ رابطه به ۶٣ و ۵٩ رابطه ترکیب با

ناورداست. ͳان΋ی تبدیلات تحت ͳکوانتوم حالت دو فاصله که دهید نشان : تمرین n

تقعر: و تحدب روابط اهمیت n

که ͳوقت) ͳکل حالت در ͳالΎچ های ماتریس فضای کنیم. حساب را ͳالΎچ های ماتریس از تابع Έی کمینه خواهیم ͳم موارد از بسیاری در

توانیم ͳم بلافاصله یباشد محدب تابع Έی نظر مورد تابع اگر ͳمسایل چنین در است). بزرگ ͳخیل فضای Έی نداریم، سروکار ها کیوبیت با دیΎر

دلیل است. ͳمهم ͳخیل سازی ساده این و باشد خالص حالت Έی بایست ͳم حتما کند ͳم اختیار را خود کمینه مقدار تابع که ای نقطه که بΎوییم

کمینه نقطه طرف به خواهیم ͳم اگر پس دهد، ͳم افزایش را محدب تابع Έی مقدار همیشه ها حالت کردن مخلوط که است این هم نکته این

شود.) ͳم فهمیده ͳآسان به (٢۶) ش΋ل به مراجعه با موضوع (این کنیم. خالص را ها حالت بیشتر چه هر بایست ͳم کنیم حرکت

در تابع این بیشینه که کنیم استدلال توانیم ͳم کنیم پیدا ͳالΎچ های ماتریس فضای روی را مقعر تابع Έی بیشینه بخواهیم اگر ترتیب همین به

پس شود، ͳم کمتر مقعر Έی تابع مقدار کنیم ͳم مخلوط هم با را ها حالت چه هر که است این اش دلیل بازهم افتد. ͳم اتفاق خالص حالت Έی

کنیم. خالص را ها حالت بیشتر چه هر بایست ͳم آوریم بدست را مقعر تابع Έی بیشینه خواهیم ͳم اگر

ͳکوانتوم های حالت تشابه ۵

انجام آزمایشΎاه در که کاری واق΄ در باشد. داشته مشخص ͳعملیات معنای Έی که شود تعریف چنان بایست ͳم نیز ͳکوانتوم حالت دو بین تشابه

کند، ͳم تولید احتمال توزیع تابع Έی گیری اندازه این و دهیم ͳم انجام گیری اندازه و آزمایش ͳکوانتوم حالت Έی روی که است آن دهیم ͳم
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روی {Em} های المان با POVM گیری اندازه Έی که کنید فرض مثلا آید. ͳم بدست مشخص احتمالات با مشخص نتایج که معنا این به

آمدن بدست احتمال و pm := tr(ρEm) با است برابر ρ حالت از m نتیجه آمدن بدست احتمال دهیم. ͳم انجام σ و ρ ͳکوانتوم های حالت

ͳکوانتوم حالت دو ͳ΋نزدی از است معیاری Έکلاسی احتمال تابع دو این ͳ΋نزدی میزان . qm := tr(σEm) با است برابر σ حالت از m نتیجه

به نشوند. داده تمیز خوبی به گیری اندازه Έی با σ و ρ حالت دو که است مم΋ن اینکه آن و است مطرح مهم نکته Έی جا این در ͳول . σ و ρ

بΎیرید: نظر در را زیر حالت دو مثال عنوان

ρ =
1

2
(|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|), σ = |+⟩⟨+|, (۶۴)

ͳم اگر بنابراین دهد. ͳم بدست نتیجه Έی حالت دو هر روی z پایه در گیری اندازه که است ΀واض . |+⟩ = 1√
2
(|0⟩ + |1⟩) آن در که

که کنیم انتخاب را گیری اندازه آن اینکه یا بΎیریم متوسط ها گیری اندازه همه روی یا بایست ͳم کنیم معین را حالت دو این تفاوت خواهیم

ͳکوانتوم حالت دو برای شباهت از که ͳتعریف که دید خواهیم کند. ͳم تولید q و p احتمال توزیع توابع بین را فاصله بیشترین یا را شباهت کمترین

کرده اصلاح را آن که کنیم ͳسع و کنیم شروع ͳآزمایش تعریف Έی از توانیم ͳم شباهت تعریف برای است. مطابق دوم معیار این با کنیم ͳم ارائه

باشد: مناسب زیر تعریف که رسد ͳم نظر به اول مرحله در برسیم. خوب نهایی تعریف Έی به و

F0(ρ, σ) = tr(ρσ) ? (۶۵)

انتظار اینکه آن و دارد عیب Έی فقط باشد. مناسبی تعریف که رسد ͳم نظر به و است ͳهرمیت ماتریس دو بین ͳداخل ضرب همان تعریف این

tr(ρρ) زیرا ندارد ͳخاصیت چنین تعریف این آنکه حال و باشد Έی با برابر خودش با حالت Έی شباهت که داریم

شرط که شرط این خواهیم ͳم اگر شود. ͳم برآورده شرط این که است خالص های حالت برای تنها واق΄ در .F0(ρ, ρ) ̸= 1 درنتیجه و leq1

کنیم: امتحان را زیر تعریف توانیم ͳم شود برآورده است ͳمهم

F1(ρ, σ) = tr(
√
ρσ) ? (۶۶)

رف΄ برای .F1(ρ, σ) ̸= F1(σ, ρ) ͳیعن نیست، متقارن σ و ρ به نسبت که است این اش عیب ͳول کند ͳم برطرف را بالا اش΋ال تعریف این

کنیم: تعریف زیر ش΋ل به را تشابه توانیم ͳم اش΋ال این

F2(ρ, σ) = tr(
√
ρ
√
σ) ? (۶٧)
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Έی اما شود. ͳم Έی با برابر خودش با حالت هر تشابه هم و است متقارن هم زیرا کند ͳم برطرف را ͳقبل تعریف دو هر اش΋الات تعریف این

ماتریس Έی مقدارهای یژه و و نیست ͳهرمیت الزاما ها آن حاصلضرب هستند، مثبت و ͳهرمیت دو هر
√
σ و √

ρ چه اگر زیرا دارد دیΎر اش΋ال

کنیم. ͳم اختیار زیر صورت به را نهایی تعریف بنابراین نیستند. ͳحقیق الزاما نیز ͳغیرهرمیت

F (ρ, σ) = tr(|√ρ
√
σ|) (۶٨)

A ماتریس هر ازای به اینکه به توجه با

|A| =
√
AA† (۶٩)

آوریم: ͳم بدست

F (ρ, σ) = tr(
√√

ρσ
√
ρ). (٧٠)

به توجه با اما باشد. متقارن σ و ρ جابجایی به نسبت که نیست ΀واض ͳول است. F (ρ, ρ) = 1 که است خاصیت این دارای بوضوح تعریف این

که این چنین هم و ، A :=
√
ρ
√
σ اینکه

tr(
√
AA†) = tr(|A|) = tr(|A†|) (٧١)

شود. ͳم ΀واض σ و ρ به نسبت F تقارن

.tr(|A|) = tr(|A†|) که کنید ثابت : تمرین n

کنید. محاسبه را حالت دو این تشابه شوند. ͳم مشخص s و r بردارهای با که بΎیرید نظر در بلوخ کره در را دلخواه حالت دو : تمرین n

در شود. ͳم ͳ΋ی ها آن مقدارهای ویژه بین Έکلاسی تشابه با دقیقا ͳکوانتوم حالت دو تشابه مقدار آنگاه شوند جابجا هم با σ و ρ که هرگاه

کنیم: قطری پایه Έی در را ͳکوانتوم حالت دو هر توانیم ͳم شرایط این تحت واق΄
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ρ =
∑
i

ri|i⟩⟨i|, σ =
∑
i

si|i⟩⟨i|. (٧٢)

داشت: خواهیم نتیجه در

F (ρ, σ) = tr

√∑
i

risi|i⟩⟨i|

= tr

(∑
i

√
risi|i⟩⟨i|

)
=

∑
i

√
risi = F (r, s). (٧٣)

کرد حساب ͳراحت به را ͳکوانتوم حالت دو تشابه توان ͳم که ͳمواقع از دیΎر ͳ΋ی هستند. Έکلاسی احتمال توزیع تابع دو s و r آن در که

داشت: خواهیم (|ψ⟩⟨ψ|)
1
2 = |ψ⟩⟨ψ∥ اینکه به توجه با صورت این در باشد. خالص ها حالت از ͳ΋ی که است ͳوقت

F (|ψ⟩, ρ) = tr
√

⟨ψ|ρ|ψ⟩⟨ψ|ψ⟩ =
√

⟨ψ|ρ|ψ⟩. (٧۴)

خواص از دیΎر بسیاری اثبات در قضیه این است. ۶ یولمان قضیه دارد وجود ͳکوانتوم حالت دو تشابه باره در که قضایایی مهمترین از ͳ΋ی

شود. ͳم بیان زیر ش΋ل به و رود ͳم کار به ͳکوانتوم تشابه

R با را آن که Q ͳکوانتوم سیستم از دیΎری نمونه باشند. Q ͳکوانتوم سیستم Έازی حالت دو σ و ρ که کنید فرض : یولمان قضیه n

آنگاه باشند RQ روی σ و ρ از سازی خالص دو ϕ و |ψ⟩ هرگاه صورت دراین گیریم. ͳدرنظرم دهیم ͳم نمایش

F (ρ, σ) = max|ψ⟩,|ϕ⟩ | ⟨ψ|ϕ⟩ |, (٧۵)

گیرد. ͳم صورت ها سازی خالص تمام روی گیری ماکزیمم درآن که

کنیم. حل را ساده مثال Έی که است بهتر بپردازیم ͳکل حالت در قضیه این اثبات به اینکه از قبل

Uhlmann۶
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بΎیرید. نظر در را σA = 1
2 (1 + s · σ) و ρA = 1

2 (1 + r · σ) حالت دو تمرین: n

آورید. بدست تعریف از مستقیما را آنها فاصله بار Έی الف:

بΎیرید: نظر در را زیر سازی خالص دو حال ب:

ρA = TrB(|ψ⟩AB⟨ψ|) , σA = TrB(|ϕ⟩AB⟨ϕ|) (٧۶)

آن در که

|ψ⟩AB =

√
1 + r

2
|r̂⟩|0⟩+

√
1− r

2
| − r̂⟩|1⟩

|ϕ⟩AB =

√
1 + s

2
|ŝ⟩|α⟩+

√
1− s

2
| − ŝ⟩|α⊥⟩ (٧٧)

اولیه ͳالΎچ های ماتریس شده خالص حالت دو این که کنید قان΄ را خود نخست است. دلخواه حالت Έی |α⟩ = a|0⟩+ b|1⟩ آن در که

رسید. ͳم ͳالΎچ ماتریس دو شباهت به کنید حساب را حالت دو این ͳهمپوشان مقدار بیشترین اگر که دهید نشان سپس هستند.

داریم: احتیاج لم Έی به نخست قضیه این اثبات برای پردازیم. ͳم اولمان قضیه اثبات به مثال این از پس

آنگاه باشد، ͳان΋ی ماتریس Έی U و باشد دلخواه ماتریس Έی A هرگاه لم:  n

|tr(AU)| ≤ tr|A|.

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را ماتریس هر که دانیم ͳم ٧ قطبی تجزیه قضیه بنابر لم:  اثبات n

A = |A|V

بنویسیم توانیم ͳم بنابراین است. ͳان΋ی ماتریس Έی V و مثبت ماتریس Έی |A| آن در که

tr(AU) = tr(|A|V U) = tr(|A|W ) (٧٨)

Polar Decomposition٧
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داریم بنابراین است. ͳان΋ی ماتریس Έی W = V U آن در که

tr(AU) = tr(|A| 12 |A| 12W ) (٧٩)

ماتریس دو هر ازای به آن مبنای بر که کنیم ͳم استفاده ها ماتریس ͳداخل ضرب برای شوارتز ͳکوش قضیه از حال

|tr(XY )| ≤
√
XX†

√
Y Y † (٨٠)

دهیم قرار ͳقبل رابطه در اگر

X = |A| 12 , Y = |A| 12W

رسیم. ͳم لم اثبات به

از ρA مثل حالت Έی هرگاه معناست. چه به حالت Έی سازی خالص که آوریم ͳم یاد به نخست بپردازیم. یولمان قضیه اثبات به توانیم ͳم حال

.trB(|ψ⟩AB⟨ψ|) = ρA باشیم داشته هرگاه خوانیم ͳم ρA از سازی خالص Έی را تر بزرگ سیستم Έی از |ψ⟩AB حالت باشیم، Aداشته سیستم

کنیم ͳطیف تجزیه زیر صورت به را ρA نخست که است آن سازی خالص برای روش ترین ساده

ρA =
∑
i

λi|ai⟩⟨ai| (٨١)

دهیم قرار B سیستم از |bi⟩ ی΋ه و متعامد بردارهای از مجموعه Έی تعریف با سپس و

|ψρ⟩Ab :=
∑
i

√
λi|ai⟩A|bi⟩B . (٨٢)

که است این هم آن دلیل هستند، مرتبط هم به B سیستم روی ͳان΋ی های ماتریس عمل با مم΋ن های سازی خالص تمام که داد نشان توان ͳم

بΎیرید: نظر در را زیر حالت مثل مرج΄ حالت Έی حال کنیم. اختیار توانیم ͳم ͳمتفاوت متعامدِ بردارهای مجموعه B سیستم برای

|α⟩AB =
∑
i

|i⟩A ⊗ |i⟩B . (٨٣)

نگرفته نزمالیزه را حالت (این است. یافته تعمیم بل حالت Έی حالت این واق΄ در هستند. فضاها از کدام هر برای ای پایه ها {|i⟩} آن در که

شود: درست زیر حالت که چرخاند طوری U ⊗ V ͳان΋ی های ماتریس با را فوق های پایه توان ͳم ایم.).

(U ⊗ V )|α⟩ =
∑
i

|ai⟩ ⊗ |bi⟩ (٨۴)
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ͳیعن رسید شده خالص حالت به طرف دو روی √ρ⊗ I عملΎر اثر با توان ͳم سپس

|ψρ⟩ = (
√
ρV ⊗ U)|α⟩. (٨۵)

آوریم ͳم بدست ترتیب همین به

|ψσ⟩ = (
√
σV ′ ⊗ U ′)|α⟩. (٨۶)

داشت: خواهیم نتیجه در

⟨ψρ|ψσ⟩ = ⟨α|(V †√ρ
√
σV ′)⊗ (U†U ′)|α⟩ (٨٧)

دهید نشان را زیر اتحاد ͳدرست تمرین: n

⟨α|X ⊗ Y |α⟩ = tr(XY T ). (٨٨)

نویسیم ͳم تمرین این از استفاده با حال

|⟨ψρ|ψσ⟩| = |tr(V †√ρ
√
σV ′)U ′TU∗)| = |tr(√ρ

√
σW )| (٨٩)

داشت: خواهیم کردیم ثابت ابتدا در که ͳلم از استفاده با است. ͳان΋ی ماتریس W = V ′U ′TU∗V † آن در که

|⟨ψρ|ψσ⟩| = |tr(√ρ
√
σW )| ≤ tr(|√ρ

√
σ|) = F (ρ, σ). (٩٠)

خالص این یافتن برای کند. ͳم برقرار را تساوی که دارد وجود سازی خالص Έی ͳیعن شود، ͳم برقرار نیز تساوی که دهیم نشان باید حال

است: زیر قطبی تجزیه دارای √ρ
√
σ که کنید فرض کنیم. ͳم عمل زیر ترتیب به سازی

√
ρ
√
σ = |√ρ

√
σ|Ω.

باشیم: داشته که کنیم اختیار ترتیبی به را بالا ͳان΋ی ماتریس که است ͳکاف صورت این در

√
ρ
√
σW = |√ρ

√
σ|.
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داد انجام توان ͳم گوناگون های شیوه به را کار این که است معلوم W فرم به توجه با و W = Ω† دهیم قرار که است این حرف این معنای

با: است برابر کند ͳم برقرار را تساوی که ای سازی خالص آن ترتیب این به .V = Ω و V ′ = U ′ = U = I دهیم قرار که است این راه Έی .

|ψρ⟩ = (
√
ρΩ⊗ I)|α⟩, |ψσ⟩ = (

√
σI ⊗ I)|α⟩, . (٩١)

شود. ͳم کامل جا این در قضیه اثبات

مثل ͳکوانتوم حالت دو

ρ = |+⟩⟨+|, σ =
1

2
(|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|) (٩٢)

ͳنم حالت دو این اختلاف متوجه وجه هیچ به کنیم گیری اندازه |0⟩⟨0|, |1⟩⟨1| ͳیعن Z پایه در حالت دو این روی هرگاه بΎیرید. نظر در را

که کنیم ادعا غلط به که است مم΋ن گیری اندازه نوع این با بنابراین است. 1/2 با برابر 1 و 0 آوردن بدست احتمال حالت دو هر در زیرا شویم

دو این ͳواقع شباهت آنکه برای نیستند. ͳ΋ی هم با حالت دو این انکه حال و دارند هم به زیادی بسیار شباهت یا هستند ی΋سان حالت دو این

گیری اندازه |+⟩⟨+|, |−⟩⟨−| ͳیعن X پایه در را حالت دو این اگر وقاع در دهیم. تغییر را خود گیری اندازه بایست ͳم آوریم بدست را حالت

آیند: ͳم بدست زیر نتایج آنگاه کنیم

Pρ(+) = 1, Pρ(−) = 0, Pσ(+) = Pσ(−) =
1

2
. (٩٣)

با: است برابر جا این در گیری اندازه نتایج شباهت بنابراین

F (Pρ, Pσ) =
∑
i=+,−

Pρ(i)Pσ(i) =
1√
2
. (٩۴)

گیری اندازه تمام در که ای کمینه مقدار اساس بر را حالت دو این شباهت که است ͳمنطق کنیم. امتحان را دیΎری های گیری اندازه توانیم ͳم

کنیم: ثابت توانیم ͳم را زیر قضیه حقیقت در گوید. ͳم ما به ͳکوانتوم تشابه رابطه که است چیزی همان درست این و کنیم تعریف آوریم ͳم بدست ها

آنگاه باشد POVM گیری اندازه Έی E = {Em} هرگاه قضیه:

F (ρ, σ) ≤ F (PE , QE) (٩۵)
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این به امر این شود. کم ͳکوانتوم های حالت تمیز برای ما توانایی که شود ͳم باعث گیری اندازه نوع هر در ͳکوانتوم قطعیت عدم :۵ ش΋ل

باشد. شبیه هم به تواند ͳم نیز مختلف کاملا حالت دو برای گیری اندازه از ͳناش امار که معناست

حالت دو این روی گیری اندازه از ͳناش Έکلاسی توزیع تابع دو QE = {qm := tr(σEm)} و PE = {qm := tr(ρEm)} آن در که

ͳناش ͳذات قطعیت عدم Έی با همراه همواره کند ͳم تولید ͳکوانتوم گیری اندازه Έی که آماری که چرا است معلوم هم نامساوی این دلیل هستند.

Έشماتی صورت به را موضوع این (۵) ش΋ل دهیم. تشخیص هم از ͳدرست به را ها حالت نتوانیم شود ͳم باعث که است ͳکوانتوم Έانی΋م از

دهد. ͳم نشان

Έی A مثل ͳماتریس هر که کنیم ͳم استفاده این از سپس .A =
√
ρ
√
σ آن در که F (ρ, σ) = tr|A| که کنیم ͳم توجه نخست اثبات: n

که معنا این به دارد قطبی تجزیه

A = |A|U†,−→ |A| = AU, (٩۶)

بنویسیم: توانیم ͳم بنابراین است. ͳان΋ی ماتریس Έی U آن در که

F (ρ, σ) = tr(
√
ρ
√
σU) =

∑
m

tr(
√
ρ
√
Em
√
Em

√
σU). (٩٧)
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دلخواه ماتریس دو برای آن مبنای بر که کنیم ͳم استفاده کوشͳ‐شوارتز قضیه از حال .
∑
mEm = I که ایم کرده استفاده این از اینجا در

tr(A†B) ≤
√
tr(AA†

√
tr(BB†. (٩٨)

آوریم ͳم بدست کنیم ترکیب ͳقبل رابطه با را آن و ، B =
√
Em

√
σU و A =

√
ρ
√
Em دهیم قرار رابطه این در هرگاه

F (ρ, σ) ≤
∑
m

√
tr(Emρ)tr(Emσ). (٩٩)

اندازه نوع هر از ͳناش که ͳ΋کلاسی احتمالات تشابه از ایم کرده تعریف که ترتیبی به ͳکوانتوم حالت دو تشابه که ایم کرده ثابت ترتیب این به

حالات بین ͳکوانتوم تشابه با برابر دقیقا اش ͳ΋کلاسی احتمالات تشابه که دارد وجود ای گیری اندازه واقعا آیا که این است. کمتر است گیری

نیلسون کتاب به تواند ͳم خواننده قضیه این اثبات برای بازهم کرد. نخواهیم بیان ما را آن اثبات اگرچه است مثبت آن ΁پاس که است ͳسوال باشد

که ͳقسم به دارد وجود {E∗
m} مثل POVM گیری اندازه Έی حتما که کند ͳم بیان قضیه این کند. مراجعه چوانگ و

F (ρ, σ) =
∑
m

√
tr(E∗

mρ)tr(E
∗
mσ). (١٠٠)

کرد. خواهیم زیادی های استفاده آینده در موضوع این از

حالت شباهت که کنیم ثابت خواهیم ͳم اکنون شود، ͳم کم کانال Έی از عبور تحت ͳکوانتوم های حالت فاصله کردیم ثابت که همانگونه به

شود. ͳم بیان زیر قضیه در مسئله این شوند. ͳم تر شبیه هم به ها حالت ͳیعن شود ͳم زیاد کانال Έی از عبور در ͳکوانتوم های

: E مثبت نگاشت هر ازای به ͳیعن شود ͳم زیاد ͳکوانتوم های حالت تشابه یا فیدلیته ͳکانال هر از عبور در فیدلیته ی΋نوایی قضیه: n

F (E(ρ), E(σ)) ≥ F (ρ, σ) (١٠١)

مثبت. کاملا نگاشت Έی نه الزاما نه و است مثبت نگاشت Έی E که کنید دقت

چیست؟ E(ρA) ی شده خالص باشد. ρA ͳالΎچ ماتریس Έی شده خالص |ψ⟩AB که کنید فرض کنیم: ͳم استفاده لم Έازی نخست n

نوشت: ش΋ل این به توان ͳم همواره را E(ρA) که کنیم ͳم توجه سوال این به ΁پاس برای

E(ρA) = TrB

(
UAC(ρA ⊗ |0⟩C⟨0|)U†

AC

)
(١٠٢)
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که دانیم ͳم اما

ρA = TrB(|ψ⟩AB⟨ψ|). (١٠٣)

آوریم: ͳم بدست جزیی رد های خاصیت از استفاده و رابطه دو این ترکیب با

E(ρA) = TrC

(
UAC

[
ρA ⊗ |0⟩C⟨0|

]
U†
AC

)
= TrC

(
UAC

[
TrB(|ψ⟩AB⟨ψ|)⊗ |0⟩C⟨0|

]
U†
AC

)
= TrBC

(
|Ψ⟩ABC⟨Ψ|

)
, (١٠۴)

آن در که

|Ψ⟩ABC = UAC
(
|ψ⟩AB ⊗ |0⟩C

)
. (١٠۵)

قضیه بنابر که هستند σ و ρ شده خالص های حالت |ϕ∗⟩ و |ψ∗⟩ که کنید فرض کنیم. ͳم استفاده ͳاصل قضیه اثبات برای لم این از حال

ͳیعن کنند: ͳم صدق زیر رابطه در یولمان

F (ρ, σ) = |⟨ψ∗|ϕ∗⟩|. (١٠۶)

از: عبارتند ترتیب به E(σ) و E(ρ) های شده خالص کردیم ثابت که ͳلم بنابر

|Ψ⟩ = U |ψ∗⟩|0⟩ , |Φ⟩ = U |ϕ∗|0⟩. (١٠٧)

دهیم ͳم قرار و کنیم ͳم استفاده اولمان قضیه از

F (E(ρ), E(σ)) ≥ |⟨Ψ|Φ⟩| = |⟨ψ∗⟨0|U†U |ϕ∗⟩|0⟩| = |⟨ψ∗|ϕ∗⟩| = F (ρ, σ). (١٠٨)

. ایم کرده استفاده یولمان قضیه از بازهم تساوی این اول قسمت در

کانال به ورود از قبل شوند ͳم مشخص s و r بلوخ بردارهای با که را حالت دو تشابه بΎیرید. نظر در را p پارامتر با واقطبش کانال تمرین: n

کنید. مقایسه هم با کانال از خروج از بعد و
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به بعدی d واقطبش کانال دهید. عبور بعدی d واقطبش کانال از را آنها و بΎیرید نظر در را |ϕ⟩ و |ψ⟩ بعدی d خالص حالت دو تمرین: n

شود: ͳم تعریف زیر صورت

E(ρ) = (1− p)ρ+ p
I

d
. (١٠٩)

کنید. مقایسه هم با آن از ج خرو از بعد و کانال به ورود از قبل را بالا حالت دو تشابه الف:

کنید. مقایسه هم با آن از ج خرو از بعد و کانال به ورود از قبل را بالا حالت دو فاصله ب:

قوی تحدب خاصیت همان خاصیت این شود. ͳم کمتر هم از آنها فاصله کنیم ͳم مخلوط هم با را ͳکوانتوم های حالت ͳوقت که دیدیم قبلا

این تشابه کنیم ͳم مخلوط باهم را ͳکوانتوم های حالت که ͳوقت که معنا این به است برقرار این به شبیه ͳخاصیت نیز تشابه مورد در بود. فاصله

ͳم بیان زیر ش΋ل به و گوییم ͳم StrongConcavitiyofF idelity قوی تعقر خاصیت اصطلاحا را خاصیت این شود. ͳم تر زیاد ها حالت

شود:

فیدلیته برای قوی تحدب خاصیت قضیه: n

F (
∑
i

piρi,
∑
i

qiσi) ≥
∑
i

√
piqiF (ρi, σi). (١١٠)

ͳخالص های حالت از ویژه نوع آن ترتیب به |ϕi⟩ و |ψi⟩ که کنید فرض کنیم. ͳم استفاده یولمان قضیه از خاصیت این اثبات برای اثبات: n

کنند: ͳم برقرار را زیر تساوی اولمان قضیه با مطابق که باشند

F (ρi, σi) = |⟨ψi|ϕi⟩|. (١١١)

ضرب با توانیم ͳم را کار این باشد. مثبت عدد Έی ⟨ψi|ϕi⟩ که کنیم انتخاب طوری را |ϕi⟩ و |ψi⟩ توانیم ͳم همواره که کنید دقت

دهیم. انجام مناسب فازهای در های حالت این کردن

٣١



گیریم: ͳم نظر در زیر ش΋ل به بزرگتری های حالت حال

|Ψ⟩ :=
∑
i

√
pi|ψi⟩AB |i⟩C , |Φ⟩ :=

∑
i

√
pi|ϕi⟩AB |i⟩C . (١١٢)

اینکه ͳیعن کنند ͳم خالص را σ و ρ که هستند هایی حالت خالص، های حالت این

ρA ≡
∑
i

piρi = trBC |Ψ⟩⟨Ψ|, σA ≡
∑
i

qiσi = trBC |Φ⟩⟨Φ|. (١١٣)

که هستند ͳخالص های حالت |ϕi⟩AB و |ψi⟩AB های حالت هستند. A سیستم به مربوط ͳالΎچ ماتریس σi و ρi اینجا در که کنید دقت

ͳم σ و ρ حالت های ماتریس به C و B روی گرفتن رد و C سیستم Έی افزودن با سپس و کنند. ͳم خالص را ͳالΎچ های ماتریس این

که دانیم ͳم اولمان قضیه از حال رسیم.

F (ρA, σA) ≡ F (
∑
i

piρi,
∑
i

qiσi) ≥ |⟨Ψ|Φ⟩|

= |
∑
i

√
piqi⟨ψi|ϕi⟩| =

∑
i

√
piqi⟨ψi|ϕi⟩ =

∑
i

√
piqiF (ρi, σi), (١١۴)

F (ρi, σi) = |⟨ψi|ϕi⟩| اینکه و ایم کرده استفاده ⟨ψi|ϕi⟩ بودن مثبت از از آن در که

ͳکوانتوم کانال Έی کیفیت ۶

تواند ͳم خوب ͳکوانتوم کانال این کند. ارسال مقصد به تغییری گونه هیچ بدون را ͳکوانتوم های حالت که است آن خوب ͳکوانتوم کانال Έی

خود در را ͳکوانتوم های حالت که ͳکوانتوم حافظه Έی اینکه یا شود ͳم استفاده ها فوتون های حالت ارسال برای آن از که باشد نوری فیبر Έی

بنابراین چقدراست. آن ͳخروج حالت و ورودی حالت فیدلیته ببینیم که است آن ͳکوانتوم کانال Έی کیفیت برای معیاری بنابراین دارد. ͳم نگاه

کنیم: تعریف زیر صورت به را ͳخروج و ورودی حالت Έی تشابه بایست ͳم نخست

F (E , |ψ⟩) := F (|ψ⟩, E(|ψ⟩)). (١١۵)

های حالت از ͳبعض کانال Έی که است مم΋ن دارد. کانال نوع به ͳبستگ هم و ورودی حالت به ͳبستگ هم عبارت این که است ͳطبیع اما

های ورودی روی یا که است آن ͳکوانتوم کانال کیفیت برای معیاری بنابراین کند. خراب ͳل΋ب را دیΎر ͳبعض ͳول کند منتقل سالم را ͳکوانتوم
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این کنند. ͳم تولید را ͳخروج و ورودی بین تشابه کمترین که هایی حالت ͳیعن بΎیریم نظر در را حالت بدترین اینکه یا بΎیریم متوسط مختلف

رود: ͳم کار به کانال Έی کیفیت برای معیاری بعنوان که است دوم تعریف

Fmin(E) := min|ψ⟩F (|ψ⟩, E(|ψ⟩)). (١١۶)

کنید. محاسبه را واقطبش کانال چنین هم و برگردان فاز بیت‐برگردان، های کانال کیفیت تمرین: n

خالص حالت Έی الزاما ͳکوانتوم کانال Έی ورودی عمل در زیرا ایم، گرفته خالص حالت Έی را کانال ورودی چرا بپرسیم است مم΋ن

بنابراین شود ͳم آن مقدار افزایش باعث کردن مخلوط همیشه ͳتابع چنین برای که دیدیم است. نهفته تشابه تابع تحدب خاصیت در ΁پاس نیست.

باشیم. خالص حالت Έی جستجوی در باید کنیم پیدا را تابع کمینه خواهیم ͳم اگر
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