
اول بخش ‐ ͳکوانتوم خطای تصحیح

شریف ͳصنعت دانشΎاه ،Έفیزی دانش΋ده پور، ͳکریم وحید

١٣٩٧ مهر ١۶

مقدمه ١

اطلاعات پردازش هنگام خطاها این شوند. خطا دچار است مم΋ن همواره کنند ͳم عبور Έکلاسی کانال Έی از Έکلاسی های بیت که ͳوقت

نیست آن معنای به الزاماً که رود ͳم کار به عام معنای Έی به جا دراین کانال لفظ بنابراین دهند. رخ توانند ͳم نیز Έکلاسی کامپیوتر Έی در

کانال Έی از که ͳوقت نیز ها کیوبیت ͳیعن دهد رخ توانند ͳم نیز ها کیوبیت برای اتفاق این کند. ͳم ͳط را ͳطولان ͳان΋م فاصله Έی بیت که

در شده ایجاد خطاهای بتوانیم که کند کار خوبی به تواند ͳم ͳوقت ͳکوانتوم کامپیوتر Έی شوند. خطا دچار است مم΋ن کنند ͳم عبور ͳکوانتوم

لفظ بعد به این از دارد. ضرورت ها کیوبیت توسط ͳکوانتوم اطلاعات ارسال برای چنین هم امر این کنیم. تصحیح و ساخته آش΋ار را ها کیوبیت

دارد وجود ͳکوانتوم و Έکلاسی خطاهای بین مهم تفاوت چند بریم. ͳم کار به عام معنای Έی به همواره را ͳکوانتوم کانال یا Έکلاسی کانال

کرد: تصحیح و آش΋ار توان ͳنم واقعاً را ͳکوانتوم خطاهای که رسد ͳم نظر به و

از چه اگر و باشد ͳمغناطیس حوزه Έی مغناطش یا و نقطه Έی از کننده عبور جریان یا و نقطه Έی ولتاژ تواند ͳم Έکلاسی بیت Έی ‐ ١

در . است کم بسیار آن در خطا بروز ام΋ان و است شده تش΋یل اتم ها میلیارد از هنوز می΋روس΋وپی نظر از ͳول است Έکوچ ماکروس΋وپی نظر

شود. خطا دچار تواند ͳم ͳبراحت و است یون یا اسپین یا اتم Έی حالت دهنده نشان و است می΋روس΋وپی واقعاً کیوبیت Έی حالی΋ه

خطای آنکه حال و شود ͳم تبدیل 1(0) مقدار به 0(1) مقدار آن در که است گسسته خطای Έی Έکلاسی بیت Έی در شده ایجاد خطای ‐ ٢

کند. تغییر پیوسته طور به تواند ͳم ͳکوانتوم بیت حالت بردار و است پیوسته کیوبیت Έی در شده ایجاد
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توان ͳنم ͳبراحت را ͳکوانتوم بیت Έی ͳول یافت ͳگاه آ آن در شده ایجاد خطای از و کرد مشاهده را Έکلاسی بیت Έی توان ͳم ‐ ٣

شود. ͳم اولیه حالت رفتن بین از و حالت تابع کاهش به منجر عموماً آن مشاهده ی زیرا کرد مشاهده

از استفاده با آنها از تا چند یا ͳ΋ی در خطا بروز صورت در که کرد تهیه را Έکلاسی بیت Έی از متعددی نسخه های توان ͳم بالاخره و ‐ ۴

را ͳکوانتوم حالت Έی توان ͳنم No cloning theorem تکثیر عدم قضیه بنابر آنکه حال و برد پی ها آن در خطا بروز به بتوان اکثریت قانون

کرد. درست آن از متعددی های نسخه و کرد تکثیر

کنند فکر عده ای که بود شده باعث ͳکوانتوم اطلاعات و ها کامپیوتر نظریه طرح اولیه سالهای در بالا موان΄ بهتر عبارت به یا بالا های تفاوت

کرد. تصحیح را ͳکوانتوم خطاهای توان ͳنم هرگز زیر شد نخواهد Έنزدی عمل به هرگز ͳکوانتوم اطلاعات مخابره یا ͳکوانتوم کامپیوترهای

و کند غلبه بالا موان΄ تمام بر تواند ͳم که است شده تدوین ͳکوانتوم خطاهای تصحیح و آش΋ارسازی برای کامل نظریه Έی امروزه خوشبختانه

آشنا نظریه این با که است آن درس این در ما هدف کند. پذیر ام΋ان باشد، مصون خطا از که طوری به را ͳکوانتوم اطلاعات مخابره و محاسبه

دهیم. ͳم توضیح ساده مثالهای با را کار این گذاشت. سر پشت توان ͳم واقعا را بالا در یادشده موان΄ که دهیم نشان کنیم ͳم ͳسع نخست شویم.

ͳکوانتوم خطای تصحیح کدهای Έسیستماتی طور به توان ͳم چΎونه که گویند ͳنم ما به ͳول دهند ͳم نشان را ͳکل اصول فقط ها مثال این

کدهای ایجاد ͳونگΎچ و کنیم استفاده آن از سپس و بΎیریم یاد را Έکلاسی خطای تصحیح نظریه نخست کنیم ͳم ͳسع ما کار این برای نوشت.

بفهمیم. را ͳکوانتوم خطای تصحیح

ͳکل توضیحات ‐ ͳکوانتوم خطای تصحیح موان΄ بر غلبه ͳونگΎچ ٢

ِ حالت ͳیعن هستند. پیوسته خطاها این که است این آن و دارند Έکلاسی خطاهای با بزرگ تفاوت Έی ͳکوانتوم خطاهای که دیدیم

حالت با ͳاندک تفاوت تنها که شود |ψ′⟩ = a′|0⟩ + b′|1⟩ حالتِ به تبدیل محیط با کنش برهم اثر در تواند ͳم |ψ⟩ = a|0⟩ + b|1⟩

که است این است مهم که آنچه هرحال به کند. تغییر کاملا اولیه حالت که شوند باعث و شده انباشته توانند ͳم اندک های تفاوت این دارد. ͳقبل

کنیم؟ تصحیح توانیم ͳم را خطاها این چΎونه ببینیم خواهیم ͳم هستند. پیوسته خطاها این
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هر آنگاه کنیم اصلاح را ͳپاوول خطاهای ͳیعن بیت‐فاز‐برگردان و فازبرگردان بیت‐برگردان، خطاهای بتوانیم تنها اگر که است این ΁پاس

گرفته قرار |ψ⟩ حالت در که بΎیرید نظر در را کیوبیت Έی موضوع این فهم برای کنیم. اصلاح توانیم ͳم نیز را پیوسته خطاهای ͳحت خطایی نوع

که گرفت بزرگ آنقدر را محیط توان ͳم همواره که کنید دقت اند. گرفته قرار |ψ⟩|e⟩ ِ حالت در اطرافش محیط و کیوبیت این ابتدا در است.

حالت شود ͳم مشخص ͳان΋ی عملΎر Έی با که کیوبیت و محیط کنش برهم اثر در حال بΎیرند. قرار خالص حالت Έی در آن محیط و کیوبیت

کند: ͳم تغییر زیر ترتیب به محیط و کیوبیت

|ψ⟩|e0⟩ −→ U(|ψ⟩|e0⟩) (١)

پایه Έی واحد عملΎر و ͳپاوول عملΎرهای داد. بسط کیوبیت بعدی دو فضای روی را آن توان ͳم کند. ͳم اثر محیط و کیوبیت روی U ِ عملΎر

نوشت: توان ͳم بنابراین و سازند ͳم کیوبیت دوبعدی فضای عملΎرهای یا ها ماتریس تمام برای

U = I ⊗ U0 +X ⊗ U1 + Y ⊗ U2 + Z ⊗ U3, (٢)

عملΎرها این روی ای ویژه شرط هیچ واق΄ در . بهنجار نه متعامدند نه و کنند ͳم اثر محیط روی که هستند عملΎرهایی Ui عملΎرهای درآن که

داده قرار آنها جزء  هم را I عملΎر که هستند ها این نیز ͳپاوول عملΎرهای نداریم. آنها باره در ͳاطلاع هیچ ما ͳکل حالت در که این جز به نیست

دهند: تش΋یل کیوبیت Έی فضای عملΎرهای برای کامل پایه Έی که ایم

I =

 1 0

0 1

 , X =

 0 1

1 0

 , Y =

 0 1

−1 0

 , Z =

 1 0

0 −1

 , (٣)

و کیوبیت حالت ترتیب این به ندارد. اهمیت دید خواهیم که ͳبدلیل هم تفاوت این دارد. تفاوت متعارف تعریف با Y از ما تعریف که کنید دقت

کند: ͳم تغییر زیر ترتیب به محیط

|ψ⟩ ⊗ |e⟩ −→ I|ψ⟩ ⊗ U0|e⟩+X|ψ⟩ ⊗ U1|e⟩+ Y |ψ⟩ ⊗ U2|e⟩+ Z|ψ⟩ ⊗ U3|e⟩

≡ I |ψ⟩ ⊗ |e0⟩+X |ψ⟩ ⊗ |e1⟩+ Y |ψ⟩ ⊗ |e2⟩+ Z |ψ⟩ ⊗ |e3⟩, (۴)

هیچ واق΄ در نداریم. ها حالت این از ͳخاص اطلاع گونه هیچ واق΄ در متعامد. نه و بهنجارهستند نه محیط برای بالا چهارگانه های حالت آن در که

انجام گیری اندازه کیوبیت حالت روی توانیم ͳم فقط ما نداریم. محیط روی نیز ͳکنترل گونه هیچ زیرا نداریم ها حالت این روی نیز ͳکنترل گونه

٣



آنها گیری اندازه Έی با توانیم ͳم باشند عمود ی΋دیΎر بر چهارگانه های حالت اگر حال کنیم. اصلاح لزوم صورت در و کنیم کنترل را آن و دهیم

برگردانیم اولیه حالت به مناسب وارونِ عملΎر اعمال با را آن و داده رخ اولیه حالت روی خطایی نوع چه که کنیم تعیین و دهیم تمیز هم از را

||ψ⟩, X|ψ⟩, Y |ψ⟩, Z|ψ⟩. (۵)

کد را کیوبیت Έی حالت چΎونه که است این ͳکوانتوم کدهای نکته تمام افتد. ͳنم ͳاتفاق چنین البته نکنیم کد را آن اگر کیوبیت Έی برای

روی که بΎوییم توانیم ͳم واق΄ در ب΋نیم را کار این بتوانیم اگر دهیم. تمیز هم از را ها آن بتوانیم و باشند عمود برهم فوق های حالت تا کنیم

به تبدیل آن پیوسته خطای و U پیوسته عملΎر اثر بنابراین .Z خطای یا و Y خطای یا X خطای یا است افتاده اتفاق I خطای یا اولیه حالت

است، شده منتقل فوق چهارگانه گسسته خطاهای وقوع احتمال به واق΄ در و |ei⟩ های حالت به U ͳپیوستگ تمام است. شده گسسته خطای چهار

داریم: که چرا

P (I) = ⟨e0|e0⟩, P (X) = ⟨e1|e1⟩, P (Y ) = ⟨e2|e2⟩, P (Z) = ⟨e3|e3⟩. (۶)

روی خطا احتمال شوند محافظت محیط اثر از خوبی به ها کیوبیت که ͳصورت در ͳول دهد رخ بیشتر یا کیوبیت دو روی تواند ͳم خطا البته

روی خطا هرگاه . بود خواهد ناچیز ها کیوبیت از بیشتری تعداد روی خطا احتمال طور همین و است کمتر کیوبیت Έی روی خطا از کیوبیت دو

بنویسیم: و دهیم بسط کیوبیت دو هیلبرت فضای روی پایه عملΎرهای برحسب را خطا ͳکل عملΎر توانیم ͳم بازهم کند اثر کیوبیت دو

U =

3∑
i,j=0

σi ⊗ σj ⊗ Uij , (٧)

نتیجه در و

U |ψ⟩|e⟩ =
3∑

i,j=0

(σi ⊗ σj)|ψ⟩ ⊗ |eij⟩ (٨)

حاصلضرب خطا Έی ، حالت ترین ͳکل در شود. ͳم تجزیه ͳپاوول گسسته خطاهای به ͳکیوبیت دو ͳکل خطای Έی بارهم که معناست این به که

است. مختلف های کیوبیت در ͳپاوول مختلف عملΎرهای

فرض سوال این به ΁پاس برای ؟ را Y خطای نه و کنیم تصحیح را Z و X خطاهای که است ͳکاف تنها چرا که بپرسیم خود از باید انتها در

فضای در حالت Έی |ψ⟩ اگر که دانیم ͳم صورت این در کند. تصحیح معین کیوبیت Έی در مثلا را Z و X خطای که شده نوشته کدی که کنید

های حالت آنگاه باشد کد

|ψ⟩, X|ψ⟩, Z|ψ⟩
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برقرارند: زیر روابط که است این حرف این معنای عمودند. دو به دو هم بر

⟨ψ|X|ψ⟩ = 0, ⟨ψ|Z|ψ⟩ = 0, ⟨ψ|XZ|ψ⟩ = 0 (٩)

روابط ͳفازکل Έی منهای که آنجا از اما

XY = Z, XZ = Y, Y Z = X

برقراند: هم زیر روابط پس برقرارند،

⟨ψ|Y |ψ⟩ = 0, ⟨ψ|XY |ψ⟩ = 0, ⟨ψ|Y Z|ψ⟩ = 0. (١٠)

تصحیح قابل کیوبیت آن روی پیوسته خطاهای تمام نتیجه در و ͳپاوول خطاهای تمام که دهند ͳم نشان هم روی (١٠) و (٩) روابط ترتیب این به

اند.

ͳکوانتوم کدهای از ساده های مثال ٣

متفاوت ͳل΋ب آنها اصلاح نحوه و ͳکوانتوم خطاهای گفتیم مقدمه در که همانطور کنیم. مطالعه را ͳکوانتوم های کد توانیم ͳم مقدمه این از پس

برای ͳروش هیچ زیرا شد نخواهند ساخته هرگز ͳکوانتوم کامپیوترهای که شد ͳم گمان امر ابتدای در جهت همین به و هستند Έکلاسی خطاهای با

آش΋ارسازی برای کامل و جام΄ نظریه Έی که است شده معلوم امروزه نبود. شده شناخته دارد وجود درآنها که ناگزیری خطاهای اصلاح و شناسایی

قرار نظریه این مبنای که هایی اندیشه کند. ͳم پذیر ام΋ان را ͳکوانتوم کامپیوترهای ͳعمل ساخت که دارد وجود Έکلاسی خطاهای اصلاح و

اندازه ام΋ان عدم نظیر ͳکوانتوم Έانی΋م های محدودیت تمام آنها تدوین در ͳول شده اند گرفته الهام Έکلاسی نظریه همان از اساساً اند گرفته

کدهای نخست که است آن کنیم ͳم بخش دراین ما که کاری گرفته اند. قرار ملاحظه مورد ها حالت تکثیر ام΋ان عدم یا و دلخواه های گیری

نظریه ͳاساس اصول دهیم ͳم بسط را ها کد این که تدریج به سپس کنند. اصلاح و آش΋ار را ͳمعین خطاهای قادرند که کنیم ͳم ͳمعرف را ساده ای

داد. خواهیم شرح ͳکل چارچوب Έدری نیز را ͳکوانتوم خطاهای اصلاح

۵



برگردان ‐ بیت خطاهای اصلاح ٣ . ١

σx (یاهمان X عملΎر است مم΋ن کانال طول در که معنا این به است کیوبیت Έی برگردان دارد وجود خطا برای که ͳان΋ام تنها که کنید فرض

خطای اثر در باشد، شده ارسال |ψ⟩ = a|0⟩+ b|1⟩ صورت به کانال ابتدای در کیوبیت Έی هرگاه صورت دراین کند. اثر کیوبیت Έی روی (

شود. دریافت X|ψ⟩ = a|1⟩+ b|0⟩ صورت به است مم΋ن ͳاحتمال

کنیم: کُد زیر صورت به را |1⟩ و |0⟩ های کیوبیت که است این راه Έی خطا نوع این آش΋ارسازی برای

|0⟩ −→ |0⟩E = |00⟩, |1⟩ −→ |1⟩E = |11⟩, (١١)

های حالت زیرا نیست، حالت تکثیر عدم قضیه کننده نقض امر این که کنید دقت است. شده گرفته Encoding کلمه از E ِ علامت آن در که

شود: ͳم کد زیر صورت به کیوبیت Έی ِ حالت درنتیجه نیستند. دلخواه حالت دو و عمودند برهم |1⟩ و |0⟩

|ψ⟩ = a|0⟩+ b|1⟩ −→ |ψ⟩E = a|00⟩+ b|11⟩. (١٢)

است. Έی مقدار ویژه با Z1Z2 عملΎر بردار ویژه حالت این

شود: ͳم زیر های حالت به تبدیل |ψ⟩E حالت دهد رخ X2 ، X1 خطای Έی اگر حال

I|ψ⟩E = a|10⟩+ b|01⟩

X1|ψ⟩E = a|01⟩+ b|10⟩ (١٣)

پذیر مشاهده گیری اندازه با را کار این . است داده رخ خطایی که گرفت نتیجه و داد تشخیص اولیه حالت از را حالت دو این توان ͳم ͳبراحت

این اش΋ال اما شود. ͳنم حالت رمبش باعث اش گیری اندازه و است Έی منهای با برابر بالا حالت دو هر برای مقدارش که دهیم ͳم انجام Z1Z2

کیوبیت در برگردان بیت خطای آیا که نیست معلوم زیر کرد تصحیح را آن توان ͳنم ͳول داد تشخیص را خطا وقوع توان ͳم تنها که است این کد

داریم. بهتر کد Έی به نیاز اش΋ال این رف΄ برای دوم. کیوبیت یا است داده رخ اول

کنیم: ͳم کُد زیر صورت به را |1⟩ و |0⟩ های کیوبیت برگردان بیت خطای تصحیح و آش΋ارسازی برای

|0⟩ −→ |0⟩E = |000⟩, |1⟩ −→ |1⟩E = |111⟩, (١۴)

های حالت زیرا نیست، حالت تکثیر عدم قضیه کننده نقض امر این که کنید دقت است. شده گرفته Encoding کلمه از E ِ علامت آن در که
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شود: ͳم کد زیر صورت به کیوبیت Έی ِ حالت درنتیجه نیستند. دلخواه حالت دو و عمودند برهم |1⟩ و |0⟩

|ψ⟩ = a|0⟩+ b|1⟩ −→ |ψ⟩E = a|000⟩+ b|111⟩. (١۵)

دیΎر عبارت به است. ١ ویژه مقادیر با Z1Z3 و Z1Z2 عملΎرهای مشترک حالت ویژه حالت این

Z1Z2|ψ⟩E = |ψ⟩E , Z1Z3|ψ⟩E = |ψ⟩E . (١۶)

کرد. خواهد تغییر فوق عملΎرهای برای مقدارش ویژه که شود ͳم ͳحالت به تبدیل |ψ⟩E حالت دهد رخ X3 یا X2 ، X1 خطای Έی اگر حال

I|ψ⟩E = a|000⟩+ b|111⟩ −→ Z1Z2 = 1, Z1Z3 = 1

X1|ψ⟩E = a|100⟩+ b|011⟩ −→ Z1Z2 = −1, Z1Z3 = −1

X2|ψ⟩E = a|010⟩+ b|101⟩ −→ Z1Z2 = −1, Z1Z3 = 1

X3|ψ⟩E = a|001⟩+ b|110⟩ −→ Z1Z2 = 1, Z1Z3 = −1. (١٧)

١ خطا های نشانه کنند ͳم آش΋ار را خطا آنها ویژه مقادیر که عملΎرها این ایم. نوشته را Z1Z3 و Z1Z2 عملΎرهای ویژه مقادیر بالا روابط در

متعامد فضاهای زیر به متفاوت خطاهای اثر در C ͳیعن کد فضای زیر اینکه آن و کند ͳم اشاره مهم ͳگ ویژ Έی به ؟؟ ش΋ل شوند. ͳم نامیده

برد. پی شده ایجاد خطای به هستیم فضا زیر کدام در اینکه تعیین با توان ͳم نتیجه در و شود ͳم نگاشته

بΎیرید: نظر در را زیر کد تمرین: n

a|0⟩+ b|1⟩ −→ a|00⟩+ b|11⟩. (١٨)

زیرفضای ͳویژگ به را ضعف این کند. تصحیح را آنها تواند ͳنم ͳول دهد تشخیص را برگردان بیت خطاهای تواند ͳم کد این که دهید نشان

دهید. ربط شوند ͳم پدیدار خطا ایجاد اثر در که زیرفضاهایی و کد

عملΎر دو این گیری اندازه بنابراین ماند ͳم ͳباق Z1Z3 و Z1Z2 عملΎرهای بردار ویژه همچنان خطاشده دچار حالت که است آن مهم نکته

عملΎر اعمال با توان ͳم است گرفته صورت ای نقطه چه در برگردان بیت خطای شد معلوم اینکه از بعد شود. ͳنم موج تابع فروکاهش باعث

Error Syndrome١
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آیند. ͳم بوجود خطا اثر در که زیرفضاهایی و کد فضای زیر :١ ش΋ل

شویم. ͳم مواجه سوال چند با جا دراین کرد. اصلاح را خطا کننده تصحیح

کرد؟ ایجاد را 26 کدِ ͳکوانتوم مدار Έی با توان ͳم چΎونه :١

داد؟ انجام ͳمنظم صورت به را کار این توان ͳم چΎونه گرفت؟ اندازه را خطا نشانه ی عملΎرهای توان ͳم چΎونه :٢

که CNOT عملΎر Έی برای بعد به این از داد. انجام CNOT عملΎر از استفاده با توان ͳم را کار این است. ساده بسیار اول سوال ΁پاس

داشت: خواهیم درنتیجه بریم. ͳم کار به را Cij نمادِ است، j اش هدف بیت و i اش ͳکنترل بیت

C12C13(a|0⟩+ b|1⟩)|00⟩ = a|000⟩+ b|111⟩. (١٩)

شود. ͳم انجام چΎونه کار این که دهد ͳم نشان 3 ش΋ل مدار

ها کیوبیت این شود. نوشته جداگانه ای های کیوبیت در خطا های نشانه به مربوط اطلاعات که است آن کار بهترین نیز دوم سوال برای

خدمتکار بیت Έی که کنید فرض کنیم. ͳم استفاده CNOT عملΎر از هم باز کار این برای شوند. ͳم نامیده ٢ خدمتکار های کیوبیت اصطلاحاً

Ancilla qubit٢

٨



دهد. ͳم تشخیص را بیت دو بودن مخالف یا بودن مساوی که مداری :٢ ش΋ل

بیت این مقدار باشد، شده برگردانده بیت Έی کد ِ دوم و اول های بیت در اگر که کنیم کاری خواهیم ͳم باشیم. داشته نگاه |0⟩ حالت در را

کنیم: توجه (٢) ش΋ل یا زیر رابطه به که است ͳکاف کند. تغییر Έی به خدمتکار

C1aC2a|ij⟩|0⟩a = |ij⟩|i+ j⟩a. (٢٠)

صورت این درغیر و صفر با برابر خدمتکار بیت مقدار باشند، مساوی باهم j و i اگر بنابراین رود. ͳم ب΋ار خدمتکار بیت برای a نماد جا دراین

معنای به M حرف ش΋ل دراین شود. ͳم انجام چΎونه کار این که دهد ͳم نشان کند، ͳم عمل مقصد در که 4 ش΋ل مدار بود. خواهد Έی با برابر

است. خدمتکار بیت معنای به a حرف و گیری اندازه

برد. پی دارد وجود ͳکوانتوم های کد همه در که ͳاساس نکته چند به توان ͳم مثال این از

،C2 فضای درآن که دهیم ͳم نشان V = C⊗n
2 با را آن که است بعدی 2n فضای Έی کیوبیت n های حالت برداری فضای نکته اول:

با را آن که فضا این از مناسب فضای زیر Έی انتخاب جز نیست چیزی کد Έی است. |1⟩ و |0⟩ پایه بردارهای با مختلط دوبعدی فضای Έی

در است. رفته کار به کیوبیت n در کیوبیت k نوشتن برای مربوطه کدِ گوییم ͳم باشد 2k بعد دارای زیرفضا این هرگاه دهیم. ͳم نمایش C ⊂ V

٩



کند ͳم درست را برگردان ‐ بیت کننده اصلاح کد که مداری :٣ ش΋ل

زیراست: صورت به کدکردن ͳکل حالت

|ψ⟩ =
2k−1∑
x=0

ψx|x⟩ −→ |ψ⟩E =

2k−1∑
x=0

ψx|x⟩E , (٢١)

که فضایی زیر و است بعدی ٨ فضای Έی V فضای کردیم ارایه بالا در که ͳمثال در است. V از C زیرفضای برای ای پایه {|x⟩E} درآن که

نویسد. ͳم کیوبیت سه در را کیوبیت Έی که ایم نوشته کدی بنابراین است. دوبعدی فضای Έی کرده ایم انتخاب

عملΎر |ψ⟩E ِ حالت روی راه، طول در اگر ͳکل درحالت کرده ایم. استفاده خدمتکار های بیت از خطا های نشانه تشخیص برای دوم: نکته

دهد: ͳم انجام را زیر کار (درمقصد) خطا تشخیص مدارِ باشد، کرده اثر Ei خطای

Ei|ψ⟩E |0⟩a −→ Ei|ψ⟩E |si⟩a, (٢٢)

هیچ و خطاست نوع به مربوط تنها است شده نوشته خدمتکار های بیت در که ͳاطلاعات که کنید دقت است. Ei خطای نشانه si درآن که

را حالت خود نه و کند ͳم مشخص را خطا نوع تنها ها بیت این گیری اندازه بنابراین نشده است. نوشته ها بیت دراین |ψ⟩ ِ حالت از ͳاطلاعات

شود. ͳم داده اثر حالت روی خطاست کننده ͳخنث †Eکه
i عملΎرِ خطا نوع تعیین از پس ماند. ͳم ͳباق نخورده دست حالت ͳهمدوس جهت همین به

توسط تصحیح قابل خطاهای را مجموعه این کRند. ͳخنث را خطاها از مجموعه ای قادراست تنها نویسیم ͳم که کدی هر سوم: نکته

ͳبیت تک خطاهای قادراست تنها ایم نوشته بالا در که کدی مثال عنوان به دهیم. ͳم نمایش EC = {E1, E2, · · ·} با و نامیم ͳم کد
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دهد ͳم تشخیص را برگردان ‐ بیت خطای های نشانه که مداری :۴ ش΋ل

کند. ͳم ͳخنث را EC = {X1, X2, X3}

بعدی دو زیرفضای این است. کیوبیت سه به مربوط فضای از مشخص فضای زیر Έی گفتیم قبلا که همانطور کد، این چهارم: نکته

دو این شود. ͳم پایدار عملΎر دو این توسط زیرفضا این اصطلاح به . Z1Z3 و Z1Z2 عملΎر دو برای Έی مقدارهای ویژه با است زیرفضایی

تعریف صورت این به را فضا زیر این توان ͳم واق΄ در خوانیم. ͳم فضا زیر این به مربوط های Stabilizer یا ساز پایدار عملΎرهای را عملΎر

شود. ͳم پایدار عملΎر دو این توسط که است فضایی زیر که کرد

ͳقبل عملΎر دو از مستقل ͳول فضاست زیر این برای پایدارساز عملΎر Έی نیز Z2Z3 عملΎر اینکه آن و است مهم جا دراین نکته Έی به توجه

در گویند. ͳم ساز پایدار گروه آن به که دهد ͳم تش΋یل گروه Έی دارند ͳم نگاه پایدار را فضا زیر Έی که عملΎرهایی مجموعه واق΄ در نیست.

از است عبارت ساز پایدار گروه جا این

S = {Z1Z2, Z1Z3, Z2Z3, I} (٢٣)

دهند. ͳم گروه Έی تش΋یل فضا زیر Έی به مربوط عملΎرهای مجموعه که کنید ثابت تمرین: n

کیوبیت سه به مربوط فضا کل که کنید فرض آوردید. بدست شود ͳم پایدار Z1Z3 و Z1Z2 عملΎر دو توسط که را فضایی زیر تمرین: n

و Z2Z3 ، Z1Z2 عملΎرهای توسط که آورید دست به را فضایی زیر و است کیوبیت چهار به مربوط فضا کل که کنید فرض حال است.

شود. ͳم پایدار Z3Z4
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کیوبیت سه به مربوط فضا کل که کنید فرض آوردید. بدست شود ͳم پایدار X1X3 و X1X2 عملΎر دو توسط که را فضایی زیر تمرین: n

پایدار Z1Z2 ، X1X2 عملΎرهای توسط که آورید بدست را فضایی زیر و است کیوبیت دو به مربوط فضا کل که کنید فرض حال است.

شود. ͳم

X1, X2, X3 ͳپاوول عملΎر نوع سه دهد ͳم رخ کیوبیت روی که خطاهایی کد این در گردیم. ͳبازم چهارم نکته توضیح به ها تمرین این از پس

همین دقیقا و شوند ͳم جابجا پاد آنها از ͳبعض با و جابجا آنها از ͳبعض با بل΋ه شوند، ͳنم جابجا ساز پایدار عملΎرهای با خطاها این هستند.

را خطا وقوع بتوانیم ما که شود ͳم باعث و کند ͳم تبدیل Έی منهای به Έی از را پایدارکننده عملΎرهای مقادیر ویژه که است پادجابجایی رابطه

باشد کد به متعلق حالت Έی |ψ⟩ هرگاه شود. ͳم پادجابجا S با که خطاست Έی E و پایدارساز عملΎر Έی S که کنید فرض بدهیم. تشخیص

که دانیم ͳم تعریف بنابر

S|ψ⟩ = |ψ⟩, −→ S(E|ψ⟩) = −E(S|ψ⟩) = −E|ψ⟩. (٢۴)

تغییر Έی منهای به Έی از مقدارشان ویژه شوند ͳم پادجابجا E با که پایدارسازی عملΎرهای تمام دهد ͳم رخ E خطای Έی که ͳوقت بنابراین

به ͳمنف علامت و جابجایی معنای به مثبت علامت دهد. ͳم نشان را خطا های سندروم و خطا عملΎرهای جابجایی رابطه زیر جدول کند. ͳم

است. پادجابجایی معنای

X3 X2 X1 I

+ ‐ ‐ + Z1Z2

‐ + ‐ + Z1Z3

نتیجه در و خطاها تمیزدادن باعث موضوع همین و اند متفاوت هم با همه ها خطا به مربوط های سندروم پیداست، بالا جدول از که همانطور

کند. ͳم تصحیح را فاز‐برگردان خطاهای که ساخت خواهیم ͳکوانتوم کد Έی بعدی بخش در شود. ͳم آنها تصحیح
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برگردان ‐ فاز خطاهای اصلاح ٣ . ٢

Z عملΎر است مم΋ن کانال طول در که معنا این به است کیوبیت Έی فاز برگردان دارد وجود خطا برای که ͳان΋ام تنها که کنید فرض حال

باشد، شده ارسال |ψ⟩ = a|0⟩+ b|1⟩ صورت به کانال ابتدای در کیوبیت Έی هرگاه صورت دراین کند. اثر کیوبیت Έی روی ( σz (یاهمان

به را |1⟩ و |0⟩ های کیوبیت خطا نوع این آش΋ارسازی برای شود. دریافت X|ψ⟩ = a|0⟩ − b|1⟩ صورت به است مم΋ن ͳاحتمال خطای اثر در

کنیم: ͳم کُد زیر صورت

|0⟩ −→ |0⟩E = |+++⟩, |1⟩ −→ |1⟩E = | − −−⟩, (٢۵)

شود: ͳم کد زیر صورت به کیوبیت Έی ِ حالت درنتیجه است. شده گرفته Encoding کلمه از E ِ علامت آن در که

|ψ⟩ = a|0⟩+ b|1⟩ −→ |ψ⟩E = a|+++⟩+ b| − −−⟩. (٢۶)

دیΎر عبارت به است. ١ ویژه مقادیر با X1X3 و X1X2 عملΎرهای مشترک حالت ویژه حالت این

X1X2|ψ⟩E = |ψ⟩E , X1X3|ψ⟩E = |ψ⟩E . (٢٧)

کرد. خواهد تغییر فوق عملΎرهای برای مقدارش ویژه که شود ͳم ͳحالت به تبدیل |ψ⟩E حالت دهد رخ Z3 یا Z2 ، Z1 خطای Έی اگر حال

I|ψ⟩E = a|+++⟩+ b| − −−⟩ −→ X1X2 = 1, X1X3 = 1

Z1|ψ⟩E = a| −++⟩+ b|+−−⟩ −→ X1X2 = −1, X1X3 = −1

Z2|ψ⟩E = a|+−+⟩+ b| −+−⟩ −→ X1X2 = −1, X1X3 = 1

Z3|ψ⟩E = a|++−⟩+ b| − −+⟩ −→ X1X2 = 1, X1X3 = −1. (٢٨)

٣ خطا های نشانه کنند ͳم آش΋ار را خطا آنها ویژه مقادیر که عملΎرها این ایم. نوشته را X1X3 و X1X2 عملΎرهای ویژه مقادیر بالا روابط در

گیری اندازه بنابراین ماند ͳم ͳباق X1X3 و X1X2 عملΎرهای بردار ویژه همچنان خطاشده دچار حالت که است آن مهم نکته شوند. ͳم نامیده

با توان ͳم است گرفته صورت ای نقطه چه در برگردان بیت خطای شد معلوم اینکه از بعد شود. ͳنم موج تابع فروکاهش باعث عملΎر دو این

کرد. اصلاح را خطا کننده تصحیح عملΎر اعمال

Error Syndrome٣
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کدگذاری که مداری بسازید. را ها خطا های سندورم و خطاها جابجایی روابط جدول کنید. مشخص را کد این ساز پایدار گروه تمرین: n

بسازید. کند ͳم شناسایی را خطا های سندروم که مداری چنین هم و دهد ͳم انجام را

بنابراین است. متفاوت نویسیم ͳم فاز‐برگردان خطای تصحیح برای که کدی با نویسیم ͳم بیت‐برگردان خطای تصحیح برای که کدی که دیدیم

نوع دو هر تواند ͳم کدی نوع چه که است این ماست روی پیش که ͳمهم سوال حال کنند. ͳم تصحیح را خطا نوع Έی ها کد این از هرکدام

پیتر توسط و شود ͳم نامیده ShorCode شر کد کند ͳم را کار این که کدی دهیم. ͳم ΁پاس بعد بخش در سوال این به کند؟ تصحیح را خطا

است. شده ساخته PeterShor شر

برگردان ‐ بیت و فاز خطاهای اصلاح ‐ شُر ͳکیوبیت ٩ کد ٣ . ٣

یا X نوع از تواند ͳم خطا ͳیعن است. کیوبیت آن فاز برگردان یا کیوبیت Έی برگردان دارد وجود خطا برای که ͳان΋ام تنها که کنید فرض حال

نوع این آش΋ارسازی برای که کدی که داریم انتظار چنین هم کنند. آش΋ار را خطا نوع هردو توانند ͳنم ͳقبل ساده کدهای که است ΀واض Zباشد.

ترکیب هم با را ͳقبل کدهای ͳنوع به توان ͳم ها خطا نوع این آش΋ارسازی برای کند. استفاده کیوبیت بیشتری تعداد از شود ͳم ساخته ها خطا

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به را |−⟩ و |+⟩ های حالت گیرد. ͳم صورت زیر ش΋ل به ترکیب این کرد.

|+⟩ = 1√
2
(|000⟩+ |111⟩), |−⟩ = 1√

2
(|000⟩ − |111⟩). (٢٩)

کنیم. ͳم کُد زیر صورت به را |1⟩ و |0⟩ های کیوبیت حال

|0⟩ −→ |0⟩E = |+++⟩, |1⟩ −→ |1⟩E = | − −−⟩. (٣٠)

برای که است بهایی این ͳول است ͳپایین نرخ که است 1
9 کد این نرخ Έکلاسی زبان به شود. ͳم کد کیوبیت ٩ به کیوبیت هر دیΎر عبارت به

ͳحت خطایی نوع هر بل΋ه Z و X خطاهای تنها نه کد این داد خواهیم نشان بعدا که همانطور واق΄ در بپردازیم. باید ͳکوانتوم خطای ͳتصحح

این چΎونه اما است. توجیه قابل ایم پرداخته خطا تصحیح این برای که بهایی مطلب این به توجه با و کند تصحیح تواند ͳم را پیوسته خطاهای

دهیم نشان خواهیم ͳم اند. شده مرتب تایی سه بلوک سه در که است شده تش΋یل کیوبیت ٩ از کد این کند؟ ͳم تصحیح را یادشده خطاهای کد

ͳم پایدار عملΎرهایی چه توسط کد این که ببینیم نخست کند. ͳم تصحیح را Z9 تا Z1 خطاهای چنین هم و X9 تا X1 خطاهای کد این که

بΎیرید: نظر در را زیر عملΎرهای شود.
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XI = X1X2X3, XII = X4X5X6, XIII = X7X8X9. (٣١)

کنند: ͳم پایدار را شر کد زیر عملΎرهای که کنید ثابت تمرین: n

{XIXII , XIXIII , Z1Z2, Z1Z3, Z4Z5, Z4Z6, Z7Z8, Z7Z9}. (٣٢)

روابط هرکدام Z9 تا Z1 و X9 تا X1 خطاهای که دهید نشان سپس شوند. ͳم جابجا هم با عملΎرها این همه که دهید نشان چنین هم

و داد تمیز هم از را ها خطا این همه ها سندروم این گیری اندازه با توان ͳم نتیجه در و دارند فوق های پایدارکننده با ͳمتفاوت پادجابجایی

کنید. رسم کند ͳم گیری اندازه را ها سندروم که مداری چنین هم کنید. رسم دهد ͳم انجام را کردن کد عمل که مداری کرد. تصحیح را آنها

علامت که هروقت کند. اصلاح و داده تمیز کد کیوبیت ٩ از کدام هر در را Z یا X برگردان بیت خطای نوع هر تواند ͳم شر کد ترتیب این به

Zi و Yi ، Xi خطاهای تواند ͳم شر کد ترتیب این به پس است. داده رخ Yi خطای که معناست این به شوند روشن باهم Zi و Xi خطاهای های

کند. تصحیح را آنها و داده تشخیص ها کیوبیت تمام در را

ͳکیوبیت Έی خطاهای تمام اگرچه شُر کد کرد. غلبه ͳکوانتوم خطای تصحیح ͳاساس موان΄ بر توان ͳم که ایم شده قان΄ اکنون ها مثال این با

کد نرخ دیΎر عبارت به کند. ͳم استفاده ͳمنطق کیوبیت k = 1 کردن کد برای کیوبیت n = 9 از که دارد را عیب این ͳول کند ͳم تصحیح را

سوال باشد؟ بیشتر آنها نرخ که کرد ابداع بهتری کدهای توان ͳم آیا که است این ͳطبیع سوال .R := k
n = 1

9 با است برابر شُر کد برای کردن

وجود خطا تصحیح برای کد Έی توانایی و نرخ بین ای رابطه چه داد؟ افزایش را نرخ میتوان حدی چه تا مثلا هستند:  مطرح نیز دیΎری های

ادامه در که کنیم ͳم ͳسع گفت. ΁پاس توان ͳم ͳکوانتوم خطای تصحیح کامل نظریه Έی پرتو در تنها را دیΎر بنیادی سوالات و ها این دارد؟

بدهیم. ΁پاس ها سوال این به بعدی درس در و درس این
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ͳکوانتوم خطاهای اصلاح ͳکل نظریه ۴

اصلاح نحوه و ͳکوانتوم خطاهای گفتیم مقدمه در که همانطور کنیم. مطالعه را ͳکوانتوم های کد تری منظم روش به توانیم ͳم ها مثال این از پس

شد نخواهند ساخته هرگز ͳکوانتوم کامپیوترهای که شد ͳم گمان امر ابتدای در جهت همین به و هستند Έکلاسی خطاهای با متفاوت ͳل΋ب آنها

جام΄ نظریه Έی که است شده معلوم امروزه نبود. شده شناخته دارد وجود درآنها که ناگزیری خطاهای اصلاح و شناسایی برای ͳروش هیچ زیرا

هایی اندیشه کند. ͳم پذیر ام΋ان را ͳکوانتوم کامپیوترهای ͳعمل ساخت که دارد وجود Έکلاسی خطاهای اصلاح و آش΋ارسازی برای کامل و

ͳکوانتوم Έانی΋م های محدودیت تمام آنها تدوین در ͳول شده اند گرفته الهام Έکلاسی نظریه همان از اساساً اند گرفته قرار نظریه این مبنای که

است آن کنیم ͳم بخش دراین ما که کاری گرفته اند. قرار ملاحظه مورد ها حالت تکثیر ام΋ان عدم یا و دلخواه های گیری اندازه ام΋ان عدم نظیر

دهیم ͳم بسط را ها کد این که تدریج به سپس کنند. اصلاح و آش΋ار را ͳمعین خطاهای قادرند که کنیم ͳم ͳمعرف را ساده ای کدهای نخست که

داد. خواهیم شرح ͳکل چارچوب Έدری نیز را ͳکوانتوم خطاهای اصلاح نظریه ͳاساس اصول

با را کیوبیت n ِ هیلبرت فضای دهیم. ͳم نشان C2 با را آن که است مختلط دوبعدی فضای Έی کیوبیت Έی هیلبرت فضای که دانیم ͳم

ͳبراحت ب΋نیم را کار این اگر ͳول دارد جا کیوبیت n کردن کد برای فضا این . 2n با است برابر فضا این بعد که دانیم ͳم دهیم. ͳم نشان Cn
2

ͳکم تعداد از تنها که Έکلاسی حالت با مشابه هستند. ها خطا ترین محتمل که Έی وزن با خطاهای توسط آنهم ، شوند ͳم تبدیل هم به ها حالت

فضای زیر Έی از ها کیوبیت های حالت کردن کد برای هم جا این در کردیم، ͳم استفاده ها کلمه کردن کد برای Zn
2 فضای در موجود نقاط از

با را آن و نامیم ͳم CodeSpace یا کد فضای را فضا زیر این کنیم. ͳم استفاده Cn
2 از بعد کم

C ∈ Cn
2 (٣٣)

k گوییم ͳم باشد، داشته 2k بعد فضا زیر این اگر . Cn
2 از فضا زیر Έی جز نیست چیزی ͳکوانتوم کد Έی بنابراین . دهیم. ͳم نشان

تصحیح تواند ͳم را خطاها از مشخص مجموعه Έی ͳکوانتوم کد Έی ، Έکلاسی حالت مثل درست ایم. کرده کد کیوبیت n در را کیوبیت

با را خطا مجموعه این کند.

E = {Ea, Eb, Ec, · · ·En} (٣۴)

ͳشرایط چه کند،  اصلاح را خطا مجموعه این بخواهد کد Έی اگر که است این هستیم روبرو آن با بخش این در که ای ͳکل سوال دهیم. ͳم نشان

کند. برآورده را خطا از مجموعه Έی بتواند تا کند برآورده را ساده ͳخیل شرط Έی بایست ͳم واق΄ در کد Έی که دید خواهیم باشد. داشته راباید
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کنیم. ͳم بیان را ͳکاف شرط نخست

: که است آن کند اصلاح را E خطای مجموعه Έی بتواند C کد Έی که آن برای ͳکاف شرط قضیه:

⟨ψ|E†
aEb|ψ⟩ = 0, Ea ̸= Eb ∈ E , ∀ψ ∈ C. (٣۵)

کند: پیدا تحول زیر صورت به |ψ⟩ ∈ C حالت و شود،  برآورده فوق شرط هرگاه اثبات:

|ψ⟩ ⊗ |e⟩ −→
∑
a

Ea|ψ⟩ ⊗ |ea⟩ (٣۶)

فضاهای دیΎر عبارت به تمیزند. قابل هم از گیری اندازه Έبای نتیجه در و عمودند برهم Ea|ψ⟩ متفاوت های حالت که کند ͳم بیان فوق شرط

: هستند برهم عمود زیرفضاهای ͳΎهم ، شوند ͳم پدیدار E به متعلق خطاهای اثر از که فضاهایی دیΎر و EbCو EaC

EaC ⊥ EbC a ̸= b. (٣٧)

معکوس ͳبراحت ͳپاوول عملΎر Έی اینکه به توجه با سپس و هستیم فضا زیر کدام در که دهیم تشخیص توانیم ͳم گیری اندازه Έی با پس

که گیریم ͳم نتیجه فقط ما گیری اندازه دراین که کنید دقت کنیم. اصلاح را خطا و کنیم ͳخنث |ψ⟩ حالت روی را آن اثر توانیم ͳم  ، پذیراست

مختل با معادل اولیه حالت از اطلاعات آوردن بدست که چرا آوریم ͳنم بدست اولیه حالت باره در ͳاطلاعات گونه هیچ و هستیم زیرفضا کدام در

بیفتد. اتفاق این که خواهیم ͳنم ما و است آن کردن

برآورده شرط این شر کد در که ببیند تواند ͳم ͳبراحت خواننده نیست. لازم شرط این واقعا که است این ΁پاس هست؟ هم لازم شرط این آیا اما

کند. اصلاح را خطاها این تواند ͳم شر کد حال این با کنند ͳنم صدق ٣۵ شرط در خطا دو این بΎیرید. نظر در را Z2 Z1و خطاهای مثلا شود. ͳنم

سندروم آیا دهد. نشان را Xi, Yi, Zi ͳیعن ͳکیوبیت تک خطاهای تمام سندروم که دهید تش΋یل ͳجدول بΎیرید. نظر در را شر کد تمرین: n

کند؟ تصحیح را ͳکیوبیت تک ی خطاها همه تواند ͳم شر کد چرا است؟  متفاوت هم با ها خطا همه
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خیر؟ یا است برقرار شُر کد برای ٣۵ شرط آیا که ببنید . دهید تش΋یل i, j = 1, · · · 9 همه برای را ⟨ψ|ZiZj∥ψ⟩ ͳداخل ضرب تمرین: n

کنیم. بیان را ͳکوانتوم خطای اصلاح نظریه ͳاصل قضیه توانیم ͳم تمرین و مثال این از پس

: که است این کند اصلاح را E خطای مجموعه Έی بتواند C ͳکوانتوم کد Έی آنکه برای ͳکاف و لازم شرط قضیه:

⟨ψ|E†
aEb|ψ⟩ = Λab, ∀ψ ∈ C, ∀Ea, Eb ∈ E . (٣٨)

ندارد. محتوایی هیچ رابطه این صورت این غیر در است |ψ⟩ از مستقل Λ ماتریس که است این شرط این ͳاصل نکته که کنید دقت

ͳکیوبیت پن; کد و شُر کد برای را کار همین بیازمایید. کند ͳم اصلاح را بیت‐برگردان خطای که کدی برای را شرط این صحت تمرین: n

دهید. انجام نیز

است. ͳهرمیت Λ ماتریس که دهید نشان تمرین:  n

بپردازیم. قضیه این اثبات به توانیم ͳم حال

این که نحوی به کنیم انتخاب را Ea عملΎرهای از جدیدی ترکیب توانیم ͳم ما ͳول نیست، قطری Λ ماتریس که است درست اثبات:

دهیم: ͳم قرار واق΄ در شود. قطری ماتریس

Fa = γ∗abEb, (٣٩)

داشت: خواهیم نتیجه در هستند. مختلط اعداد ها γab آن در که
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⟨ψ|F †
aFb|ψ⟩ = γacγ

∗
bd⟨ψ|F †

c Fd|ψ⟩ = γacγ
∗
bdΛcd = (γΛγ†)ab (۴٠)

داشت: خواهیم کنیم انتخاب مناسب طرز به را γab ضرایب اگر بنابراین

⟨ψ|F †
aFb|ψ⟩ = ωaδab. (۴١)

اندازه Έی با بنابراین . FaC ⊥ FbC اینکه ͳیعن هستند، عمود هم بر بازهم مربوطه فضاهای ها Fa ͳیعن جدید خطاهای برای که این ͳیعن

سندروم یا نشانه زیرفضا هر آوریم. بدست ͳاطلاع حالت خود از اینکه بدون هستیم فضا زیر کدام در که دهیم تشخیص توانیم ͳم گیری

برگردانیم. اولیه حالت به ͳکوانتوم گر عمل Έی مناسب اعمال با را حالت باره دو توانیم ͳم نشانه تشخیص از پس و دارد را خود خاص

بنویسیم توانیم ͳم زیرا شود. ͳم روشن زیر رابطه به توجه با سوال این ΁پاس هستند؟  ارز هم جدید خطاهای این با اولیه خطاهای چرا ͳول

|ψ⟩ ⊗ |e⟩ −→
∑
a

Ea|ψ⟩ ⊗ |ea⟩ =
∑
a,b

γbaFb|ψ⟩|ea⟩ =
∑
b

(Fb|ψ⟩) (γba|ea⟩) ==
∑
b

(Fb|ψ⟩) (|ẽb⟩) (۴٢)

که کرد فرض توان ͳم هم و است داده رخ |ψ⟩ حالت روی Ea خطاهای که کرد فرض توان ͳم هم که کند ͳم بیان واق΄ در رابطه این

تا ͳول هستند خارج ما دسترس از ͳل΋ب که است محیط های حالت در بسط نوع دو این تفاوت . است داده رخ حالت روی Fa خطاهای

هستند. ارز هم بسط نوع دو این است مربوط شده کد های کیوبیت و سیستم به که جایی

ͳبستگ حالت به راست طرف اگر که دهید نشان ندارد. |ψ⟩ حالت به ͳبستگ رابطه این راست طرف بΎیرید. نظر در را ٣٨ شرط تمرین: n

کرد. قطری خطا عملΎرهای تغییر با را Λ ماتریس توان ͳنم دیΎر باشد، داشته

شرط با شرط این که کنید ثابت ، دهیم نشان v1, v2, · · · vk با را C ͳیعن کد فضای پایه بردارهای اگر بΎیرید. نظر در را ٣٨ شرط تمرین: n

دیΎری ها، رابطه این از هرکدام که دهید نشان ͳیعن دهید. نشان باید طرفه دو صورت به را بودن معادل این که کنید دقت است. معادل زیر
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دهد. ͳم نتیجه را

⟨vi|E†
aEb|vj⟩ = Λ̃abδij . (۴٣)

زیر روابط همواره صورت این در . باشد i ̸= j که کنید فرض دارد. بر در را روشن ͳمفهوم نظر از و مهم ͳول ͳفرع نتیجه Έی رابطه این

برقرارند:

Ea|vi⟩ ⊥ Ea|vj⟩,

Ea|vi⟩ ⊥ Eb|vj⟩. (۴۴)

است ͳمهم شرط این و شود نگاشته هم به شبیه بردارهای به خطا Έی توسط متفاوت پایه بردار دو که ندارد ام΋ان که گوید ͳم اول رابطه

داد تشخیص شد ͳنم نبود طور این اگر شوند. ͳم نگاشته متفاوت فضاهای زیر به خطا Έی توسط متفاوت پایه بردارهای که گوید ͳم زیرا

خطاهای ͳحت که کند ͳم بیان دوم رابطه است. پایه بردارهای از Έی کدام روی Ea خطای از ͳناش ایم آورده بدست که برداری آیا که

شوند. ͳم اشتباه باهم که کنند تبدیل بردارهایی به را متفاوت پایه بردارهای توانند ͳنم نیز متفاوت

پایدارسازها فرمالیزم ۵

ارایه ۵ گوتسمان دانیل توسط بار نخستین چارچوب این فهمید. ۴ ها پایدارساز فرمالیزم در توان ͳم نحو بهترین به را ͳکوانتوم خطای اصلاح نظریه

فرمالیزم این در ͳپاوول عملΎرهای مجموعه که است ͳطبیع کنیم. مرور را ͳمقدمات مفاهیم ͳبعض بایست ͳم چارچوب این فهم برای است. شده

در را مجموعه این اگر ͳول بیازمایید) را موضوع (این دهند ͳنم گروه Έی تش΋یل ͳپاوول عملΎرهای مجموعه که دانیم ͳم دارد. مرکزی نقش

گروه را گروه این است. بسته ضرب عمل تحت حاصل عضوی 16 مجموعه ͳیعن دهند ͳم تش΋یل گروه Έی آنگاه کنیم ضرب ±1,±i اعداد

داریم: بنابراین نامیم. ͳم کیوبیت Έی روی ͳپاوول

Stabilizer Formalism۴

Daniel Gottesmann۵
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: زیر مجموعه از است عبارت کیوبیت Έی روی ͳپاوول گروه تعریف:

P1 = {±1,±i} × {I,X, Y, Z}, (۴۵)

. |P1| = 4 با برابراست آن اعضای تعداد ͳیعن ͳمتناه گروه این مرتبه

دیΎر حاصل مجموعه کنیم،  حذف را ±i مثلا ضرایب از ͳبعض اگر که کنید قان΄ را خودتان بیازمایید. را مجموعه این بودن گروه تمرین: n

بود. نخواهد گروه

روی بار این که را ͳپاوول های ماتریس که هستیم این نیازمند بازهم کنیم. تعریف را کیوبیت n روی ͳپاوول گروه توانیم ͳم نحو همین به

داریم: بنابراین بدهد. گروه Έی تش΋یل حاصل مجموعه تا بΎیریم نظر در فوق چهارگانه ضرایب با همراه کنند ͳم اثر کیوبیت n

شود: ͳم تعریف زیر صورت به کیوبیت n روی ͳپاوول گروه تمرین: n

Pn = {±1,±i} × {σi1 ⊗ σi2 ⊗ · · ·σin , | i1, i2, · · · in = 0, 1, 2, 3}. (۴۶)

. |Pn| = 4n+1 با است برابر گروه این اعضای تعداد

آنگاه باشند،  ͳپاوول گروه از عضو دو g′و g اگر که دهید نشان تمرین: n

gg′ = ±g′g, g2 = ±1, g′2 = ±1. (۴٧)

است برابر یا ͳپاوول گروه عضو هر مربع چنین هم شوند. ͳم پادجابجا باهم یا شوند ͳم جابجا باهم یا ͳپاوول گروه عضو دو هر اینکه ͳیعن

.−1 با برابراست یا 1 با
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گروه Έی نباشد، −1 عنصر شامل زیرگروه ‐ ٣ و شوند جابجا باهم ‐ ٢ باشند، ͳهرمیت ‐ ١ آن عناصر که Pn گروه از گروه زیر هر تعریف:

شود. ͳم خوانده ۶ پایدارساز

عناصر تمام که معنا این به دارد مولد تعداد Έی پایدارساز گروه که است ΀واض دهیم. ͳم نمایش S با را پایدارساز گروه بعد به جا این از

نویسیم: ͳم باشند پایدارساز گروه Έی مولدهای sr تا s1 عناصر اگر شود. ͳم ساخته مولدها این های ضرب حاصل از گروه

S = ⟨s1, s2, · · · sr⟩ (۴٨)

دلیل است ͳمنف شما ΁پاس که مواردی در دهند. ͳنم کدام و دهند ͳم تش΋یل پایدارساز گروه Έی زیر های مجموعه از Έی کدام تمرین: n

کنید. ذکر را خود

S1 = {I, ZZZ},

S2 = {I, ZZI, IZZ},

S3 = {I, iZZZ},

S4 = {I,XXX,ZZZ, Y Y Y },

S5 = {I, ZZZ,−I,−ZZZ},

S6 = {I,XXI, IXX,XIX}. (۴٩)

بنویسید: را پایدارساز گروه اعضای ͳتمام زیر موارد از کدام هر در تمرین: n

S1 = ⟨XXZ,ZXX⟩,

S2 = ⟨XXI, IXX⟩,

S3 = ⟨ZZI, IZ⟩,

S4 = ⟨ZII, IIZ⟩,

S5 = ⟨ZY I, IY Z⟩. (۵٠)

است. 1 با برابر عناصر همه مربع پایدارساز گروه Έی در که دهید نشان تمرین: n

Stabilizer Group۶
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توسط که کیوبیت n فضای از فضایی زیر ͳیعن گروه این توسط پایدارشده فضای باشد، پایدارساز گروه Έی S ⊂ Pn هرگاه تعریف: n

داریم: تر دقیق عبارت به دهیم. ͳم نشان CS با را زیرفضا این شود. ͳم پایدار گروه این عناصر

CS = {|ψ⟩ ∈ C⊗n
2 | s|ψ⟩ = |ψ⟩, ∀s ∈ S} (۵١)

نویسیم. ͳم C صورت به تنها را پایدارشده فضای و کنیم ͳم نظر صرف C فضای برای S زیرنویس نوشتن از نمادها ͳسادگ برای ادامه در

بنویسید. فضا این برای پایه Έی کنید. مشخص را گروه هر توسط پایدارشده فضای ͳقبل تمرین در تمرین: n

زیر: پایدارساز گروه با بΎیرید نظر در ͳکوانتوم کد Έی تمرین: n

G = ⟨ZZZ⟩. (۵٢)

اصلاح قابل خطاهای از مجموعه Έی . دهد ͳم تشخیص را خطاهایی چه کد این که کنید تعیین کنید. مشخص را کد این پایه بردارهای

بنویسید. کد این برای

قید باشد بیشتر پایدارساز گروه عناصر تعداد هرچه که است مسلم دارد؟  پایدارشده فضای بعد به ͳربط پایدارساز گروه اعضای تعداد آیا

وجود دو این بین ای رابطه چه دقیقا کمتر؟ چقدر ͳول شود ͳم کمتر آن بعد بنابراین و شود ͳم اعمال پایدارشده فضای روی بیشتری های

شود. ͳم داده زیر قضیه در آن ΁پاس دارد.

.2n−r با برابراست پایدارشده فضای بعد آنگاه باشد، r با برابر پایدارساز گروه مولدهای تعداد هرگاه قضیه:

را فضا که است عملΎرتصویری Έی 1
2 (1 + s) آنگاه باشد، ساز پایدار گروه عضو Έی s ∈ G هرگاه که کنیم ͳم دقت نخست اثبات:

تصویری عملΎرهای حاصلضرب که زیر عملΎرتصویری درنتیجه کند. ͳم تصویر دارد +1 مقدار ویژه s عملΎر برای که فضایی زیر روی
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فضای بعد تا کنیم حساب را آن رد بتوانیم که است ͳکاف بنابراین است. کد فضای روی تصویری عملΎر دقیقا ست مولدها همه به مربوط

بیاید. بدست کد

∏
C

:=

r∏
i=1

1

2
(1 + si) (۵٣)

آید: ͳم در زیر صورت به که دهیم ͳم بسط را آن کنیم حساب را عملΎر این رد آنکه برای

∏
C

=
1

2r

∑
s∈S

s =
1

2r

1 +
∑

s̸=I∈S

s

 (۵۴)

نتیجه در صفراست. با برابر آنها رد بنابراین و هستند ͳپاوول های ماتریس شامل حتما S های عملΎر تمام که دانیم ͳم اما

tr(
∏
C
) =

1

2r
tr(I) =

2n

2r
= 2n−r. (۵۵)

شود. ͳم ثابت قضیه ترتیب این به

ͳم نمایش n − k با را پایدارساز گروه مولدهای تعداد آن نتیجه در که دهیم ͳم نشان 2k با را کد فضای بعد معمولا نمادها: باره در نکته Έی

است. سازگار بالا قضیه با البته انتخاب این دهیم.

پایدارسازها بر ͳمبتن کدهای در خطا اصلاح و تشخیص ١ . ۵

عهده به خطا تصحیح در ͳنقش چه ͳپاوول گروه مختلف های قسمت که بفهمیم خواهیم ͳم ایم شده آشنا پایدارساز گروه زیر و ͳپاوول با که حال

دارند. +1 با برابر مقدار ویژه کد فضای تمام روی و هستند خطا های سندروم آنها دارند. ͳمشخص نقش که ساز پایدار زیرگروه عناصر دارند.
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یا شود ͳم جابجا S عناصر همه با عضو این اینکه یا شویم. ͳنم مواجه بیشتر دوحالت با کنیم نگاه که ͳپاوول گروه در دیΎری عضو هر به حال

زیر دوم. مجمووعه زیر در یا گیرند ͳم قرار اول مجموعه زیر در یا ͳپاوول گروه عناصر ͳتمام بنابراین شود. ͳنم جابجا S عناصر از ͳبعض با اینکه

دیΎر: عبارت به دهیم. ͳم نمایش N (S) با و نامیم ͳم ساز پایدار گروه بهنجارساز را آن که است ͳپاوول گروه از زیرگروه Έی خود دوم مجموعه

N (S) := {n ∈ P nsi = sin ∀ si ∈ S}. (۵۶)

منسجم تصویر گروه نظریه مفاهیم به توجه با که دید خواهیم S ⊂ N (S). که است ΀واض چنین هم است. گروه Έی N (S) که است ΀واض

با عضو این گیریم. ͳم نظر در را n ∈ N(S) مثل عضو Έی آید. ͳم بدست تصحیح و تشخیص قابل خطاهای و کد فضای از زیبایی ͳخیل و

داریم: کد فضای در دلخواه بردار Έی برای صورت این در شود. ͳم جابجا S مولدهای همه

si(n|ψ⟩) = n(si|ψ⟩) = n|ψ⟩. (۵٧)

مم΋ن البته که است کد فضای در دیΎر حالت Έی n|ψ⟩ نتیجه در و دهد ͳنم تغییر را ها si مقدار ویژه n که است این رابطه این معنای

برای کند. ͳم عمل کد فضای روی شده کد ͳپاوول عملΎر Έی مثل که است تشخیص غیرقابل خطای Έی n بنابراین باشد. متفاوت |ψ⟩ با است

نمادهای با خوانیم ͳم نیز ٧ ͳمنطق عملΎرهای را آنها ͳگاه که ͳپاوول عملΎرهای این است، کرده کد را کیوبیت Έی فقط کد فضای که ͳوقت

شوند: ͳم داده نشان زیر

X Y Z. (۵٨)

چندین که کنید دقت شوند. ͳم مشخص مربوطه اندیس با ͳمنطق عملΎرهای این باشد کرده کد را کیوبیت چند ها کد فضای که ͳوقت برای

و Z1 عملΎرِ دو C = {|000⟩, |111⟩} ͳکیوبیت سه تکرار کد در مثال عنوان به کنند. ایفا واحد نقش Έی توانند ͳم N(S) در متفاوت عملΎر

Z ͳیعن شده کد ͳپاوول عملΎر جز نیست چیزی اثر این و دارند اثر Έی دو هر Z1Z2Z3 سه

Z(a|000⟩+ b|111⟩) = a|000⟩ − b|111⟩. (۵٩)

. S = {I, ZZI, ZIZ, IZZ} از عبارتند گروه این عناصر تمام بΎیرید. نظر در را S = ⟨ZZI, IZZ⟩ پایدارساز گروه : مثال

عناصر تمام تمرین Έی عنوان به نیستند. گروه خود جز حال عین در و شوند ͳم جابجا گروه این عناصر تمام با Y Y Y یا XXX مثل عناصری

آورید. بدست را N (S) مجموعه

Logical Operator٧
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N(S)
<latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit><latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit><latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit><latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit>

زیرگروه این بهنجارساز گروه و پایدارساز زیرگروه ،ͳپاوول گروه :۵ ش΋ل

است. گروه Έی واقعا N (S) مجموعه

آن بهنجارساز حتما نبود،  هم ͳآبل S گروه اگر ͳحت که کنید دقت دارد. را گروه Έی خواص تمام S ِ بهنجارساز که کنید ثابت تمرین: n

شد. ͳم گروه Έی

کنید. پیدا را بهنجارساز گروه ۵٠ روابط در شده داده نشان پایدارساز های گروه از هرکدام برای تمرین:  n

که ͳقسم به بΎیرید نظر در n, n′ ∈ N (S) مثل بهنجارساز گروه از عضو دو حال

n′ = nS, for some S ∈ S (۶٠)

داریم صورت دراین

n′|ψ⟩ = nS|ψ⟩ = n|ψ⟩,

و n بایست ͳم که گوید ͳم ما به موضوع این کنند. ͳم ایجاد خطا نوع Έی n′ و n عناصر هردو واق΄ در دهد. ͳنم تغییر را |ψ⟩ حالت s که زیرا

٢۶
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<latexit sha1_base64="BXlfcJlySTXZM70zYh+5opIBAoA=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtIu3WzC7kYooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5gKro3nfTultfWNza3ydmVnd2//wD08aukkUwybLBGJ6oRUo+ASm4YbgZ1UIY1Dge1wfDurt59QaZ7IRzNJMYjpUPKIM2qs9dDoy75b9WreXGQV/AKqUKjRd796g4RlMUrDBNW663upCXKqDGcCp5VepjGlbEyH2LUoaYw6yOerTsmZdQYkSpR90pC5+3sip7HWkzi0nTE1I71cm5n/1bqZia6DnMs0MyjZ4qMoE8QkZHY3GXCFzIiJBcoUt7sSNqKKMmPTqdgQ/OWTV6F1UfMt319W6zdFHGU4gVM4Bx+uoA530IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0lpxi5hj+yPn8ASs2jbU=</latexit><latexit sha1_base64="BXlfcJlySTXZM70zYh+5opIBAoA=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtIu3WzC7kYooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5gKro3nfTultfWNza3ydmVnd2//wD08aukkUwybLBGJ6oRUo+ASm4YbgZ1UIY1Dge1wfDurt59QaZ7IRzNJMYjpUPKIM2qs9dDoy75b9WreXGQV/AKqUKjRd796g4RlMUrDBNW663upCXKqDGcCp5VepjGlbEyH2LUoaYw6yOerTsmZdQYkSpR90pC5+3sip7HWkzi0nTE1I71cm5n/1bqZia6DnMs0MyjZ4qMoE8QkZHY3GXCFzIiJBcoUt7sSNqKKMmPTqdgQ/OWTV6F1UfMt319W6zdFHGU4gVM4Bx+uoA530IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0lpxi5hj+yPn8ASs2jbU=</latexit><latexit sha1_base64="BXlfcJlySTXZM70zYh+5opIBAoA=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtIu3WzC7kYooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5gKro3nfTultfWNza3ydmVnd2//wD08aukkUwybLBGJ6oRUo+ASm4YbgZ1UIY1Dge1wfDurt59QaZ7IRzNJMYjpUPKIM2qs9dDoy75b9WreXGQV/AKqUKjRd796g4RlMUrDBNW663upCXKqDGcCp5VepjGlbEyH2LUoaYw6yOerTsmZdQYkSpR90pC5+3sip7HWkzi0nTE1I71cm5n/1bqZia6DnMs0MyjZ4qMoE8QkZHY3GXCFzIiJBcoUt7sSNqKKMmPTqdgQ/OWTV6F1UfMt319W6zdFHGU4gVM4Bx+uoA530IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0lpxi5hj+yPn8ASs2jbU=</latexit><latexit sha1_base64="BXlfcJlySTXZM70zYh+5opIBAoA=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtIu3WzC7kYooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5gKro3nfTultfWNza3ydmVnd2//wD08aukkUwybLBGJ6oRUo+ASm4YbgZ1UIY1Dge1wfDurt59QaZ7IRzNJMYjpUPKIM2qs9dDoy75b9WreXGQV/AKqUKjRd796g4RlMUrDBNW663upCXKqDGcCp5VepjGlbEyH2LUoaYw6yOerTsmZdQYkSpR90pC5+3sip7HWkzi0nTE1I71cm5n/1bqZia6DnMs0MyjZ4qMoE8QkZHY3GXCFzIiJBcoUt7sSNqKKMmPTqdgQ/OWTV6F1UfMt319W6zdFHGU4gVM4Bx+uoA530IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0lpxi5hj+yPn8ASs2jbU=</latexit>

S
<latexit sha1_base64="CxJO6lnpg9F08geBDXRibx3wamo=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNAc0t6MVjguYByRJmJ7PJmNnZZWZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPgooWNBRV3XR3BYng2mD86eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRS8epoqxJYxGrTkA0E1yypuFGsE6iGIkCwdrB+Hrmtx+Y0jyWd2aSMD8iQ8lDTomxUuO2Xyxht4ItKshz8RwIu9VqtYzLK6UES9T7xY/eIKZpxKShgmjd9XBi/Iwow6lg00Iv1SwhdEyGrGupJBHTfjY/dIrOrDJAYaxsSYPm6veJjERaT6LAdkbEjPRvbyb+5XVTE176GZdJapiki0VhKpCJ0exrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGGsPr9f9Iqu57ljUqpdrWMIw8ncArn4MEF1OAG6tAECgwe4RlenHvnyXl13hatOWc5cww/4Lx/AedjjP8=</latexit><latexit sha1_base64="CxJO6lnpg9F08geBDXRibx3wamo=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNAc0t6MVjguYByRJmJ7PJmNnZZWZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPgooWNBRV3XR3BYng2mD86eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRS8epoqxJYxGrTkA0E1yypuFGsE6iGIkCwdrB+Hrmtx+Y0jyWd2aSMD8iQ8lDTomxUuO2Xyxht4ItKshz8RwIu9VqtYzLK6UES9T7xY/eIKZpxKShgmjd9XBi/Iwow6lg00Iv1SwhdEyGrGupJBHTfjY/dIrOrDJAYaxsSYPm6veJjERaT6LAdkbEjPRvbyb+5XVTE176GZdJapiki0VhKpCJ0exrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGGsPr9f9Iqu57ljUqpdrWMIw8ncArn4MEF1OAG6tAECgwe4RlenHvnyXl13hatOWc5cww/4Lx/AedjjP8=</latexit><latexit sha1_base64="CxJO6lnpg9F08geBDXRibx3wamo=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNAc0t6MVjguYByRJmJ7PJmNnZZWZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPgooWNBRV3XR3BYng2mD86eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRS8epoqxJYxGrTkA0E1yypuFGsE6iGIkCwdrB+Hrmtx+Y0jyWd2aSMD8iQ8lDTomxUuO2Xyxht4ItKshz8RwIu9VqtYzLK6UES9T7xY/eIKZpxKShgmjd9XBi/Iwow6lg00Iv1SwhdEyGrGupJBHTfjY/dIrOrDJAYaxsSYPm6veJjERaT6LAdkbEjPRvbyb+5XVTE176GZdJapiki0VhKpCJ0exrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGGsPr9f9Iqu57ljUqpdrWMIw8ncArn4MEF1OAG6tAECgwe4RlenHvnyXl13hatOWc5cww/4Lx/AedjjP8=</latexit><latexit sha1_base64="CxJO6lnpg9F08geBDXRibx3wamo=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNAc0t6MVjguYByRJmJ7PJmNnZZWZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPgooWNBRV3XR3BYng2mD86eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRS8epoqxJYxGrTkA0E1yypuFGsE6iGIkCwdrB+Hrmtx+Y0jyWd2aSMD8iQ8lDTomxUuO2Xyxht4ItKshz8RwIu9VqtYzLK6UES9T7xY/eIKZpxKShgmjd9XBi/Iwow6lg00Iv1SwhdEyGrGupJBHTfjY/dIrOrDJAYaxsSYPm6veJjERaT6LAdkbEjPRvbyb+5XVTE176GZdJapiki0VhKpCJ0exrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGGsPr9f9Iqu57ljUqpdrWMIw8ncArn4MEF1OAG6tAECgwe4RlenHvnyXl13hatOWc5cww/4Lx/AedjjP8=</latexit>

N(S)
<latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit><latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit><latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit><latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit>

زیرگروه این بهنجارساز گروه و پایدارساز زیرگروه ،ͳپاوول گروه :۶ ش΋ل

های کلاس به را N (S) گروه و است ارزی هم رابطه Έی ۶٠ رابطه که گوییم ͳم ͳریاض زبان به بΎیریم. ی΋سان و ارز هم خطا ایجاد در را n′

دهیم: ͳم نشان زیر صورت به را ارزی هم کلاس هر کند. ͳم افراز ارزی هم

[n] ≡ nS = {ns|, s ∈ S}. (۶١)

. |N (S)|
|S| با است برابر ارزی هم های کلاس تعداد کند. ͳم ایجاد خاص خطای Έی ارزی هم هرکلاس

N (S) در که ͳپاوول گروه از ͳقسمت ͳیعن رویم ͳم سوم قسمت سراغ به حال ایم. کرده تعیین را (۵) ش΋ل از قسمت دو تکلیف کنون تا

سندورم متفاوت خطای دو است مم΋ن البته گذارند. ͳم ͳباق سندروم)  (یا نشانه خود از زیرا اند تشخیص قابل که هستند خطاهایی ها این نیست.

خطای دو سوال این به ΁پاس برای شوند. ͳنم داده تمیز هم از خطاها کدام که است این سوال نشوند. داده تمیز ی΋دیΎر از و باشند داشته ی΋سان

که ͳقسم به گیریم ͳم نظر در E′ و E مثل متفاوت

∃ n ∈ N (S) | E′ = En. (۶٢)

ͳیعن شود. ͳم پادجابجا si با E که کنید فرض دارند. ی΋سان سندروم خطا دو این که دهیم نشان خواهیم ͳم

Esi = −siE

٢٧
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<latexit sha1_base64="BXlfcJlySTXZM70zYh+5opIBAoA=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtIu3WzC7kYooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5gKro3nfTultfWNza3ydmVnd2//wD08aukkUwybLBGJ6oRUo+ASm4YbgZ1UIY1Dge1wfDurt59QaZ7IRzNJMYjpUPKIM2qs9dDoy75b9WreXGQV/AKqUKjRd796g4RlMUrDBNW663upCXKqDGcCp5VepjGlbEyH2LUoaYw6yOerTsmZdQYkSpR90pC5+3sip7HWkzi0nTE1I71cm5n/1bqZia6DnMs0MyjZ4qMoE8QkZHY3GXCFzIiJBcoUt7sSNqKKMmPTqdgQ/OWTV6F1UfMt319W6zdFHGU4gVM4Bx+uoA530IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0lpxi5hj+yPn8ASs2jbU=</latexit><latexit sha1_base64="BXlfcJlySTXZM70zYh+5opIBAoA=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtIu3WzC7kYooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5gKro3nfTultfWNza3ydmVnd2//wD08aukkUwybLBGJ6oRUo+ASm4YbgZ1UIY1Dge1wfDurt59QaZ7IRzNJMYjpUPKIM2qs9dDoy75b9WreXGQV/AKqUKjRd796g4RlMUrDBNW663upCXKqDGcCp5VepjGlbEyH2LUoaYw6yOerTsmZdQYkSpR90pC5+3sip7HWkzi0nTE1I71cm5n/1bqZia6DnMs0MyjZ4qMoE8QkZHY3GXCFzIiJBcoUt7sSNqKKMmPTqdgQ/OWTV6F1UfMt319W6zdFHGU4gVM4Bx+uoA530IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0lpxi5hj+yPn8ASs2jbU=</latexit><latexit sha1_base64="BXlfcJlySTXZM70zYh+5opIBAoA=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtIu3WzC7kYooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5gKro3nfTultfWNza3ydmVnd2//wD08aukkUwybLBGJ6oRUo+ASm4YbgZ1UIY1Dge1wfDurt59QaZ7IRzNJMYjpUPKIM2qs9dDoy75b9WreXGQV/AKqUKjRd796g4RlMUrDBNW663upCXKqDGcCp5VepjGlbEyH2LUoaYw6yOerTsmZdQYkSpR90pC5+3sip7HWkzi0nTE1I71cm5n/1bqZia6DnMs0MyjZ4qMoE8QkZHY3GXCFzIiJBcoUt7sSNqKKMmPTqdgQ/OWTV6F1UfMt319W6zdFHGU4gVM4Bx+uoA530IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0lpxi5hj+yPn8ASs2jbU=</latexit><latexit sha1_base64="BXlfcJlySTXZM70zYh+5opIBAoA=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtIu3WzC7kYooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5gKro3nfTultfWNza3ydmVnd2//wD08aukkUwybLBGJ6oRUo+ASm4YbgZ1UIY1Dge1wfDurt59QaZ7IRzNJMYjpUPKIM2qs9dDoy75b9WreXGQV/AKqUKjRd796g4RlMUrDBNW663upCXKqDGcCp5VepjGlbEyH2LUoaYw6yOerTsmZdQYkSpR90pC5+3sip7HWkzi0nTE1I71cm5n/1bqZia6DnMs0MyjZ4qMoE8QkZHY3GXCFzIiJBcoUt7sSNqKKMmPTqdgQ/OWTV6F1UfMt319W6zdFHGU4gVM4Bx+uoA530IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0lpxi5hj+yPn8ASs2jbU=</latexit>

S
<latexit sha1_base64="CxJO6lnpg9F08geBDXRibx3wamo=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNAc0t6MVjguYByRJmJ7PJmNnZZWZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPgooWNBRV3XR3BYng2mD86eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRS8epoqxJYxGrTkA0E1yypuFGsE6iGIkCwdrB+Hrmtx+Y0jyWd2aSMD8iQ8lDTomxUuO2Xyxht4ItKshz8RwIu9VqtYzLK6UES9T7xY/eIKZpxKShgmjd9XBi/Iwow6lg00Iv1SwhdEyGrGupJBHTfjY/dIrOrDJAYaxsSYPm6veJjERaT6LAdkbEjPRvbyb+5XVTE176GZdJapiki0VhKpCJ0exrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGGsPr9f9Iqu57ljUqpdrWMIw8ncArn4MEF1OAG6tAECgwe4RlenHvnyXl13hatOWc5cww/4Lx/AedjjP8=</latexit><latexit sha1_base64="CxJO6lnpg9F08geBDXRibx3wamo=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNAc0t6MVjguYByRJmJ7PJmNnZZWZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPgooWNBRV3XR3BYng2mD86eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRS8epoqxJYxGrTkA0E1yypuFGsE6iGIkCwdrB+Hrmtx+Y0jyWd2aSMD8iQ8lDTomxUuO2Xyxht4ItKshz8RwIu9VqtYzLK6UES9T7xY/eIKZpxKShgmjd9XBi/Iwow6lg00Iv1SwhdEyGrGupJBHTfjY/dIrOrDJAYaxsSYPm6veJjERaT6LAdkbEjPRvbyb+5XVTE176GZdJapiki0VhKpCJ0exrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGGsPr9f9Iqu57ljUqpdrWMIw8ncArn4MEF1OAG6tAECgwe4RlenHvnyXl13hatOWc5cww/4Lx/AedjjP8=</latexit><latexit sha1_base64="CxJO6lnpg9F08geBDXRibx3wamo=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNAc0t6MVjguYByRJmJ7PJmNnZZWZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPgooWNBRV3XR3BYng2mD86eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRS8epoqxJYxGrTkA0E1yypuFGsE6iGIkCwdrB+Hrmtx+Y0jyWd2aSMD8iQ8lDTomxUuO2Xyxht4ItKshz8RwIu9VqtYzLK6UES9T7xY/eIKZpxKShgmjd9XBi/Iwow6lg00Iv1SwhdEyGrGupJBHTfjY/dIrOrDJAYaxsSYPm6veJjERaT6LAdkbEjPRvbyb+5XVTE176GZdJapiki0VhKpCJ0exrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGGsPr9f9Iqu57ljUqpdrWMIw8ncArn4MEF1OAG6tAECgwe4RlenHvnyXl13hatOWc5cww/4Lx/AedjjP8=</latexit><latexit sha1_base64="CxJO6lnpg9F08geBDXRibx3wamo=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZkNAc0t6MVjguYByRJmJ7PJmNnZZWZWCEu+wIsHRbz6Sd78GycPgooWNBRV3XR3BYng2mD86eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRS8epoqxJYxGrTkA0E1yypuFGsE6iGIkCwdrB+Hrmtx+Y0jyWd2aSMD8iQ8lDTomxUuO2Xyxht4ItKshz8RwIu9VqtYzLK6UES9T7xY/eIKZpxKShgmjd9XBi/Iwow6lg00Iv1SwhdEyGrGupJBHTfjY/dIrOrDJAYaxsSYPm6veJjERaT6LAdkbEjPRvbyb+5XVTE176GZdJapiki0VhKpCJ0exrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGGsPr9f9Iqu57ljUqpdrWMIw8ncArn4MEF1OAG6tAECgwe4RlenHvnyXl13hatOWc5cww/4Lx/AedjjP8=</latexit>

N(S)
<latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit><latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit><latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit><latexit sha1_base64="VRZCPNin2dIDIyIFlVgmyY7QHrY=">AAAB63icdVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KZlitd0V3biSivYB7VAyaaYNTTJDkhHK0F9w40IRt/6QO//GTDuCih64cDjnXu69x4840wahD2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztt3UYK0JbJOSh6vpYU84kbRlmOO1GimLhc9rxJ5ep37mnSrNQ3plpRD2BR5IFjGCTStel25NBoYjKlSqq1xBEZTSHJVXk1s9c6GZKEWRoDgrv/WFIYkGlIRxr3XNRZLwEK8MIp7N8P9Y0wmSCR7RnqcSCai+Z3zqDx1YZwiBUtqSBc/X7RIKF1lPh206BzVj/9lLxL68Xm6DmJUxGsaGSLBYFMYcmhOnjcMgUJYZPLcFEMXsrJGOsMDE2nrwN4etT+D9pV8qu5TenxcZFFkcOHIIjUAIuOAcNcAWaoAUIGIMH8ASeHeE8Oi/O66J1yclmDsAPOG+fUh6Nwg==</latexit>

زیرگروه این بهنجارساز گروه و پایدارساز زیرگروه ،ͳپاوول گروه :٧ ش΋ل

داشت: خواهیم صورت این در

E′si = (En)si = E(nsi) = E(sin) = Esin = −siEn = −siE′. (۶٣)

Έی دو هر E′ و E که است این کار حاصل است. درست نیز شود ͳم جابجا پایدارساز گروه عضو Έی با E خطای که ͳوقت برای استدلال همین

هستند. ارز هم فوق معنای به دو هر که دهیم نشان خواهیم ͳم دارند. خطا نشانه Έی دو هر E′ و E که کنید تصور برعکس دارند. خطا نشانه

کنیم. ͳم عمل زیر ترتیب به کار این برای

داریم: صورت این در دهیم. ͳم نشان αi با si مثل دلخواه مولد Έی با را E′ و E خطای های نشانه

Esi = αisiE, E′si = αisiE
′. (۶۴)

گیریم: ͳم نتیجه استِ، α2
i = 1 که آنجا از

(E′−1E)si = E′−1(Esi) = E′−1(αisiE) = αi(E
′−1si)E = siE

′−1E. (۶۵)

باشد. N (S) عضو بایست ͳم E′−1E نتیجه در
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

گذارند. ͳم ͳباق نشانه خود از و کنند ͳم خارج کد فضای از را حالت که هستند آنهایی شناسایی قابل خطاهای :٨ ش΋ل

گذارند. ͳنم ͳباق ای نشانه خود از و کنند ͳنم خارج کد فضای از را حالت که هستند آنهایی شناسایی قابل غیر خطاهای :٩ ش΋ل

که معنا این به کرد تعریف توان ͳم ارزی هم رابطه Έی هم جا این در

∀ E ,E′ ∈ P, E ∼ E′ iffE′ = En for some n ∈ N (S). (۶۶)

خطاهای نتیجه در و است ی΋سان کلاس Έی اعضای تمام سندروم آنها در که شود ͳم تبدیل ارزی هم های کلاس به نیز ͳپاوول گروه ترتیب این به

اصلاح خطاهای مجموعه نتیجه در اند. اصلاح قابل نتیجه در و پذیر تمیز متفاوت های کلاس های نشانه ͳول نیستند پذیر تمیز هم از کلاس این

ارزی هم های کلاس تعداد با است برابر پذیر

P/N (S).
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از: است عبارت ارزی هم کلاس هر

[E] = {En n ∈ N}. (۶٧)

قابل ی΋دیΎر از بنابراین و دارند متفاوت های نشانه ارزی هم کلاس دو هر دارند. ی΋سان های نشانه ارزی هم کلاس Έی عناصر تمام مجموعه

در خطا کدام که گوید ͳنم دقیقا اما است افتاده اتفاق کلاس کدام به مربوط خطای که کند ͳم معین خطا های نشانه گیری اندازه هستند. تمیز

خطای که کنیم ͳم فرض خطا تصحیح برای است افتاده اتفاق کلاس کدام خطای که دادیم تشخیص اینکه از پس است. افتاده اتفاق کلاس آن

خطا است) مساوی عملΎر آن خود با البته (که عملΎر آن معکوس اعمال با سپس و افتاده اتفاق وزن)  کمترین با خطای ͳیعن) احتمال بیشترین با

داریم: ترتیب این به خطاست. آن در موجود ͳپاوول عملΎرهای تعداد خطا Έی وزن از منظور کنیم. ͳم تصحیح را

ω(X1X2) = 2 ω(X1X2Z3) = 3 ω(Y1Y2Z3Z4) = 4. (۶٨)

دهد. ͳم نشان خطاها با آنها رابطه و ها پایدارساز کدهای باره در را ͳکل تصویر (١٠) ش΋ل

ͳکیوبیت پن; کد ٢ . ۵

این سوال حال پرداخت. خطاها تمام تصحیح برای باید که است بهایی این و کند ͳم کد کیوبیت ٩ در را ͳمنطق کیوبیت Έی شر کد که دیدیم

کمتری تعداد در را ͳمنطق کیوبیت Έی که بسازیم کدی است مم΋ن آیا پرداخت؟ کمتری بهای خطاها همه تصحیح برای توان ͳنم آیا که است

کیوبیت Έی توان ͳم که دهیم ͳم نشان بخش این در است. مثبت سوال این ΁پاس باشد؟ داشته بالاتری نرخ نتیجه در و کند کد ͳ΋فیزی کیوبیت

Έی و کرد عمل توان ͳنم این از بهتر که دهیم ͳم نشان چنین هم یافت. دست R = 1
5 نرخ به نتیجه در و کرد کد کیوبیت ۵ در را ͳمنطق

کردن کد است. کننده پایدار عملΎرهای از استفاده کار بهترین سوال این به ΁پاس برای کرد. کد کیوبیت کمتری تعداد در توان ͳنم را کیوبیت

ͳم انتخاب کد ی فضا عنوان به را 21 فضای زیر Έی است 25 بعد دارای که ͳکیوبیت ۵ فضای در که معناست این به کیوبیت ۵ در کیوبیت Έی

و کنند ͳم عمل ͳکیوبیت ۵ فضای روی که کنیم پیدا عملΎر چهار بایست ͳم شود. ͳم پایدار عملΎر چهار توسط کد فضای زیر بنابراین کنیم.

و ͳسع با را کار این توانیم ͳم دارند. متمایز خطای های علامت برگردان فاز و بیت خطاهای تمام برای حال عین در و شوند ͳم جابجا هم با همه

که کدی که بدانیم باید نخست کنند. ͳم آسان را پایدارساز گروه ساختن کار ابتدا همان از که داریم راهنما اصول از ͳبعض اما دهیم. انجام خطا

کنند ͳم اثر کیوبیت Έی روی که ͳپاوول عملΎرهای از هیچ΋دام بنابراین کند. اصلاح را ͳکیوبیت Έی خطاهای بایست ͳم بنویسیم خواهیم ͳم
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خطا نیستند.

خطاهایی که آشکار نمی شوند =  
عملگرهای منطقی روی کد. 

خطاهایی که آشکار و تصحیح می شوند.  

پایدارساز. کدهای در ͳکل تصویر :١٠ ش΋ل

مثل ای ساده های انتخاب بلافاصله توان ͳم ترتیب این به باشند. داشته وجود N (S) در بایست ͳنم X1 · · ·X5, Y1 · · ·Y5, Z1 · · ·Z5 مثل

S1 = ⟨X1, X2, X3, X4⟩ (۶٩)

یا

⟨Z1, Z2, Z3, Z4⟩ (٧٠)

مجموعه به تدریج به برویم پیش خطا و ͳسع با اگر نیستند. شناسایی قابل و هستند خطا Z5 ͳدوم در و X5 عملΎر ͳاول در زیرا گذاشت، کنار را

باشد: زیر ش΋ل به تواند ͳم نمونه Έی رسیم. ͳم تری پیچیده مولدهایی

S1 = Z Z X X X,

S2 = X Z Z X X,

S3 = X X Z Z X,

S4 = X X X Z Z. (٧١)

شوند. ͳم جابجا باهم عملΎرها این همه که کنید قان΄ را خودتان نخست الف: تمرین: n
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آورید. بدست شود ͳم پایدار عملΎرها این توسط که را زیرفضایی ب:

آورید. بدست است فوق کننده پایدار های عملΎر با برگردان فاز و بیت خطای عملΎرهای جابجایی روابط دهنده نشان که را ͳجدول پ:

کند؟ ͳم اشتباه باهم را خطاها کدام دهد؟ تمیز هم از را خطاها همه تواند ͳم واقعا کد این آیا که بΎویید جدول این به توجه با ت:

را خود ͳسع توانیم ͳم بنابراین است شده Έنزدی ͳخیل کامل کد Έی به بالا کد که شوید ͳم متوجه باشید کرده حل ͳدرست به را بالا تمرین اگر

گیریم: ͳم نظر در زیر طریق به را ها کننده پایدار بار این کنیم. رف΄ داشت وجود ͳقبل کد در که را ͳال΋اش و بدهیم ادامه

S1 = I Z X X Z,

S2 = Z I Z X X,

S3 = X X Z I Z,

S4 = Z X X Z I. (٧٢)

آن و داده تمیز هم از را ͳکیوبیت تک خطاهای تمام واقعا کد این که دهید نشان و کنید تکرار کد این برای را ͳقبل تمرین مراحل تمرین: n

کند. ͳم اصلاح را ها
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