
دوم بخش ‐Έکلاسی اطلاعات نظریه

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳکریم وحید

١٣٩٧ آذر ٩

مقدمه ١

باکدگذاری توان ͳم را است شده تش΋یل X = {x1, x2, · · ·x2n} کلمات از که را منبع Έی های پیام توان ͳم که دیدیم قبل های درفصل

های n درحد البته نتایج این کنیم. مخابره بیت nH(X) ≤ n هرکلمه، ازای به بیت n بجای که کرد مخابره چنان ͳبلوک کدگذاری ͳیعن مناسب

مقصد به تغییری نوع هیچ بدون پیام که کنیم فرض و نظرکنیم صرف کانال داخل ازنوفه که بود ͳدرصورت ها حرف این تمام هستند. دقیق بزرگ

درحضورنوفه گذاری کد درباره خواهیم ͳم درس دراین دهند. ͳم تش΋یل نوفه بدون کدگذاری درباره را شانون قضیه محتوی بالا مطالب رسد. ͳم

شد خواهیم آشنا کانال ظرفیت مهم بامفهوم چنین هم درس دراین کنیم. بیان را درحضورنوفه گذاری کد درباره شانون قضیه نهایتا و کنیم بحث

کنیم. ͳم محاسبه را مقدارآن ای ساده ͳخیل های ودرحالت

اطلاعات انتقال نرخ وبالابردن خطا آوردن پایین بین موازنه ٢

و 0 از هایی رشته که هارا کلمه کد خواهیم ͳم وتنها ایم کرده کدگذاری ای بهینه طریق به را خود منبع کلمات که کنیم ͳم فرض بعد به ازاین

یا 0 هرعلامت و گیرد ͳم قرار تاثیرنوفه تحت کنیم ͳم ارسال آن طریق از را خود های پیام که ͳکانال که کنیم ͳم فرض کنیم. مخابره هستند 1
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ها پیام گیرنده که کنیم کاری خواهیم ͳم ماند. ͳم ͳباق نخورده دست 1 − q احتمال با و شده 0 یا 1 به تبدیل q بااحتمال کنیم ͳم که ارسال 1

کند. استخراج شده دریافت های ازپیام را صحیح های پیام بتواند همچنان

تذکرمهم Έی ٢ . ١

ازاین کند. ͳم فرق کلمات باکدگذاری و خطاست وتصحیح تشخیص برای تایی سه تکرار کد به موسوم کد نوع Έی شد بالاگفته درمثال که آنچه

کلمات که کنیم ͳم فرض دیΎر عبارت به است. کدگذاری نوع این منظورمان کنیم ͳم استفاده کدگذاری کلمه مااز که هروقت درس دراین بعد به

ما هدف و اند شده 1 و 0 های رشته به تبدیل ای بهینه نحو به باشند ͳریاض یاعلائم ͳیاانگلیس ͳفارس مثل زبان Έی حروف توانند ͳم که X منبع

ازاصلاح وپس شده ͳبررس خطاها وتصحیح تعیین برای نخست شده دریافت های رشته کانال درانتهای است. کانال ازدرون ها رشته این مخابره

شوند. ͳم موردنظربازگشایی زبان کلمات به

بجای توانیم ͳم مثال عنوان به کنیم. خود های پیام وارد ͳنوع به را تکرار عنصر است آن گرفت پیش خطاباید وتصحیح تعیین برای که ͳراه

تایی سه رشته Έی که بΎیرد تصمیم اکثریت قانون از استفاده با که بخواهیم گیرنده واز کنیم مخابره 1 تا سه 1 Έی وبجای 0 تا سه 0 Έمخابره ی

.( 2.1 (جدول است بوده ای رشته چه درواق΄ است کرده دریافت که

برگردان سه یا و برگردان دو وقوع بااحتمال برابراست اینک خطا وقوع زیرااحتمال است، کمترشده اینک q با برابربود قبلا̈ که خطا احتمال درواق΄

که q3 + 3q2(1 − q) با بود برابرخواهد خطا وقوع احتمال درنتیجه .q3 با برابراست ͳودوم 3q2(1 − q) با است برابر ͳاول که تایی سه درکد

آورده پایین را اطلاعات مخابره نرخ که است این آن و ایم کرده پرداخت خطا کاهش این برای بهایی البته است. q2 ازمرتبه Έکوچ های q برای

بیت n از اگر ͳکل درحالت . 13 با برابراست R ͳیعن اطلاعات مخابره نرخ حالت دراین ایم. کرده استفاده بیت Έی مخابره برای بیت سه از و ایم

اطلاعات مخابره نرخ که گوییم ͳم قرارگیرد) استفاده مورد پیام 2n مخابره برای توانست ͳم نوفه درنبود که ) کنیم استفاده پیام 2k مخابره برای

برابراست

R :=
k

n
. (١)

R نرخ صورت دراین ͳول کرد Έنزدی صفر به را آن آل ایده درحد و داد کاهش را خطا احتمال بازهم توان ͳم کدگذاری نوع که دراین است مسلم

کرد. خواهد صفرمیل سمت نیزبه

.R = 1
n با است برابر اطلاعات مخابره نرخ است. فرد عدد Έی n آن در که بریم ͳم کار به را تایی n تکرار کد که کنید فرض تمرین: n
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٠ ٠ ٠ 0

١ ١ ١ 1

تایی سه تکرار کد :١ جدول

کنید. رسم را خطا احتمال برحسب نرخ ͳمنحن سپس کنید. حساب n حسب بر را خطا احتمال کد این در

کنید. تعیین را خطا احتمال چنین هم و اطلاعات مخابره نرخ شود ͳم تعیین [7, 4, 3] مشخصات با که هامینگ کد در تمرین: n

را کار این که است آن ما هدف کنیم. ذخیره جایی در یا مخابره کم خطای احتمال با را اطلاعات خواهیم ͳنم ما که است این است مهم که آنچه

کنیم. Έنزدی صفر به بتوانیم خواهیم ͳم که چقدر هر را خطا نرخ این که است آن ما مطلوب تر دقیق عبارت به یا دهیم انجام صفر خطای نرخ با

که نحوی به عبورداد را ͳاطلاعات غیرصفر و محدود نرخ با دار نوفه کانال Έازی توان ͳم اصولا˦ آیا که است آن هستیم مواجه باآن که ͳسوال حال

برای را ام΋ان این که دارد وجود کدگذاری نوع Έی آیا کند؟ میل صفر سمت به بزرگ) های رشته (برای مجانبی درحد لااقل خطا وقوع احتمال

که است ͳسوالات ها این باشد؟ غیرمم΋ن خطا بدون نرخ آن از بیش با اطلاعات مخابره هرنوع که دارد وجود ای بیشینه نرخ آیا آورد؟ فراهم ما

است. شده داده ΁پاس شانون دوم درقضیه

Έکلاسی های کانال ظرفیت و شانون دوم قضیه ٣

است: مهم قسمت پن; داری کانال این دهد. ͳم نشان کامل طور به را Έکلاسی کانال Έی (١) ش΋ل
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.١ منبع گذاری کد ‐ Έی n

شانون اول قضیه موضوع که است کاری همان این شود. ͳم فشرده نخست ست ها بیت از ای رشته صورت به که منبع Έی ͳخروج جا این در

با است. نمونه های رشته تنها کردن کد بر ͳمبتن سازی فشرده این گفتیم پیشین درس در که آنچه با مطابق ایم. پرداخته آن به قبل درس در و است

میل صفر سمت به شویم ͳم مرتکب نمونه غیر های رشته نکردن کد اثر در که خطایی که کنیم کاری توانیم ͳم همواره ها رشته طول گرفتن بزرگ

تقریبا نمونه های رشته مجموعه زیر روی احتمال تابع ͳیعن هستند. احتمال هم تقریبا نمونه های رشته که گرفتیم یاد درس آن در چنین هم کند.

بیت همان  معمولا mi الفبای دهیم. ͳم نشان .m = m1m2 · · ·mk صورت به و k طول به های رشته با را قسمت این ͳخروج است. تخت

 است. 1   و 0  های

کانال کدگذاری ‐ دو n

نشان زیر صورت به را کار این کنیم. تصحیح و آش΋ار بتوانیم را آنها در شده ایجاد خطای که شوند ͳم کد طوری m های پیام قسمت این در .٢

دهیم: ͳم

mk −→ xn (٢)

یا

m1m2 · · ·mk −→ x1x2 · · ·xn. (٣)

است ͳطبیع . دارد رشته 2n تعداد که نگاریم ͳم فضایی به ، (٢) ش΋ل به کنید (نگاه بودند احتمال هم همه که را رشته 2k تعداد مرحله این در

باشد زیاد ای اندازه به هم از جدید های کدرشته فاصله چنانکه ایم نگاشته بزرگتر فضایی به را m های رشته کد که معنا این به است،  n > k که

کنیم. تصحیح و کرده آش΋ار را شده ایجاد ͳاحتمال خطاهای بتوانیم و نشوند اشتباه هم با خطا اثر در که

تولید های رشته انتروپی است. کانال خطای کاستن برای بل΋ه نیست اولیه منبع اطلاعات کردن فشرده برای گذاری کد این که کنیم دقت اباید

شد. خواهد عوض نیز H(X) کنیم عوض را خود کدگذاری نحوه هرگاه دهیم. ͳم نشان H(X) با را شده

Έکلاسی کانال ‐ سه n

دارای کانال این که آنجا از اما داد، ͳم تحویل x ͳخروج رشته صورت به را x ورودی رشته بایست ͳم بود ͳم خطا بدون اگر Έکلاسی کانال .٣

Coding Source١

Coding Channel٢

Channel Classical٣
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دارند. قرار فضا Έی در y و x رشته دو هر دهد. تحویل y ͳخروج رشته صورت به را x ورودی رشته است مم΋ن خطاست

کانال، گشایی کد ‐ چهار n

ورودی های رشته همان ها رشته این شوند. ͳم خوانده y ͳخروج های رشته است،  درس این در ما بحث برای قسمت ترین مهم که قسمت این در ۴

شوند. نگاشته x اولیه های رشته به و شده آش΋ار آنها خطای بایست ͳم است. داده رخ خطا ها آن در که چرا نیستند

منبع کدگشایی پن;‐ n

شود. ͳم نگاشته m ͳیعن اولیه رشته به x رشته کد

کانال: ظرفیت تعریف n

شود: ͳم تعریف زیر صورت به فوق کانال ظرفیت

C := lim
n−→∞

MaxX
I(X : Y )

n
(۴)

کنیم. حساب را بیشینه مقدار X های کدگذاری انواع تمام روی که است این MaxX از منظور آن در که

Έنزدی کانال ظرفیت به ام΋ان حد تا را R ≡ k
n ͳیعن Έکلاسی کانال Έی از مخابره نرخ n افزایش با توانیم ͳم همواره شانون: دوم قضیه n

کنیم. Έکوچ خواهیم ͳم که اندازه هر به را خطا حال عین در و کرد

ͳبیت n رشته Έی به پیام این بΎیرید. نظر در را m پیام Έی کنیم. ͳم عمل زیر ترتیب به بفهمیم را آن اثبات و قضیه این معنای اینکه برای

از تا 2k تنها دهیم ͳم انجام ما که ای کدگذاری در اما است رشته 2n دارای که است بزرگ ͳخیل مجموعه Έی X  مجموعه شود. ͳم کد x

مم΋ن فرستیم ͳم کانال درون به را x مثل ای رشته که ͳوقت است. H(X) آنتروپی دارای ها رشته مجموعه این و شود ͳم انتخاب ها رشته این

x اولیه رشته به را آن بایست ͳم کنیم، ͳم دریافت را y رشته که ͳوقت مقصد در شود. y مثل Έنزدی رشته Έی به تبدیل و شده خطا دچار است

Decoding Channel۴
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.Έکلاسی کانال Έی مختلف های قسمت :١ ش΋ل

در y رشته حول ناحیه Έی که شود ͳم انجام صورت این به تصحیح این کنیم. تصحیح و تشخیص را است داده رخ آن در که خطایی و برگردانیم

کم آبی رنگ با ناحیه این ٣ ش΋ل در دارد. قرار آن در شوند، تبدیل y به خطا اثر در اند توانسته ͳم که هایی x ترین محتمل که گیریم ͳم نظر

رشته آن گردیم. ͳم دارد قرار ما های رشته کد مجموعه در که x رشته Έی ͳیعن) معتبر رشته Έی دنبال به ناحیه این در است. شده مشخص رنگ

توانستیم ͳم بود طور این همیشه اگر واق΄ در کنیم. ͳم اصلاح را خطا ترتیب این به است. شده y به تبدیل خطا اثر در که است ای رشته همان

آبی ناحیه که افتد ͳم اتفاق ͳگاه اما کنیم. ͳم اش اصلاح روش این به است داده رخ که خطایی هر زیرا دهد ͳنم رخ خطایی هیچ که بΎوییم

برگردانیم. ها رشته کد از Έی کدام به را شده دریافت رشته دانیم ͳنم زیرا دهد ͳم رخ خطا شرایط این در است. بیشتر یا رشته کد دو دارای رنگ

P با را احتمال این است؟ چقدر بیفتد ناحیه این درون ͳاتفاق طور به رشته کد Έی که این احتمال آوریم. بدست خطا این از ͳتخمین خواهیم ͳم
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شود، ایجاد آنها در خطایی اگر کانال از عبور هنگام که شوند نگاشته چنان x های پیام مجموعه به بایست ͳم m های پیام مجموعه :٢ ش΋ل

کرد. تصحیح را خطاها این بتوان

با: است برابر احتمال این دهیم نشان ( v با را رنگ آبی ناحیه نقاط تعداد دیΎر عبارت به (یا رنگ آبی ناحیه حجم اگر دهیم. ͳم نشان

P = 2k × v

2nH(X)
(۵)

نقطه Έی) رشته کد Έی اینکه احتمال در ضرب تاست 2k آنها تعداد که ها x ͳیعن پیام های رشته کد کل تعداد با است برابر واق΄ در احتمال این

بیفتد. رنگ آبی ناحیه داخل ( () ش΋ل در

رشته کد عبور هنگام  ، خطا به توانسته ͳم رشته کد این بΎیریم نظر در y = y1y2 · · · yn مثل کدرشته Έی اگر است؟ چقدر متوسط طور به v اما

با: است برابر باشد، شده حاصل x Έی از شده دریافت y اینکه احتمال باشد. داده رخ کانال از x = x1x2 · · ·xn

P (x|y) = P (x1|y1)P (x2|y2)P (x3|y3) · · ·P (xn|yn).
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سمت ش΋ل در رنگ آبی (دایره y Έنزدی نقاط مجموعه اگر شود. ͳم y رشته به تبدیل خطا اثر در کند ͳم عبور کانال از ͳوقت x رشته :٣ ش΋ل

کنیم. ͳم تصحیح رشته همان به را y ͳدریافت رشته باشد، x مثل معتبر کدرشته Έی تنها دارای راست)

به نیز خطا احتمال و هستند Έی و صفر ها yi و ها xi که کنید فرض ͳسادگ برای چندتاست؟ بزرگ های n حد در هایی رشته چنین تعداد

است: زیر صورت

P (0 −→ 1) = P (1 −→ 0) = q

متوسط تعداد دهند. رخ رشته از ͳمختلف جاهای در توانند ͳم خطاها این دهد. ͳم رخ خطا تا nq معمولا تایی n رشته Έی در صورت این در

و صفر ها y و ها x الفبای که کنید فرض حال .
(
n
nq

)
≈ 2nH(q) با است برابر شوند تبدیل رشته Έی به توانند ͳم خطاها این با که هایی رشته

دارای که باشیم، کرده  دریافت y = 1100120120120....120001120220112 مثل ای رشته که کنید فرض است. 0, 1, 2 بل΋ه نیست Έی

سوال این به ΁پاس برای باشد؟ شده تولید توانسته ͳم هایی رشته چه از رشته این     است.    2    تا    n2    و    1    تا    n1    ،   0     تا n0 
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باشد. آمده x نقاط از جایی هر از توانسته ͳم ͳاضاف رشته باشد. معتبر رشته Έی از بیش دارای رنگ آبی دایره که دهد ͳم رخ ͳوقت خطا :۴ ش΋ل

کنیم: ͳم توجه ها 0 جایΎاه به فقط

y0 = ..00..0..0..0......000...0..0...

دهیم. ͳم نشان n0(y) با بخصوص رشته این در را صفرها تعداد

خاص های جایΎاه این در ͳول نکرده تغییر ( ها ٢ و ها ١ جایΎاه ͳیعن) اش چین نقطه های رقم که دیΎری رشته هر از توانسته ͳم رشته  این

  است: این رشته این از ͳ΋ی مثال عنوان به باشد. آمده بوجود اند شده تبدیل ٠ رقم به خطا اثر در ٢ و ١ ، ٠ ارقام

x = ..01..0..1..0......000...2..0...

٩



با: است برابر خوب ͳخیل تقریب با ها 2 تعداد و ها 1 تعداد  ها، 0 تعداد متوسط طور به هایی رشته چنین  در

r0 ≈ n0(y)P (x = 0|y = 0) r1 ≈ n0(y)P (x = |y = 0) r2 ≈ n0(y)P (x = 2|y = 0). (۶)

با: است برابر خوب ͳخیل تقریب با هایی رشته چنین تعداد

Q0(y) ≈
(

n0(y)

r0, r1, r2

)
=

n0(y)!

r0!r1!r2!
(٧)

یا و

Q0(y) ≈
n0(y)!

(n0(y)P (x = 0|y = 0))!(n0(y)P (x = 1|y = 0)!(n0(y)P (x = 1|y = 0)!
(٨)

استرلینگ تقریب از استفاده با یا و

Q0(y) ≈ 2n0(y)H(X|y=0). (٩)

آورد: بدست و داد انجام نیز هاست ٢ شامل فقط که ای رشته زیر یا ها Έی شامل فقط که ای رشته زیر برای شد ͳم را کار این

Q1(y) ≈ 2n1(y)H(X|y=1) Q2(y) ≈ 2n2(y)H(X|y=2) (١٠)

با: است برابر شوند تبدیل رشته این به اند توانسته ͳم که هایی رشته کل تعداد اما

Q(y) = Q0(y)Q1(y)Q2(y)

= 2
∑

y n(y)H(X|y) = 2
∑

y nP (y)H(X|y) = 2nH(X|Y ). (١١)

با: است برابر خطا احتمال v = 2nH(X|Y )+nδ دهیم قرار ͳیعن بΎیریم نظر در این از بیش ͳکم را v حجم ما اگر بنابراین

Perror = 2k × 2nH(X|Y )+nδ

2nH(X)
(١٢)

آوریم: ͳم بدست H(X)−H(X|Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = I(X;Y ) و R = k
n که این به توجه با و

Perror = 2n(R−I(X;Y )−δ). (١٣)

١٠



آنکه بر مشروط دهیم میل صفر سمت به را خطا نرخ خواهیم ͳم که هرچقدر توانیم ͳم ها رشته طول افزایش با که است این حرف این معنای

شود: ͳم تعریف زیر رابطه با مطابق کانال ظرفیت بنابراین باشد. کمتر I(X,Y ) از R نرخ

C := SupXI(X,Y ). (١۴)

١١


