
ͳکوانتوم Έانی΋م در گیری اندازه

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١٣٩۶ اسفند ١٠

مقدمه ١

است: زیر ش΋ل به شود ͳم بیان ͳکوانتوم Έانی΋م درس در معمولا که ͳل΋ش آن به گیری اندازه موضوع اصل

ͳ΋ی حتما ،|ψ⟩مثل دلخواه حالت Έی روی گیری اندازه . است وابسته Âمثل ͳهرمیت عملΎر ΈیAمثل پذیر مشاهده هر به

گیری اندازه از بعد ͳکوانتوم سیستم داد. خواهد دست به P (a) = |⟨a|ψ⟩|2 احتمال با را aمثل Â عملΎر مقدارهای ویژه از

شد. خواهد تصویر |a⟩ ͳیعن مقدار ویژه آن به مربوط بردار ویژه به احتمال همان با

شد. خواهیم آشنا تر ͳعموم های گیری اندازه با ادامه در وسپس کنیم ͳم نگاه گیری اندازه نوع این به تر دقیق طور به نخست درس دراین

متمایز حالت دو به است کردن تست و محاسبه قابل که ͳاحتمالات با و ͳتصادف طور به را ذرات که است این گرلاخ اشترن دستگاه Έی کار

دیΎر ͳبعض و جذب هارا فوتون از ͳبعض و دهد ͳم انجام را کار همین نیز گیرد ͳم قرار نور باری΋ه جلوی که پولاروید Έی کند. ͳم جدا هم از

Έب کند. ͳم منعکس را دیΎر ͳبعض و دهد ͳم عبور خود از را ها فوتون از ͳبعض که شفاف نیم آینه Έی است چنین هم دهد. ͳم عبور خود از را

یا و V عمودی قطبش جهت اساس بر را آن به شده تابیده های فوتون دارد، تابیده نور قطبش به ͳبستگ آن ش΋ست ضریب که نیز ١ کالسیت بلور

.4 ش΋ل کند، ͳم جدا هم از آنها H ͳافق

Calcite crystal١

١



هستند. تجربه مستقیم محصول ͳΎهم که هستند دارا مشترک طور به را زیر های خصلت ها آزمایش این تمام .

ͳبین پیش ها گیری اندازه یا و آزمایشها این در را ی΋سان کاملا̈ ذره دو رفتار توان ͳنم هرگز و است ͳتصادف همواره آزمایشها این نتیجه ‐ ١

هستند. دقیق قوانین تابع احتمالات اما کرد.

آزمایشها این که گفت توان ͳتنهام سنجند. ͳم و کنند ͳم «مشاهده» را ذره موجودِ قبل از خاصیت Έی آزمایشها این که گفت توان ͳنم ‐ ٢

مدل Έی بنابر ما که هستند هایی خصلت دارای شوند ͳم جدا آمایش از بعد که ͳذرات کنند. ͳم جدا هم از نحوی به را ذرات ها گیری» «اندازه یا

ͳذرات و هستند |z+⟩ ِ حالت در آیند ͳم بیرون گرلاخ اشترن آزمایش Έی بالای ͳخروج از که ͳذرات مثال عنوان به دهیم. ͳم نسبت آنها به نظری

است. مقادیربوده این دارای قبل از ذرات این اسپین مولفه که گفت توان ͳنم وجه هیچ به هستند. |z−⟩ ِ حالت در آیند ͳم بیرون ͳپایین ش΋اف از که

همان از ͳآزمایش انجام با را آنها تک تک ͳبراحت توان ͳم که معنا این به دارند متمایز کاملا̈ های حالت دستگاه این از شده خارج ذرات ‐ ٣

داد. تمیز قط΄ طور به و ی΋دیΎر از نوع

ندارد. وجود شود ͳم داده نسبت پذیر مشاهده Έی به که عملΎری از اثری هیچ بالا گانه سه موارد در که است مهم بسیار موضوع این به توجه

موضوع این باره در ندارد. ضرورت آن به توجه گیری اندازه تعریف برای و کند ͳم ایفا ثانوی و ͳفرع کاملا̈ نقش گیری دراندازه عملΎر این درواق΄

دوباره را گیری اندازه موضوع اصل خواهیم ͳم جا این در کرد. خواهیم بحث ادامه در پذیر مشاهده Έی به مربوط عملΎر شدن وارد ͳونگΎچ و

باشد. داشته بیشتری جامعیت هم و باشد شده وارد آن در ملاحظه این هم که کنیم تعریف ͳل΋ش به و

اصطلاح باشیم. داشته سروکار ای چندذره سیستم Έی با است مم΋ن که هستیم گاه آ اگرچه کنیم ͳم صحبت ذره حالت از نیز بحث ادامه در

آمیخته های حالت به را وضعیت این (بعدا است. |ψ⟩ حالت در دستگاه به ورود از قبل ذره که کنید فرض رود. ͳم کار به ͳراحت برای فقط ذره

های حالت در ذرات این . است متمایز ͳخروج تعدادی دارای گیری اندازه دستگاه دهیم.) ͳم تعمیم

|a1⟩, |a2⟩, · · · |aN ⟩

در ذره آنکه احتمال که دهد ͳم نشان م΋رر مشاهدات اند. شده جدا هم از نامیم ͳم A را آن که خاصیت Έی اساس بر ذرات این دارند. قرار
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و ͳافق قطبش جهت اساس بر را آن به شده تابیده های فوتون دارد، تابیده نور قطبش به ͳبستگ آن ش΋ست ضریب که کالسیت بلور Έب :١ ش΋ل

کند ͳم جدا آنها عمودی
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با است برابر گیرد قرار |ai⟩ حالت

P (ai) = |⟨ai|ψ⟩|2 = ⟨ψ|ai⟩⟨ai|ψ⟩ = ⟨ψ|Pi|ψ⟩, (١)

واحد برابر نیز احتمالات مجموع و هستند متمایز هم از ͳخروج های حالت که آنجا از است. تصویرگر عملΎر Έی Pi = |ai⟩⟨ai| آن در که

که: گیریم ͳم نتیجه است

PiPj = δijPi,
∑
i

Pi = I (٢)

ͳم را ساده حالت این |ai⟩ است عبارت ذرات این حالت کنیم معطوف ام i ͳخروج مثلا ͳخروج های حالت از ͳ΋ی به را خود توجه اگر

نشان بعدا را خود بودن ضروری و بودن مفید ͳول برسد نظر به غیرلازم است مم΋ن اول نگاه در چه اگر که نوشت نیز تری پیچیده ش΋ل به توان

نوشت: زیر صورت به را فوق حالت توان ͳم داد. خواهد

|ai⟩⟨ai| =
Pi|ψ⟩⟨ψ|Pi
⟨ψ|Pi|ψ⟩

. (٣)

کرده گیری اندازه که ͳخاصیت با متناظر که ͳهرمیت عملΎر Έی از استفاده به نیازی اصولا ایم گفته کنون تا که آنچه توصیف برای که کنید دقت

Έی جداسازی این از پس توان ͳم البته دهد. ͳم تمیز هم از را ذرات که ͳاهΎآزمایش چیدمان Έی جز نیست چیزی گیری اندازه ایم. نداشته ایم

خاصیت دارند قرار ام i ͳخروج در که ͳذرات که بΎوییم ͳ΋فیزی ملاحظات به توجه با توانیم ͳم کرد. تعریف نیز گیری اندازه این با متناظر عملΎر

شود: ͳم محاسبه زیر صورت به نامیم ͳم A را آن که شده گیری اندازه خاصیت متوسط نتیجه در و دارند ai

⟨A⟩ψ =
∑
i

aiP (ai) =
∑
i

ai⟨ψ|ai⟩⟨ai|ψ⟩ = ⟨ψ|Â|ψ⟩, (۴)

شود: ͳم تعریف زیر صورت به Â عملΎر آن در که

Â =
∑
i

ai|ai⟩⟨ai|. (۵)

ͳم چرا کنید فکر که است مم΋ن بود؟ خواهد چه آنها حالت کنیم مخلوط دوباره اند شده جدا گیری اندازه دستگاه توسط که را ͳذرات اگر

ͳمدت از پس اوقات بسیاری در که است این ΁پاس کنیم. مخلوط دوباره اند شده جدا هم از گیری اندازه دستگاه Έی توسط که را ͳذرات بایست

بلور از که هایی فوتون (مثل شوند ͳم مخلوط باهم معمولا ͳپاشندگ اثر در ذرات نکنیم جدا هم از ͳ΋فیزی صورت به را شده داده تمیز ذرات اگر
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چنین در بیفتد. اتفاق این که دهیم ͳم ترتیب طوری ͳمعین قصد به را خود آزمایش نیز مواق΄ از دیΎر بسیاری در . شوند) ͳم خارج کالسیت

از: است عبارت دستگاه ͳخروج در ذرات حالت ͳشرایط

ρ′ =
∑
i

P (ai)|ai⟩⟨ai| =
∑
i

⟨ψ|Pi|ψ⟩
Pi|ψ⟩⟨ψ|Pi
⟨ψ|Pi|ψ⟩

=
∑
i

Pi|ψ⟩⟨ψ|Pi. (۶)

صورت به آمیخته حالت Έی بل΋ه نیست خالص حالت Έی گیری اندازه دستگاه به ورودی حالت اوقات بیشتر در

ρ =
∑
α

Pα|ψα⟩⟨ψα|, (٧)

ͳناش Έکلاسی احتمالات و کردیم صحبت آنها باره در قبلا که ای ͳکوانتوم احتمالات از ترکیبی نهایی احتمالات ͳشرایط چنین در است.

با: است برابر بیاید بدست ai نتیجه اینکه احتمال نتیجه در است. ͳآمیختگ این از

P (ai) =
∑
α

Pα⟨ψα|Pi|ψα =
∑
α

Pαtr(Pi|ψα⟩⟨ψα|) = tr(Piρ) = tr(PiρPi). (٨)

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را ͳخروج حالت این بار این . |ai⟩⟨ai| از است عبارت چنان هم ام i ͳخروج حالت

|ai⟩⟨ai| =
PiρPi

tr(PiρPi)
, (٩)

از: بود خواهد عبارت ͳخروج حالت نکنیم جدا هم از را شده داده تمیز های حالت اگر و

ρ′ =
∑
i

P(ai)|ai⟩⟨ai| =
∑
i

tr(PiρPi)
PiρPi

tr(PiρPi)
=
∑
i

PiρPi. (١٠)

به کنند؟ ͳنم بیان را چیز Έی عبارات این دوی هر مΎر دارد؟ چپ طرف عبارت بر ͳمزیت چه (٣) راست طرف عبارت که پرسیم ͳم حال

طرف عبارت از نه و کنیم استفاده راست طرف عبارت از گیری اندازه دستگاه های ͳخروج از ͳ΋ی در حالت توصیف برای بایست ͳم دلیل چه

باهم نباشند ͳواگن دارای دستگاه ͳخروج های حالت که ای ساده حالت در فقط عبارت دو این که است این ΁پاس است؟ تر ساده ͳخیل که چپ

دیΎر ͳخروج چند یا دو به بازهم را دستگاه ام i ͳخروج که دارد وجود دیΎر آزمایش Έی حداقل که است این ͳواگن از منظور ) هستند. مساوی

( دهیم. ͳم نشان |ai, b1⟩, |ai, b2⟩, · · · |ai, bg⟩ با را دوم دستگاه های ͳخروج شرایط این تحت ش΋افد. ͳم

به که |ai⟩⟨ai| صورت به را آن توان ͳم تنها و ندارد اولیه حالت به ͳبستگ گونه هیچ گیری اندازه دستگاه ام i ͳخروج ͳشرایط چنین تحت

نیستند ظریف آنقدر ما گیری اندازه های دستگاه موارد از بسیاری در شاید واق΄ در و موارد بقیه در اما کرد. بیان است مستقل اولیه حالت از وضوح
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ذره دو که کنید فرض کنیم: توجه مثال Έی به بایست ͳم موضوع این درک برای دهند. انجام را کامل تمیز این که اند نشده ͳطراح ͳل΋ش به یا

دارند: قرار زیر حالت در که داریم 1/2 اسپین

|ψ⟩ = a|0, 0⟩+ b|0, 1⟩+ c|1, 0⟩+ d|1, 1⟩, (١١)

ها اسپین آیا که کند ͳم تعیین فقط که است طوری ما گیری اندازه دستگاه هستند. پایین و بالا اسپین دهنده نشان ترتیب به |1⟩ و |0⟩, آن در که

شود: ͳم توصیف زیر گر تصویر عملΎر دو با گیری اندازه این صورت دراین پادموازی. یا هستند موازی هم با

P0 = |0, 0⟩⟨0, 0|+ |1, 1⟩⟨1, 1|, P1 = |0, 1⟩⟨0, 1|+ |1, 0⟩⟨1, 0|. (١٢)

با: برابرند ترتیب به پادموازی و موازی های نتیجه آوردن بدست احتمال

P (0) = ⟨ψ|P0|ψ⟩ = |a|2 + |d|2, P (1) = ⟨ψ|P1|ψ⟩ = |b|2 + |c|2, (١٣)

از: عبارتند ترتیب به نیز گیری اندازه از بعد های حالت

ρ0 =
P0|ψ⟩⟨ψ|P0

⟨⟨ψ|P0|ψ⟩
= |Ψ0⟩⟨Ψ0|,

ρ1 =
P1|ψ⟩⟨ψ|P1

⟨⟨ψ|P1|ψ⟩
= |Ψ1⟩⟨Ψ1|, (١۴)

آن در که

|Ψ0⟩ =
a|0, 0⟩+ d|1, 1⟩√
|a|2 + |d|2

, |Ψ1⟩ =
b|0, 1⟩+ c|1, 1⟩√
|b|2 + |c|2

. (١۵)

توصیف بخوبی ایم کرده ͳمعرف گیری اندازه برای که تری جام΄ بندی صورت که هستیم روبرو ͳشرایط با اینجا در که بینیم ͳم ترتیب این به

نیست. آن پاسخΎوی ایم دیده ͳکوانتوم Έانی΋م ͳمقدمات های درس در که ای ͳمقدمات بندی صورت آنکه حال و هست آزمایش کننده

کنیم: ͳم بیان زیر در را متعامد گیری اندازه دیΎر بار Έی مراجعه ͳراحت برای
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که شود ͳم مشخص {P1, P2, · · ·Pm}تصویری عملΎرهای از مجموعه Έی با متعامد گیری اندازه Έی متعامد: گیری اندازه

شرایط در

PiPj = δij ,
∑
i

Pi = I

که ͳذرات روی که ͳوقت است. ͳاهΎآزمایش چیدمان متمایز های ͳخروج از ͳ΋ی با متناظر تصویری عملΎر هر کنند. ͳم صدق

آید: ͳم بدست زیر احتمال با ام i نتیجه دهیم ͳم انجام را گیری اندازه این دارند قرار ρ ͳکوانتوم حالت در

P (i) = tr(PiρPi)

از: است عبارت شود ͳم ͳخارج iام ͳخروج از که ای ذره حالت و

ρi :=
PiρPi

tr(PiρPi)
.

تبدیل زیر با مطابق ρ′ حالت به را ρحالت که است این ͳاهΎآزمایش چیدمان این کار نکنیم جدا هم از را ذرات که ͳصورت در

کند: ͳم

ρ −→ ρ′ =
∑
i

PiρPi.

آید؟ ͳم بدست ͳاحتمالات چه با و مقادیری چه کنیم گیری اندازه را ذره دو کل اسپین هستند (١١) حالت در که ای ذره دو روی اگر تمرین: n

هستند: زیر حالت در ذره سه تمرین: n

|ψ⟩ = a|0, 0, 0⟩+ b|0, 0, 1⟩+ c|0, 1, 0⟩+ d|0, 1, 1⟩+ e|1, 0, 0⟩+ f |1, 0, 1⟩+ g|1, 1, 0⟩+ h|1, 1, 1⟩. (١۶)

های حالت چنین هم و مربوطه احتمالات پایین. یا هستند بالا به رو ها اسپین اکثریت کنیم مشخص تا دهیم ͳم انجام گیری اندازه Έی

کنید: تعیین زیر شرایط تحت را گیری اندازه از بعد
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کنیم. ͳم جدا هم از را گیری اندازه از بعد های حالت که ͳوقت الف:

کنیم. ͳنم جدا هم از را گیری اندازه بعداز های حالت که ͳوقت ب:

محاسبه را مربوطه احتمالات دهیم. ͳم انجام بل پایه در گیری اندازه آنها روی بΎیرید. نظر در هستند (١١) حالت در که را ذره دو تمرین: n

کنید. مشخص را گیری اندازه از بعد حالت نکنیم جدا هم از را امده بدست های حالت اگر کنید.

هستند: زیر حالت در کیوبیت چهار تمرین: n

|Ψ⟩ = 1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩)

A,B
⊗ 1√

2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩)

C,D
. (١٧)

هستند. آزمایشΎاه Έی در و Έنزدی هم به C و B ذرات ͳول هستند دور هم از نیز D و C ذرات همینطور هستند. دور هم از B و A ذرات

برای توان ͳم روش این از کنید. پیدا گیری اندازه از بعد را A,D ذرات حالت دهیم. ͳم انجام بل پایه در گیری اندازه ذره دو این روی

گویند. ͳم ٢ ͳتنیدگ درهم تعویض را روش این کرد. استفاده هم از دور ذرات کردن تنیده درهم

نامتعامد های گیری اندازه ٢

در انجام قابل گیریِ اندازه ترین ͳکل گیری اندازه نوع این ͳول است. ٣ تصویری یا متعامد های گیری اندازه به مربوط گفتیم بالا در که آنچه

اندازه از تر رایج ͳخیل تجربی نظر از واق΄ در که دارد وجود ۴ نامتعامد گیری اندازه نام به گیری اندازه از تری ͳکل نوع واق΄ در نیست. آزمایشΎاه

هم از گیری اندازه در که ͳذرات که است این ͳ΋فیزی نظر از متعامد های گیری اندازه با ها گیری اندازه نوع این فرق است. تصویری های گیری

عملΎرهای که دهد ͳم نشان ش΋ل این به را خود ͳریاض نظر از خاصیت این . نیستند تمیز قابل هم از صد در صد و مطلق طور به شوند ͳم جدا

Entanglement Swapping٢

Projective Measurements٣

Non-Orthogonal Measurement۴
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نهایتا که داد، خواهیم نشان تفصیل به فصل همین در چنانکه داد،  نشان توان ͳم البته نیستند. مصور عملΎرهای گیری اندازه نوع این به مربوط

اندازه نوع این نخست کنیم. ͳم موکول بعد به را آمدن پدید این ͳونگΎچ آیند. ͳم پدید تصویری گیری اندازه نوع Έی از ها گیری اندازه نوع این

کنیم: ͳم تعریف دقت به را گیری

شرط در که شود ͳم مشخص {Mm, m = 1 · · ·K}رهایΎعمل از ای مجموعه با متعامد نا گیری اندازه Έی

∑
m

M†
mMm = I

ͳیعن نیستند مصور عملΎرهای الزاما عملΎرها این کنند. ͳم صدق

MiMj ̸= δijMi.

را m نتیجه که هایی حالت دهد. ͳم بدست را m نتیجه P (m) = tr(MmρM
†
m) ِ احتمال با ρ ِ حالت روی گیری اندازه

از عبارتند دارند

ρm =
MmρM

†
m

tr(MmρM
†
m)

هم از را ͳخروج های حالت هرگاه باشد. بیشتر فضا بعد از تواند ͳمMm عملΎرهای تعداد که است مهم نکته این به توجه .

شود: ͳم داده زیر آنزامبل با ͳیعن ها حالت از مخلوط آنزامبل Έی با ͳخروج حالت نکنیم، جدا

ρ′ =
∑
m

P (m)ρm =
∑
m

MmρM
†
m.

ناخواسته اغلب ͳان΋ی تحول Έی با آل ایده گیری اندازه Έی که ͳوقت نخست شوند. ͳم پدیدار طریق دو به لااقل نامتعامد های گیری اندازه

) نباشند. ناپذیر تمیز کاملا هم از دیΎر و کرده پیدا ͳهمپوشان هم از جداشده ذرات موج تابع شود ͳم باعث که شود ͳم همراه گیری اندازه از بعد

هیلبرت فضای با تر بزرگ سیستم Έی از ͳبخش عنوان به کنیم ͳم گیری اندازه آن روی که را ͳسیستم ͳوقت اینکه دوم (٢) ش΋ل و (؟؟) ش΋ل

دیدگاه از بزرگ فضای در متعامد بردارهای دستگاه که است ͳطبیع دهیم. ͳم انجام متعامد گیری اندازه بزرگ فضای در و گرفته نظر در تر بزرگ

کنیم. ͳم ͳبررس را متعددی های مثال سپس و دهیم ͳم شرح را مطالب این نخست زیر در .(٣) ش΋ل بود،  نخواهد متعامد دیΎر فضا زیر Έی

٩



کنند. ͳم تغییر گیری اندازه از بعد های حالت که ͳوقت ٢ . ١

Έی تصویری گیری اندازه درواق΄ نباشند. تمیز قابل هم از کاملا̈ شده جدا ذرات ͳول کنیم جدا هم از را ذرات گیری اندازه Έی در که است مم΋ن

تاثیر تحت گرلاخ) اشترن آزمایش در 1/2 اسپین ذرات (مثلا اند شده جدا آزمایش اثر در که ͳذرات کنیم ͳم فرض درآن که است سازی آل ایده

حول آنها اسپین و گرفته قرار نیز ͳمغناطیس میدان خود تاثیر تحت ͳول شوند ͳم جدا و کنند ͳم احساس نیرو مختلف جهت دو در ͳمغناطیس گرادیان

حالت این بل΋ه نیستند، |z,−⟩ و |z,+⟩ آل ایده های حالت در دیΎر رسند ͳم ما آش΋ارسازهای به ذرات که ͳوقت بنابراین چرخد، ͳم متوسط میدان

ها اسپین ͳوضع حرکت بر ͳموضع ͳمغناطیس میدان اثر دهنده نشان U− و U+ آن در که اند شده تبدیل U−|z,−⟩ و U+|z,+⟩ های حالت به ها

ͳان΋ی عملΎر باشد متفاوت تواند ͳم جداشده های باری΋ه برای ͳموضع میدان که آنجا از اند. رسیده آش΋ارسازها به ذرات این که است ای فاصله در

پس های حالت که عملΎرهایی دلیل این به نیستند. متعامد دیΎر آش΋ارسازها به رسیده های حالت بنابراین است. متفاوت نیز ایم برده کار به که ای

.M− := U−P− +Mو := U+P+ از عبارتند عملΎرها این بل΋ه −Pنیستند، +Pو تصویری عملΎر دو دیΎر کنند ͳم مشخص را گیری اندازه از

داشت خواهیم کنیم.، دنبال ناخواسته یا خواسته ͳزمان تحول Έی با را آل ایده و تصویری گیری اندازه Έی که ͳوقت تر ͳکل طور به

Mm = UmPm (١٨)

داشت: خواهیم متعامد گیری اندازه تعریف به توجه با شرایط دراین هستند. ͳان΋ی عملΎرهای ها Um درآن که

∑
m

M†
mMm =

∑
m

PmU
†
mUmPm =

∑
m

Pm = I, (١٩)

و

P (m) = tr(PmρPm) = tr(U†
mMmρM

†
mUm) = tr(MmρM

†
m). (٢٠)

از: است عبارت گیری اندازه از بعد حالت چنین هم

ρm = Um
PmρPm

tr(PmρPm)
U†
m =

MmρM
†
m

tr(MmρM
†
m)
. (٢١)

دهیم. ͳم انجام متعامد گیری اندازه تر بزرگ فضای Έی روی که ͳوقت ٢ . ٢

های ͳخروج تعداد که بعدی d سیستم Έی روی گیری اندازه Έی انجام آن با مترادف و تر بزرگ فضای Έی در گیری اندازه ایده است مم΋ن

کنیم. ͳم ͳمعرف را گیری اندازه نوع این از هایی مثال بخش این در برسد. نظر به عجیب ͳکم اول نگاه در باشد d از بیش گیری اندازه

١٠



a b

آمده بیرون آل ایده گرلاخ اشترن آزمایش Έی از ١/٢ اسپین ذرات دهد. ͳم نشان را متعامد گیری اندازه Έی چپ سمت تصویر :٢ ش΋ل

به تا آل ایده گرلاخ اشترن آزمایش از آمدن بیرون از بعد ١/٢ اسپین ذرات دهد. ͳم نشان را نامتعامد گیری اندازه Έی راست سمت تصویر اند.

نیستند. عمود هم بر دیΎر ها حالت ͳول مانند ͳم ͳباق نخورده دست احتمالات اند. چرخیده ͳکم برسند ما آش΋ارسازهای

١١



ذره دو برای کل اسپین گیری اول: اندازه subsubsectionمثال

١ مثال ٢ . ٢ . ١

است مم΋ن هستند. Sz عملΎرِ های حالت ویژه |−⟩ و |+⟩ درآن که است |ψ⟩ = a|+⟩+ b|−⟩ حالت در 1/2 اسپین ذره Έی که کنید فرض

برای کنیم. مشخص را ای ذره دو سیستم Έی کل اسپین بتوانیم ͳول نباشد پذیر ام΋ان ما برای z راستای در ذره این اسپین گیری اندازه ͳبدلایل که

ِ حالت در مرکب سیستم صورت دراین باشد. داشته قرار |+⟩ حالت در دوم ذره که کنیم ͳم فرض ͳسادگ

|Ψ⟩ = a|+,+⟩+ b|−,+⟩ (٢٢)

: دهیم ͳم بسط زیر صورت به را فوق حالت ذره دو این S2 ͳیعن کل اسپین گیری اندازه برای دارد. قرار

|Ψ⟩ = α|1, 1⟩+ b
1√
2
(|1, 0⟩ − |0, 0⟩). (٢٣)

ای ذره دو سیستم این شود، ͳم انجام کل اسپین گیری اندازه که آنجا از ایم. کرده استفاده ای زاویه تکانه به مربوط |l,m⟩ نمادهای از جا دراین

شود: ͳم تصویر شده نوشته های حالت به زیر احتمالات با

P (1) = a2 +
b2

2
−→ 1√

a2 + b2

2

(a|1, 1⟩+ b√
2
|1, 0⟩)

P (0) =
b2

2
−→ |0, 0⟩. (٢۴)

ها حالت ͳبازنویس با یا

P (1) = a2 +
b2

2

1√
a2 + b2

2

(
a|++⟩+ b

2
(|+,−⟩+ |−,+⟩)

)

P (0) =
b2

2

1√
2
(|+,−⟩ − |−,+⟩) (٢۵)

آوریم ͳم بدست کنیم. محاسبه را آن ͳالΎچ ماتریس بایست ͳم دهیم تشخیص اول ذره برای را گیری اندازه از بعد های حالت آنکه برای

P (1) = a2 +
b2

2
ρ1 =

1

a2 + b2

2

 a2 + b2

4
ab
2

ab
2

b2

4


P (0) =

b2

2
ρ0 =

1

2

 1 0

0 1

 (٢۶)

١٢



است. متعامد و تصویری گیری اندازه Έی کل اسپین گیری اندازه آنکه حال و نیستند عمود برهم ρ1 و ρ0 های حالت و

٢ مثال ٢ . ٢ . ٢

و کرده جفت B مثل دیΎر سیستم از مرج΄ ِ حالت Έی با را A ͳیعن نظر مورد سیستم ِ حالت که است آن گیری اندازه مرسوم های راه از ͳ΋ی

مرج΄ حالت ،|ϕ⟩ با را A سیستم̮ اولیه ی ِ حالت اگر دهیم. ͳم انجام گیری اندازه B های پایه در ،AB ِ سیستم کل̥ روی ͳان΋ی عمل Έی از بعد

|ϕ⟩A ⊗ |0⟩B ِ حالت AB ِ سیستم روی U ͳان΋ی عمل آنگاه دهیم، نمایش {|µ⟩}Km=1 با را B ِ سیستم پایه بردارهای و |0⟩ با را B سیستم ِ

بود: خواهد چنین

U : |ϕ⟩A ⊗ |0⟩B −→
K∑
m=1

|ϕm⟩A ⊗ |m⟩. (٢٧)

فضای در عملΎرهایی ها Mm ها آن در که باشند Mm|ϕ⟩ ِ صورت به |ϕm⟩ بردارهای که است آن |ϕ⟩ به نسبت عملΎر این بودن ͳخط لازمه ی

بنابراین هستند، A

|ϕ⟩A ⊗ |0⟩B −→
K∑
m=1

Mm|ϕ⟩A ⊗ |m⟩. (٢٨)

این گیرد. قرار Mm|ϕ⟩ نامتعامدِ های حالت از ͳ΋دری A ِ سیستم که شود ͳم باعث {|m⟩} پایه ی در B ِ سیستم تصویری گیری اندازه حال

ͳم K های حالت تعداد اینکه اول دارد. وجود توجه جالب نکته ی چند جا دراین گیرد. ͳم صورت P (m) = ⟨ϕ|M†
mMm|ϕ⟩ ِ احتمال با کار

دوم کنیم. تصویر نامتعامد ِ حالت دو از بیش روی را 1/2 اسپین ذره Έی ترتیب این به توانیم ͳم مثلا̈ باشد. هیلبرت فضای بعدِ از بیشتر تواند

کنیم: ͳبازنویس زیر صورت به توانیم ͳم را احتمالات اینکه

P (m) = ⟨ϕ|M†
mMm|ϕ⟩ = tr(MmρM

†
m) = tr(M†

mMmρ) (٢٩)

ͳان΋ی شرط ضمناً داد. نمایش ρm =
MmρM

†
m

tr(MmρM
†
m)

صورت به توان ͳم m ی نتیجه آوردن بدست از پس نیز را ذره حالت که است ΀واض

باشیم داشته |ϕ⟩ اولیه ی حالت هر ازای به که کند ͳم الزام U عملΎرِ بودن

⟨ϕ| ⊗ ⟨0|U†U |ϕ⟩ ⊗ |0⟩ = ⟨ϕ|ϕ⟩, (٣٠)
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شود:  ͳم زیر شرط به منجر راست طرف کردن ساده و جایΎزاری از پس که

∑
m

M†
mMm = IA. (٣١)

است: زیر صورت به ذره دو حالت و دارند اختیار در ذره Έی کدام هر باب و آلیس تمرین: n

|ϕ⟩AB =
√

1− p|0, 0⟩+√p|1, 1⟩. (٣٢)

در صفر حالت در ͳ΋کم کیوبیت Έی آلیس کار این برای کنند. تبدیل ماکزیمال تنیده درهم حالت Έی به را حالت این خواهند ͳم آنها

است: ش΋ل این به ذرات کل حالت اکنون دهد. ͳم قرار خودش کیوبیت کنار

|ϕ⟩A′AB =
√
1− p|0, 0, 0⟩+√p|0, 1, 1⟩. (٣٣)

ͳمحاسبات پایه در سپس کند. ͳم اعمال مناسب U عملΎر Έی A′ و A ͳیعن است خودش اختیار در که هایی کیوبیت روی آلیس حال

به A,B های کیوبیت حالت معین احتمال Έی با که شود ͳم باعث گیری اندازه این دهد. ͳم انجام گیری اندازه Έی A′ کیوبیت روی

بل حالت تولید احتمال بیشترین و کنید. پیدا را U مناسب عملΎر بیاید. در بل حالت Έی ͳیعن ماکزیمال تنیده درهم حالت Έی صورت

آورید. بدست را

٣ مثال ٢ . ٢ . ٣

توان ͳم را نامتعامد گیری اندازه هر آن مبنای بر که ۵ نویمارک قضیه به موسوم تر ͳکل قضیه Έی از است ای نمونه گفتیم ͳقبل مثال در که آنچه

ͳکل اثبات برای را خواننده که بینیم ͳم را استدلال از ای نمونه زیر در گرفت. نظر در تر بزرگ فضای Έی در متعامد گیری اندازه Έی از ͳناش

کند. ͳم آماده درس ادامه در

به ما ͳاصل سیستم Έی روی گیری اندازه این و دهیم ͳم انجام تصویری گیری اندازه Έی تر بزرگ سیستم Έی روی ما اوقات از بسیاری در

Έی نخست موضوع این بهتر فهم برای دهد. ͳم نشان را پدیده این Έشماتی طور به (٣) ش΋ل شود. ͳم پدیدار متعامد نا گیری اندازه Έی عنوان

کنیم: ͳم ͳبررس را مثال

جاروب |2⟩ و |1⟩ پایه بردارهای با دوبعدی فضای زیر دهد. ͳم نشان را آن از دوبعدی فضای زیر Έی و بعدی سه فضای Έی (٣) ش΋ل

هیلبرت فضای در و داده جای دارد بعد سه که تر بزرگ سیستم Έی در است بعدی دو سیستم Έی که را خود سیستم ͳدلایل به ما ͳول شود. ͳم

Neumark۵
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. است نامتعامد گیری اندازه Έی دارد قرار فضا زیر Έی در که ناظری دید از بزرگ فضای بردارهای امتداد در تصویری گیری اندازه :٣ ش΋ل

گیری اندازه نوع این از ͳمشخص های تمرین و ها مثال آینده در دهیم. ͳم انجام {|e1⟩, |e2⟩, |e3⟩} پایه در متعامد گیری اندازه Έی تر بزرگ

برداری که کنید فرض است. H فضای زیر Έی HA دهیم. ͳم نشان H با را تر بزرگ فضای و HA با را Έکوچ دوبعدی فضای دید. خواهیم

باشند: زیر صورت به ش΋ل در شده داده نشان های

|e1⟩ =
1

2
|1⟩+ 1√

2
|2⟩+ 1

2
|3⟩

|e2⟩ =
1

2
|1⟩ − 1√

2
|2⟩+ 1

2
|3⟩

|e3⟩ =
1√
2
|1⟩ − 1√

2
|3⟩. (٣۴)

فضای در آن حالت بردار جهت همین به و است A سیستم به مربوط که زیر حالت روی فوق بردارهای امتداد در تصویری گیری اندازه Έی حال

گیریم: ͳم نظر در زیر صورت به را A سیستم حالت بردار دهیم. ͳم انجام دارد، قرار HA هیلبرت

|ψ⟩ = a|1⟩+ b|2⟩. (٣۵)

شود. ͳم انجام H بزرگ فضای در ما گیری اندازه ͳول دارد قرار HA فضای زیر در بردار این اگرچه
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استفاده زیر روابط از بنابراین دهیم. بسط بزرگ فضای گانه سه بردارهای برحسب را |ψ⟩ بردار بایست ͳم بفهمیم را گیری اندازه نتیجه اینکه برای

کنیم ͳم

|1⟩ =
1

2
|e1⟩+

1

2
|e2⟩+

1√
2
|e3⟩

|2⟩ =
1√
2
|e1⟩ −

1√
2
|e2⟩

|3⟩ =
1

2
|e1⟩+

1

2
|e2⟩ −

1√
2
|e3⟩. (٣۶)

کنیم: ͳم پیدا را |ψ⟩ بردار بسط و

|ψ⟩ = a|1⟩+ b|2⟩ = (
a

2
+

b√
2
)|e1⟩+ (

a

2
− b√

2
)|e2⟩+

a√
2
)|e3⟩ (٣٧)

است: مرتبط زیر احتمالات با |e3⟩ و |e2⟩ ،|e1⟩ های امتداد در حالت بردار این روی تصویری گیری اندازه صورت دراین

P (e1) = (
a

2
+

b√
2
)2

P (e2) = (
a

2
− b√

2
)2

P (e3) =
a2

2
. (٣٨)

بایست ͳم را گیری اندازه نتیجه اما شد. خواهد تصویر |e3⟩ یا و |e2⟩ ،|e1⟩ های حالت از ͳ΋ی به ذره حالت فوق احتمالات با که معنا این به

شد خواهد آن نتیجه بنابراین کنیم. تصویر HA زیرفضای به را فوق بردارهای بایست ͳم درنتیجه کنیم. نگاه HA زیرفضای درون ناظرِ دیدِ از

که کنید دقت کند. ͳم تصویر زیر متعامد غیر های حالت از ͳ΋ی به بالا احتمالات با را حالت بردار ناظر، این دیدِ از شده انجام گیری اندازه که

ایم. کرده بهنجار را بردارها

|v1⟩ =

√
1

3
|1⟩+

√
2

3
|2⟩

|v2⟩ =

√
1

3
|1⟩ −

√
2

3
|2⟩

|v3⟩ = |1⟩. (٣٩)

آید. ͳم بوجود تر بزرگ فضای Έی در متعامد یا تصویری گیری اندازه Έی از متعامد غیر گیری اندازه Έی چΎونه که دهد ͳم نشان مثال این

در کنیم گیری اندازه خواهیم ͳم که ͳحالت که کنید فرض کنیم. صورتبندی تر ͳکل صورت به کردیم بیان مثال این در که را آنچه توانیم ͳم حال

H⊥
A فضای دهیم. ͳم انجام {|em⟩} پایه ی در تصویری گیری اندازه Έی H = HA ⊕H⊥

A هیلبرت فضای روی ما ͳول دارد قرار HA فضای
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شود: ͳم تجزیه زیر صورت به ی΋تایی ش΋ل به |em⟩ ِ حالت هر است. عمود HA بر

|em⟩ = |vm⟩+ |vm⟩⊥ (۴٠)

تر: صریح صورت به یا

|em⟩ =

 |vm⟩
|v⊥m⟩

 (۴١)

هیلبرت درفضای ρA ͳیعن ما سیستم حالت که آنجا از است. H⊥
A فضای زیر به مربوط پایین بلوک و HA فضای زیر به مربوط بالا بلوک آن در که

که دانیم ͳم است، HA ِ

⟨v⊥m|ρA = 0 = ρA|v⊥m⟩. (۴٢)

است: چنین تر بزرگ سیستم حالت تر صریح طور به هم باز

ρAB =

 ρA 0

0 0

 (۴٣)

دارد. را شده گفته های خاصیت است ΀واض که

شود ͳم حاصل زیر احتمال با m نتیجه ی دهیم ͳم انجام H فضای در که ای تصویری گیری اندازه در

P (m) = tr(ρAB |em⟩⟨em⟩) = ⟨em|ρAB |em⟩.

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را احتمال این |em⟩ و ρAB ش΋ل به توجه با اما

P (m) = ⟨vm|ρA|vm⟩ = tr(|vm⟩⟨vm|ρA).

نوشت: توان ͳم عملΎری چه مربع صورت به را |vm⟩⟨vm| که ببینیم کنیم ͳم فکر بنویسیم tr(MmρM
†
M ) صورت به را احتمال این اینکه برای

زیر تساوی که خواهیم ͳم است. ͳهرمیت عملΎر Έی Mm بنابراین است. ͳحقیق پارامتر Έی c آن در که Mm := c|vm⟩⟨vm|, دهیم ͳم قرار

باشد. برقرار

M†
mMm = |vm⟩⟨vm| (۴۴)
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c = 1√
⟨vm|vm⟩

که آوریم ͳم بدست بنابراین

دهیم: ͳم قرار نتیجه در و

Mm =
|vm⟩⟨vm|√
⟨vm|vm⟩

. (۴۵)

بنویسیم توانیم ͳم بنابراین

P (m) = tr(MmρAM
†
m). (۴۶)

که دانیم ͳم چنین هم

∑
m

M†
mMm =

∑
m

|vm⟩⟨vm|. (۴٧)

بنویسیم: زیر صورت به توانیم ͳم HAفضای روی تصویرگر عملΎر از استفاده با را راست طرف اما

∑
m

M†
mMm =

∑
m

|vm⟩⟨vm| = PA(
∑
m

|em⟩⟨em|)PA = PAIA⊕BPA = PA ≡ IA, (۴٨)

ماند. ͳم فضا این در واحد عملΎر مثل عملΎر این A نظر از که است ͳطبیع و است HA فضای روی تصویرگر عملΎر PA آن در که

ͳم دیده |vm⟩ ͳیعن بردار این تصویر تنها HA فضای زیر در ͳول |em⟩ با بود خواهد برابر H بزرگ فضای در نیز گیری اندازه از بعد حالت

با: بود خواهد برابر شدن بهنجار از بعد A سیستم دید از گیری اندازه از بعد حالت بنابراین شود.

ρm =
|vm⟩⟨vm|√
⟨vm|vm⟩

(۴٩)

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را فوق عبارت که دهید نشان و کنید استفاده Mm تعریف از تمرین:  n

ρm =
MmρM

†
m

tr(MmρAM
†
m)
. (۵٠)
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POVM های گیری اندازه ٣

نداریم. ͳدسترس آنها به اینکه یا نیستیم علاقمند گیری اندازه از پس های حالت به و علاقمندیم گیری اندازه آمار به تنها ما موارد اغلب در تقریبا

Έی و شده فلزی ال΋ترود Έی جذب اول همان در شود ͳم وارد دستگاه این به که ͳفوتون بΎیرید. نظر در را ۶ فوتون شمارشΎر دستگاه Έی مثلا

جریان پالس Έی ثبت با ترتیب این به کنند. ͳم تولید را ͳ΋تری΋ال جریان Έی پیاپی چندمرحله در خود نوبه به که کند ͳم آزاد را ال΋ترون چند یا

یا نداریم. ای علاقه شده وارد شمارشΎر به که این از بعد فوتون حالت به اینجا در است. شده وارد شمارشΎر به فوتون Έی که شویم ͳم متوجه

واقعا موارد این دوی هر در کنیم. تعیین پرده مختلف نقاط Έی روی را نور شدت توانیم ͳم آن Έکم به که بΎیرید نظر در را ͳفلوروسانس پرده

اول حالت (در شوند ͳم خارج نیز ما دسترس از و دهند ͳم حالت تغییر شده ثبت ذرات اصولا که چرا نیست ما علاقه مورد شده ثبت ذرات حالت

ها رویداد احتمال به تنها مواردی درچنین شوند). ͳم جذب پرده روی دوم حالت در و دارد وجود شمارشΎر درون که ریزی فلزی صفحات در

چند یا رسند ͳم پرده از نقطه Έی به فوتون تا چند یا رسند ͳم ما شمارشΎر به فوتون تا چند هرثانیه در که بدانیم علاقمندیم مثلا ، هستیم علاقمند

بنویسیم توانیم ͳم موارد این در ها. این نظایر و عمودی تا چند و دارند ͳافق قطبش فوتون تا

P (m) = tr(MmρM
†
m) = tr(M†

mMmρ) = tr(Emρ), (۵١)

ِ شرط در و هستند مثبت عملΎرهای ها Em درآن که

∑
m

Em = I, (۵٢)

شود: ͳم تعریف زیر صورت به که رسیم ͳم گیری اندازه از ͳنوع به ترتیب این به کنند. ͳم صدق

Photo-muliplier tube۶
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شرط در که {Em, m = 1 · · ·K}مثبت عملΎرهای از ای مجموعه با POVM گیری اندازه Έی

∑
m

Em = I

مندیم علاقه شمارشΎرها)  های Έکلی (تعداد گیری اندازه آمار به تنها گیری اندازه نوع دراین شود. ͳم تعریف کنند ͳم صدق

برابر m نتیجه آوردن بدست احتمال کنیم، ͳم گیری اندازه ρ حالت روی که ͳوقت گیری. اندازه از بعد ذرات حالت به نه و

با: است

P (m) = tr(ρEm)

بΎیرید: نظر در را زیر عملΎرهای تمرین: n

M1 =
1

2
(I + r · σ), M2 =

1

2
(I + s · σ), M3 =

1

2
(I + t · σ), (۵٣)

عملΎرهای از ͳمشخص های مثال کنند. تعریف را نامتعامد گیری اندازه Έی عملΎر سه این که باشد چΎونه t و r, s بردار سه رابطه

دهید. ارائه مربوطه

حالت در ذره دو تمرین: n

|ψ⟩ = cos θ|0, 0⟩+ sin θ|1, 1⟩, 0 ≤ θ ≤ π

4
(۵۴)

دهیم: ͳم انجام زیر های ماتریس با نامتعامد گیری اندازه Έی اول ذره روی دارند. قرار

M0 =

 a 0

0 b

 , M0 =

 √1− a2 0

0
√
1− b2

 . (۵۵)

باشد. بل حالت Έی گیری اندازه از بعد حالت آید، ͳم بدست 0 نتیجه که ͳوقت که کنید تعیین چنان را a, b پارامترهای نسبت الف‐
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شرایط این تحت برسد. مم΋ن مقدار بیشترین به بل حالت Έی آوردن بست احتمال که کنید تعیین چنان را پارامترها این مطلق مقدار ‐ ب

شود؟ ͳم تبدیل ͳحالت چه به ذره دو حالت آید، ͳم بدست 1 نتیجه که ͳوقت

ذره سه حالت بنابراین دهیم. ͳم قرار ذره دو این کنار در را |0⟩ حالت در ذره Έی هستند. (١١) حالت در ذره دو که کنید فرض تمرین: n

است: زیر صورت به کنون ا هم با

|Ψ⟩
A′,A,B

= cos θ|0, 0, 0⟩+ sin θ|0, 1, 1⟩. (۵۶)

عملΎر Έی A,A′ ذره دو روی نخست است. دور ذره دو این از سوم ذره اما دارند. قرار هم ͳ΋نزدی در و آزمایشΎاه Έی در A′, A ذره دو

نتیجه به بسته B و A ذرات گیری اندازه اثر در بنابراین کنیم. ͳم گیری اندازه ͳمحاسبات پایه در را A′ ذره سپس و دهیم ͳم اثر U ͳان΋ی

طوری΋ه کنید انتخاب مناسبی ش΋ل به را U عملΎر شوند. تصویر مختلف حالت دو به توانند ͳم گیری اندازه

باشد. بل حالت Έی ͳیعن تنیده درهم کاملا حالت Έی ها حالت این از ͳ΋ی ‐ الف

برسد. خود مقدار بیشترین به بل حالت آمدن بدست احتمال که کنید کاری ͳان΋ی عملΎر مناسب انتخاب با سپس ‐ ب

اندازه Έی چΎونه که بینیم ͳم ترتیب این به آوردید. بدست ͳقبل مسئله در که است ͳاحتمال همان با مساوی احتمال این که دهید نشان

کیوبیت به موسوم ͳ΋کم ذره Έی روی متعامد گیری اندازه Έی سپس و ͳان΋ی عمل Έی طریق از توان ͳم را A ذره روی نامتعامد گیری

آورد. بدست ٧ خدمتکار

عملΎر دو تمرین: n

E1 = a0I + a1 · σ, b0 + b1 · σ

سازند. ͳم POVM Έی عملΎر دو این ͳشرایط چه تحت بΎیرید. نظر در را

آش΋ارساز دو ذره این پایین و بالا در کند. ͳم ساط΄ جهات همه در گاما ذرات خود از که بΎیرید نظر در را رادیواکتیو اتم Έی تمرین: n

: از عبارتند گیری اندازه این به مربوط عملΎرهای . بشمارند پایین و بالا های جهت در شده تابیده ذرات تعداد بتوانند که ایم داده قرار

Ancilla qubit٧
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(۵٧)

Eup =

∫ 5π
12

0

dθ sin θdϕ|θ, ϕ⟩⟨theta, ϕ|, Edown =

∫ π

7 π
12

dθ sin θdϕ|θ, ϕ⟩⟨θ, ϕ|, Escape = I−Eup−Edown.

Έکلی بالایی آش΋ارساز اینکه احتمال صورت این در شوند. ͳم پخش جهات همه در ی΋نواخت احتمال با ذرات که کنید فرض الف‐

و بالا آش΋ارساز دو هر اینکه احتمال است؟ چقدر نکنند Έکلی پایین و بالا آش΋ارسازهای از کدام هیچ اینکه احتمال است؟ چقدر کند

است؟ چقدر کنند Έکلی پایین

΁پاس صورت این در شوند. ͳم تابیده پایین کره نیم جهت در 1
3 احتمال با و بالا نیم΋ره طرف به 2

3 احتمال با ذرات که کنید فرض ‐ ب

چیست؟ بالا سوالات

ͳم تابانده چپ دست و راست دست کره نیم طرف به ترتیب به ب، قسمت در شده گفته احتمالات همان با ذرات که کنید فرض حال ‐ ج

دهید. ΁پاس دوباره را ب قسمت سوالهای شوند.

دارند: قرار زیر حالت در ذره دو تمرین: n

ρ =
1

4
(I + tσx ⊗ σx + tσy ⊗ σy + tσz ⊗ σz) (۵٨)

باشد. ͳالΎچ ماتریس Έی دهنده نشان عبارت این که کنید تعیین چنان را t پارامتر مجاز محدوده الف:

اندازه این پادمتقارن. حالت Έی یا هستد متقارن حالت Έی در ذره دو این آیا کند ͳم تعیین که دهیم ͳم انجام گیری اندازه Έی ‐ ب

بنویسید. را عملΎر دو این شود. ͳم مشخص POVM عملΎر دو با گیری

آورید. بدست را رویداد دو از هرکدام احتمال ج‐
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دهد. ͳم رخ اشتباه آنها در و نیستند دقیق آش΋ارسازها که ͳوقت ٣ . ٠ . ١

ͳبعض در روند. ͳم کار به غیردقیق ͳول متعامد های گیری اندازه توصیف در POVM های گیری اندازه چΎونه که دهیم ͳم نشان بخش این در

ͳم پیدا ͳهمپوشان ی΋دیΎر با و شده پخش ذرات موج تابع اینکه یا ندارند ͳکامل Έتفکی قدرت یا و نیستند دقیق ͳخیل ما آش΋ارسازهای موارد از

در شود. ͳم خطا ایجاد باعث و شود ͳم وارد D1 آش΋ارساز به ͳاحتمال با شود وارد D0 آش΋ارساز به بوده قرار که ای ذره موارد این در کنند.

توصیف P1 و P0 تصویرگرهای با که آل ایده تصویری گیری اندازه Έی از است ترکیبی ما گیری اندازه کنیم فرض توانیم ͳم حالت ترین ساده

زیر صورت به آش΋ارسازها در را ذرات ثبت احتمال توانیم ͳم صورت این در آید. ͳم بوجود ذرات ثبت در خطاهایی از بعد بلافاصله ͳول شود ͳم

بنویسیم:

P (0) = (1− p)Tr(ρP0) + pTr(ρP1)

P (1) = (1− p)Tr(ρP1) + pTr(ρP0). (۵٩)

ش΋ل به را بالا روابط توانیم ͳم صورت این در است. (؟؟) ش΋ل مطابق و متقارن صورت به خطا احتمال که ایم کرده فرض ͳسادگ برای اینجا در

بنویسیم: زیر

P (0) = Tr(ρE0)

P (1) = Tr(ρE1). (۶٠)

آن در که

E0 = (1− p)P0 + pP1

E1 = (1− p)P1 + pP0. (۶١)

یابد: ͳم تعمیم زیر صورت به شد گفته ساده مثال این در که آنچه است. Έی با برابر نیز آنها مجموع و هستند مثبت عملΎرهای این که کنید دقت

P(α) =
∑

P (α← i)P (i) (۶٢)

P(α) =
∑
i

P (α← i)Tr(ρPi) = Tr(ρ(
∑
i

P (α← i)Pi)) = Tr(ρEα) (۶٣)
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1-p

1-p

p

p

A B

دهد. ͳم نشان را ͳواقع های آش΋ارسازی راست سمت و آل ایده آش΋ارسازهای چپ سمت :۴ ش΋ل

آن در که

Eα =
∑
i

P (α← i)Pi. (۶۴)

است. Έی با برابر نیز آنها مجموع و هستند مثبت ͳمΎهم عملΎرها این که است معلوم

است. واحد عملΎر با برابر آنها مجموع و هستند مثبت ها Mα که کنید ثابت تمرین: n

ی΋دیΎر از ها حالت تشخیص ۴

که ͳسوال فرستد. ͳم باب به مساوی احتمال با را ها حالت این و دارد دراختیار |ψ2⟩ و |ψ1⟩ های حالت از زیادی تعداد آلیس که کنید فرض

آلیس اکنون که ͳحالت آیا که ببیند خواهد ͳم بل΋ه کند، گیری اندازه معین حالت Έی از را پذیر مشاهده فلان که نیست این است مواجه آن با باب
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تشخیص آن به و داریم توجه آنها به گیری اندازه در ما که ای ͳّکل های سوال از است ای نمونه این .|ψ2⟩ یا است |ψ1⟩ است فرستاده برایش

. نیستند معین حالت Έی روی پذیر مشاهده Έی گیری اندازه نوع از مهم سوالهای همیشه که بینیم ͳم بنابراین گوییم. ͳم ٨ حالت

ِ حالت یا است فرستاده وی برای را |ψ1⟩ ِ حالت آیاآلیس که دهد تشخیص مم΋ن حد تا بتواند ها گیری اندازه بهترین انجام با بایست ͳم باب

را. |ψ2⟩

|ψ1⟩ = |0⟩ |ψ2⟩ =
1√
2
(|0⟩+ |1⟩). (۶۵)

برایش آلیس که ͳحالت باره در ͳحدس است آورده بدست که ای نتیجه به بسته و کند ͳم گیری اندازه |1⟩ و |0⟩ پایه در باب که کنیم ͳم فرض

استراتژی این از نمونه دو زیر در ببرد. کار به را ͳگوناگون های استراتژی تواند ͳم باب که کنید دقت کند. ͳم اعلام را حدس این و زند ͳم فرستاده

دهیم: ͳم توضیح را ها

ͳبعض در باب است مم΋ن (البته است الیس⟨0| توسط شده ارسال حالت که کند ͳم اعلام آورد ͳم بدست 0 نتیجه باب هرگاه الف: استراتژی

باب موفقیت احتمال استراتژی این در است. فرستاده را |+⟩ حالت آلیس که کند ͳم اعلام آورد بدست 1 نتیجه که هرگاه و کند)  اشتباه موارد از

با: است برابر

Psuccess = P (0| |0⟩)P (|0⟩) + P (1| |+⟩)P (|+⟩). (۶۶)

آن در که

P (|0⟩) = P (|+⟩) = 1

2

است این احتمال نیز P (a| |b⟩) و ایم گرفته برابر را آنها مثال این در که بفرستد باب به را فوق های حالت از هرکدام آلیس که است این احتمال

آوریم: ͳم بدست (۶۶) رابطه به توجه با است. کرده دریافت |b⟩ حالت که ͳوقت بیاورد بدست a نتیجه باب که

Psuccess = 1× 1

2
+

1

2
× 1

2
=

3

4
. (۶٧)

را |+⟩ حالت آلیس که است مواردی همان این و کند ͳم اعلام غلط را نتیجه و کند ͳم اشتباه باب اوقات ͳگاه استراتژی این در که کنید دقت

دهد. ͳم رخ 1/4 احتمال با خطا این است. |0⟩ شده فرستاده حالت که کند ͳم اعلام و آورد ͳم بدست را 0 نتیجه او و فرستد ͳم او برای

State Discrimination٨
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1 نتیجه که ͳوقت تنها نتیجه در باشد. مطمئن کاملا اش حدس ͳدرست از که گوید ͳم را نتیجه ͳوقت تنها باب استراتژی این در ب: استراتژی

اعلام موارد 1/4 در تنها او جا این در کند. ͳم س΋وت صورت این غیر در و شده ارسال برایش |+⟩ حالت که کند ͳم اعلام کند ͳم دریافت را

بنویسیم: توانیم ͳم بنامیم موفقیت را این اگر کند. ͳم ͳقطع نظر

Pno−error = P (1| |+⟩)P (|+⟩) = 1

2
× 1

2
=

1

4
. (۶٨)

٩

کند. ͳم گیری اندازه ͳمحاسبات پایه در بازهم باب و فرستد. ͳم باب برای حالت هر از نسخه دو بار هر آلیس که کنید فرض حال تمرین: n

Έی است. فرستاده برایش را حالت جفت کدام آلیس که بΎوید قطعیت با تواند ͳم موارد درصد چند در باب بار این که کنید حساب

کنید. محاسبه را آن موفقیت احتمال و طرح نیز را دیΎر استراتژی

گیری اندازه ͳمحاسبات پایه در بازهم باب و فرستد ͳم باب برای حالت هر از تایی N بسته Έی بار هر آلیس که کنید فرض حال تمرین: n

Έی است. فرستاده برایش را بسته کدام آلیس که بΎوید قطعیت با تواند ͳم موارد درصد چند در باب بار این که کنید حساب کند. ͳم

شود؟ ͳم چه شما نتیجه کند میل نهایت بی سمت به N اگر کنید. محاسبه را آن موفقیت احتمال و طرح نیز را دیΎر استراتژی

کند، درست ͳدلخواه تعداد فوق های حالت از که باشد نداشته ͳمنبع و بفرستد برایش را ها حالت از ͳ΋ی بار هر بتواند فقط آلیس اگر اما

چنین Έی واق΄ در که دهیم نشان خواهیم ͳم قسمت این در دهد؟ تشخیص هم از را ها حالت و دهد انجام بهتری گیری اندازه تواند ͳم باب آیا

دهد: ͳم انجام را زیر عملΎرهای با POVM گیری اندازه Έی بایست ͳم وی دارند. وجود هایی گیری اندازه

E1 = α|1⟩⟨1|, E2 = β(|−⟩⟨−|) (۶٩)

و |−⟩ = 1√
2
(|0⟩ − |1⟩) درآن که

E3 = I − E1 − E2 ==

 1− β
2

β
2

β
2 1− α− β

2

 . (٧٠)

تقارن شده ارسال های حالت به نسبت که ببرد کار به ای پایه بایست ͳم باب نیست. ی΋دیΎر از حالت دو این تشخیص برای روش بهترین ͳمحاسبات پایه در گیری اندازه ٩البته

درسو ای آخر های تمرین به کنید رجوع باشد. داشته
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نیز E3 عملΎر که شوند انتخاب چنان بایست ͳم که هستند ͳمثبت اعداد β و α و شده نوشته |1⟩ و |0⟩ پایه ͳیعن ͳمحاسبات پایه در E3درآن که

ͳم دقت کار این برای دهد. تشخیص را شده ارسال ِ حالت ِ نوع قطعیت با تواند ͳم موارد درصد چند در باب که ببینیم خواهیم ͳم باشد. مثبت

زیراست. صورت به شده ارسال های حالت آنزامبل که کنیم

ρ =
1

2
(|ψ1⟩⟨ψ1|+ |ψ2⟩⟨ψ2|) (٧١)

همین به .⟨ψ1|E1|ψ1⟩ = 0 زیرا است شده ارسال |ψ2⟩ ِ حالت که گوید ͳم اطمینان با وی آید بدست ١ نتیجه ͳوقت که دانیم ͳم چنین هم

که است ٣ نتیجه آوردن بدست حالت در تنها است. شده ارسال وی برای |ψ1⟩ حالتِ که است مطمئن آورد ͳم بدست را ٢ نتیجه که ͳوقت دلیل

درآن که Pno−error = P (1) + P (2) با برابراست موفقیت احتمال بنابراین ماند. خواهد ͳباق مردد چنان هم وی

P (1) = tr(ρE1) =
1

2
⟨ψ2|E1|ψ2⟩ =

1

4
α

P (2) = tr(ρE2) =
1

2
⟨ψ1|E2|ψ1⟩ =

1

4
β. (٧٢)

داریم: دیΎر عبارت به

Pno−error = tr(ρ(1− E3)) = 1− tr(ρE3). (٧٣)

E3 عملΎر که کند پیدا ادامه جایی تا بایست ͳم کردن بیشنیه این اما کنیم. بیشینه را α+ β مقدار بایست ͳم موفقیت احتمال کردن بیشینه برای

: با برابرند E3رΎعمل مقدارهای ویژه بماند. ͳباق مثبت چنان هم

λ± =
1

2

(
2− α− β ±

√
α2 + β2

)
(٧۴)

داشت: خواهیم بنابراین بΎیریم. مساوی را ها آن توانیم ͳم دارد وجود βو α تعویض به نسبت که ͳتقارن بدلیل

Pnoerror =
α

2
, λ± = 1− α± 1√

2
α (٧۵)

که چون کنیم نگاه λ− برای صفر مقدار به باید کار این برای نشوند. ͳمنف مقدارها ویˌژه از هیچ΋دام جایی΋ه تا است α زیادکردن ما هدف

با: برابراست α برای مم΋ن مقدار که شود ͳم معلوم ای محاسبه چنین با کند. ͳم شدن ͳمنف به شروع مقدار ویژه این که است ای ناحیه مرز این

α = β = 2−
√
2. (٧۶)

داشت: خواهیم درنتیجه

Pnoerror =
1

2
(2−

√
2) = 0.29. (٧٧)
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استراتژی مثال این در ما که کنید دقت دهد. تشخیص دقت به را ها حالت موارد از درصد ٢٩ در تواند ͳم باب قبل برخلاف بار این ͳیعن

ͳبعض و بزند حدس بتواند باب اینکه ͳیعن کنیم، دنبال ها گیری اندازه نوع این با (الف) استراتژی بخواهیم اگر واق΄ در کردیم. مطالعه را (ب)

از کمتر آنها موفقیت احتمال و نیستند خوب مثال این در شده گفته نوع از های گیری اندازه آنگاه درآید، آب از اشتباه ها حدس این نیز ها وقت

دارد. ͳخروج نتیجه دو فقط گیری اندازه که است مواردی

|+⟩ حالت 1 − p احتمال با و |0⟩ حالت p احتمال با بل΋ه فرستد ͳنم ی΋سان احتمال با را ها حالت آلیس که کنید فرض حال تمرین: n

باشد چنان بایست ͳم شما ΁پاس است. چقدر حالت تشخیص برای باب موفقیت احتمال صورت این در که کنید حساب کند. ͳم ارسال

کند. میل 0.29 مقدار سمت به p = 1
2 حد در و Έی سمت به حالت تشخیص احتمال p −→ 0 یا p −→ 1 حدی حالت در که

 :΁پاس

Pcorrect = 1−
√

2p(1− p). (٧٨)

مساوی احتمالات با و ͳتصادف صورت به را |ψ2⟩ := sin θ|0⟩+ cos θ|1⟩ و |ψ1⟩ := cos θ|0⟩+ sin θ|1⟩ حالت دو آلیس تمرین: n

متعامد گیری اندازه Έی آلیس کرد. پارامتربندی ش΋ل این به توان ͳم همواره را ͳدلخواه حالت دو هر که کنید دقت فرستد. ͳم باب برای

ͳم حدس آورد بدست را ui نتیجه هرگاه دهد. ͳم انجام |u2⟩ := − sinα|0⟩ + cosα|1⟩ و |u1⟩ := cosα|0⟩ + sinα|1⟩ درپایه

چه α باشد داشته واقعیت با را تطابق بیشترین باب حدس متوسط طور به آنکه برای است. فرستاده او برای را |ψi⟩ حالت آلیس که زند

کنید. تعیین را باب موفقیت مقدار مناسب تعریف Έی با کند. اختیار باید را مقداری

به POVM گیری اندازه Έی دادیم ارائه درس در که ͳحل راه با مشابه بار این اما بΎیرید نظر در را ͳقبل مسئله های حالت همان تمرین: n

بΎیرید: نظر در زیر ش΋ل

Eϕ := α|ψ⊥⟩⟨ψ⊥|, Eψ := α|ϕ⊥⟩⟨ϕ⊥|, E0 = I − Eψ − Eϕ. (٧٩)

باب برای مساوی احتمالات با و ͳتصادف صورت به را |ψ2⟩ := sin θ|0⟩+cos θ|1⟩ و |ψ1⟩ := cos θ|0⟩+sin θ|1⟩ حالت دو آلیس

کنید. حساب حالت این در را Pno−error کمیت ͳیعن کند، تعیین خطایی گونه هیچ بدون را ها حالت باب که این احتمال فرستد. ͳم

باشد. داشته ͳمعقول نتیجه ͳ΋فیزی نظر از شما نتیجه باید حدی های حالت در

این ΁پاس نه. یا کند انتخاب تری مناسب پایه تواند ͳم باب آیا ها حالت تشخیص برای که بΎیریم یاد خواهیم ͳم تمرین این در تمرین: n

|+⟩ یا |0⟩ های حالت از نسخه N بار هر آلیس که کنید فرض باشیم کرده طرح تری ͳکل ش΋ل به را مسئله آنکه برای و است مثبت سوال
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: از عبارتند شود ͳم ارسال باب برای که بردارهایی بنابراین کند. ͳم ارسال باب برای را

|ψ1⟩ = |0⟩⊗N , |ψ2⟩ = |+⟩⊗N . (٨٠)

تر Έنزدی صفر به آنها ͳداخل ضرب زیرا شوند ͳم تر Έنزدی برهم عمود بردار دو به بردار دو این شود ͳم تر زیاد N هرچه که کنید دقت

شود. تر آسان بایست ͳم نیز آنها تشخیص که دهد ͳم نشان امر این شود. ͳم

دو این به نسبت ͳل΋ش نظر از ثانیا و باشند عمود برهم اولا که کنید تعیین چنان فوق بردار دو صفحه در را |a2⟩ و |α1⟩بردار دو الف:

که این باشد. |ψ2⟩ بردار به Έنزدی |a2⟩ بردار و |ψ1⟩ به Έنزدی بایست ͳم |a1⟩ بردار دیΎر عبارت به باشند. داشته تقارن نوع Έی بردار

شماست. عهده به شود ͳم تعیین ͳریاض روابط با چΎونه تقارن این

دهد. ͳم انجام است ساخته که متعامدی پایه در را اش گیری اندازه باب که است این کند ͳم ͳط باب که ای استراتژی حال ب:

|ψ2⟩ بردار که کند ͳم اعلام آمد بدست |a2⟩ نتیجه اگر و شده ارسال برایش |ψ1⟩ بردار که کند ͳم اعلام آمد بدست |a1⟩ نتیجه اگر

کند. ͳم میل صفر سمت به خطا Nاین افزایش با که دهید نشان آورید. بدست را شود ͳم مرتکب باب که خطایی میزان . شده ارسال برایش

کنید. حساب است N = 1 که ͳوقت برای را خطا این مقدار  : پ

بΎیرید: نظر در زیر صورت به POVM Έی تمرین: n

E1 =
1

2
|z,+⟩⟨z,+|, E2 =

1

2
|z,−⟩⟨z,−|,

E3 =
1

2
|x,+⟩⟨x,+| E4 =

1

2
|x,+⟩⟨x,−| (٨١)

گرفت. نظر در ͳدوکیوبیت فضای Έی در متعامد گیری اندازه Έی عنوان به توان ͳم را POVM این که دهید نشان

اندازه Έی دهیم. تمیز هم از گیری اندازه با را |ψ2⟩ = 1√
3
|0⟩ +

√
2√
3
|1⟩ و |ψ1⟩ = 1√

2
(|0⟩ + |1⟩) های حالت خواهیم ͳم تمرین: n

موارد درصد چند در که کنید تعیین چنین هم آورید. بدست داد تمیز هم از را حالت دو این توان ͳم آن Έکم به که POVM گیری
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است. درست قط΄ بطور حالت نوع درمورد شما قضاوت

حالت که زنید ͳم حدس شما شود. ͳم داده شما به بلوخ کره روی از ی΋نواخت احتمال با |ψ⟩ ِ خالص حالت Έی که کنید فرض تمرین: n

شود ͳم داده زیر عبارت با که شما حدس این به مربوط Fidelity اصطلاح به یا تشابه متوسط، طور به است. شده داده شما به |ϕ⟩ ِ

چقدراست؟

F := |⟨ϕ|ψ⟩|2. (٨٢)

شود: ͳم تعریف زیر صورت به σ و ρ ِ حالت دو تشابه یا فیدلیته تمرین: n

F := tr

√
σ

1
2 ρσ

1
2 . (٨٣)

فاصله از ͳتابع بایست ͳم شما ΁پاس کنید. حساب را فیدلیته بلوخ، کره در ρ = 1
2 (I + s⃗ · σ⃗) و ρ = 1

2 (I + r⃗ · σ⃗) ِ حالت دو برای

در باشد. متقارن σ و ρ به نسبت F ِ تعریف فرم علیرغم بایست ͳم نهایی نتیجه باشید، کرده محاسبه درست اگر باشد. s و r بردارهای

دیده اید. ͳکوانتوم Έانی΋م درس در که شود ͳم منجر رابطه ای همان به تشابه تابع این که دهید نشان هستند خالص حالت هردو حالتی΋ه

و |0⟩ پایه در تصویری گیری اندازه Έی حالت این روی بΎیرید. نظر در را |ψ⟩ = a|0⟩+ b|1⟩ ِ مثل خالص و دلخواه حالت Έی تمرین: n

بدست گیری اندازه از قبل حالت با را گیری اندازه از بعد حالت فیدلیته شویم. گاه آ گیری اندازه نتیجه از اینکه بدون دهیم، ͳم انجام |1⟩

دارد؟ را مقدار بیشترین فیدلیته این b و a از مقدارهایی چه ازای به آورید.

بΎیرید: درنظر را زیر خالص حالت تمرین: n

|Ψ⟩ = 1√
2
|0⟩

(
1

2
|0⟩+

√
3

2
|1⟩

)
+

1√
2
|1⟩

(
1

2
|1⟩+

√
3

2
|0⟩

)
. (٨۴)

آورید. بدست را حالت این اشمیت تجزیه
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دارد، قرار |z,−⟩ ِ درحالت که ͳدوم ذره درکنار را ذره این دارد. قرار |ψ⟩ = a|z,+⟩+ b|z,−⟩ حالت در ٢/١ اسپین ذره Έی تمرین: n

نیز گیری اندازه نتایج از دهیم. ͳم انجام است کل ای زاویه تکانه های پایه که |l,m⟩ پایه در دوذره هر روی گیری اندازه Έی و گذاشته

نیستیم. مطل΄

کنید. مشخص گیری اندازه از بعد و قبل را اول ذره ͳالΎچ ماتریس الف:

شود؟ ͳم مشخص عملΎرهایی چه با است شده انجام که گیری اندازه اول ذره دید از : ب

ها حالت تخمین ۵

با خواهیم ͳم ما و است شده داده ما به ی΋سان حالت زیادی تعداد است. این مسئله صورت پردازیم. ͳم ١٠ حالت تخمین مسئله به بخش این در

داده ما به که تعدادی آیا دارد. متعدد عوامل به ͳبستگ ما تخمین دقت که است ͳطبیع کنیم. مشخص را حالت این گیری اندازه و ازمایش انجام

دهیم؟ انجام متعدد های گیری اندازه توانیم ͳم اینکه یا دهیم انجام توانیم ͳم گیری اندازه نوع Έی فقط آیا متناهͳ؟ یا است نهایت بی است شده

کنیم: ͳم ͳبررس را ͳگوناگون شرایط زیر های بخش زیر در کنند. ͳم ایفا نقش ما نهایی تخمین در ها این همه

. دهیم. انجام ها حالت از نامحدودی تعداد روی توانیم ͳم را دلخواه های گیری اندازه که ͳوقت ١ . ۵

شود: ͳم نوشته زیر صورت به کیوبیت Έی حالت داریم. سروکار کیوبیت Έی با که کنیم ͳم فرض ͳسادگ برای

ρ =
1

2
(I + r · σ). (٨۵)

State Estimation١٠
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با برابرند r بردار های مولفه کنیم. تعیین را r بردار بایست ͳم حالت این کردن مشخص برای

x := ⟨σx⟩ = tr(σxρ), y := ⟨σy⟩ = tr(σyρ), z := ⟨σz⟩ = tr(σzρ). (٨۶)

زیادی بسیار تعداد که کنیم ͳم فرض (فعلا آوریم. بدست را بالا های متوسط مقادیر تا دهیم انجام جداگانه آزمایش سه که است ͳکاف بنابراین

ͳبررس تفصیل به را محدودیت این بعدا نداریم. ͳمحدودیت نوع هیچ بالا های متوسط محاسبه در و داریم اختیار در ی΋سان های حالت این از

دارد. وجود گیری اندازه برای انتخاب نهایت بی و نیستند مم΋ن انتخاب تنها بالا پذیر مشاهده سه که است ΀واض ( کرد. خواهیم

است: داده بدست را زیر های متوسط شده انجام های گیری اندازه کیوبیت Έی روی تمرین:  n

⟨H⟩ = 1

3
√
2
, ⟨X − Z⟩ = 1

3
, ⟨X⟩ = ⟨Y ⟩. (٨٧)

شود؟ ͳم مشخص بلوخ کره در برداری چه با کیوبیت این

است. شده داده شما به ͳکیوبیت دو حالت Έی تمرین:  n

بنویسید. ͳپاوول های ماتریس برحسب را حالت این ͳکل ش΋ل الف:

ی΋سان حالت نامحدودی تعداد که کنید فرض شود. مشخص کامل طور به حالت که است لازم گیری اندازه تا چند که کنید مشخص ب: 

دارید. اختیار در

است. شده داده شما به d بعد با ͳکیودیت حالت Έی تمرین:  n

شود؟ مشخص کامل طور به حالت ش΋ل که است لازم گیری اندازه تا چند الف:

شود. مشخص حالت آنها متوسط گیری اندازه با که کنید مشخص ͳهرمیت عملΎر مجموعه Έی ب:

است. شده داده شما به ͳکیوبیت n حالت Έی تمرین: n

بنویسید. ͳپاوول های ماتریس برحسب را حالت این ͳکل ش΋ل الف:
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ی΋سان حالت نامحدودی تعداد که کنید فرض شود. مشخص کامل طور به حالت که است لازم گیری اندازه تا چند که کنید مشخص ب: 

دارید. اختیار در

. دهیم. انجام ها حالت از نامحدودی تعداد روی توانیم ͳم را ها گیری اندازه از ͳبعض فقط که ͳوقت ٢ . ۵

مثلا نداریم. را بالا گیری اندازه نوع سه انجام ام΋ان آزمایشΎاه در که کنید فرض حال گیری اندازه برای که دیدیم کیوبیت. مثال به گردیم ͳم باز

بΎیریم. اندازه هستند مشخص جهت دو که را σz و σx پذیرهای مشاهده متوسط فقط توانیم ͳم

چیست؟ بدهیم بدست توانیم ͳم ͳکوانتوم حالت برای که ͳتخمین بهترین که پرسیم ͳم صورت این در

به را مسئله این کنیم. اکتفا تخمین Έی به باید تنها و کنیم مشخص دقیق طور به توانیم ͳنم را ͳکوانتوم حالت جا دراین که است ΀واض

در و شود ͳم داده نشان ρ با باشد، ذره چند یا ذره Έی تواند ͳم که ، ͳکوانتوم سیستم حالت که کنید فرض این بنابر . کنیم ͳم مطالعه ͳکل طور

کنیم: تعیین آزمایشΎاه در توانیم ͳم را زیر های کمیت ͳیعن داریم. را GK تا G1 پذیرهای هده مشا متوسط گیری اندازه ام΋ان آزمایشΎاه

gi := ⟨Gi⟩ = tr(Giρ), i = 1, · · ·K. (٨٨)

باشیم، نداشته حالت مورد در ͳاطلاع هیچ اگر چیست؟ ρ برای تخمین بهترین داریم ρ مورد در بالا روابط از که ͳدانش با که است این سوال

آن تخمین بهترین بنابراین ندارد. برتری دیΎری بر ͳالΎچ ماتریس نوع هیچ و باشد. جایی هر ͳالΎچ های ماتریس فضای در تواند ͳم حالت این

است این از ͳناش نیز یقین عدم بیشینه این کند. ͳم منعکس را یقین عدم مقدار بیشترین ماتریس این کنیم. اختیار واحد با متناسب را ρ که است

است ͳحالت است سیستم به مربوط هیلبرت فضای بعد d آن در که ρ = 1
dI حالت واق΄ در نداریم. حالت باره در ͳخاص اطلاع گونه هیچ ما که

کند: ͳم بیشینه شود، ͳم تعریف زیر صورت به که را S آنتروپی یا یقین عدم که

S(ρ) = −tr(ρ ln ρ). (٨٩)

به ͳکوانتوم اطلاعات درس در خصوص به آینده درسهای در ͳول شویم ͳم روبرو ١١ نویمان فون آنتروپی تعریف با بار اولین برای جا این

را شانون آنتروپی هرگاه اینکه آن و کنیم اشاره آن ͳکل خاصیت Έی به است ͳکاف ͳکنون بحث برای گفت. خواهیم سخن آنتروپی باره در تفصیل

von Neumann Entropy١١
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آید: ͳم در زیر صورت به دهیم بسط ρ مقدارهای ویژه حسب بر

S(ρ) = −
∑
i

pi log pi, (٩٠)

است. ی΋سان است، ͳنظم بی دهنده نشان که دانیم ͳم و هستیم آشنا آن با آماری Έانی΋م درسهای از که ͳ΋کلاسی آنتروپی با کاملا واق΄ در که

،log2 d با است برابر آنتروپی آمیخته کاملا حالت Έی برای و صفر با برابر انتروپی مقدار خالص حالت Έی برای که دهید نشان تمرین: n

است. هیلبرت فضای بعد d آن در که

مقدارها این که هرچقدر کند. ͳم اختیار را مم΋ن مقدار d که کنید تصور ͳتصادف متغیر Έی برای احتمال مقادیر را ها pi توانید ͳم واق΄ در

است. کمتر آنتروپی میزان باشند تر Έنزدی هم به که چقدر هر و بیشتر انتروپی مقدار باشند تر نظم بی و تر پراکنده

که این به توجه با چنین هم و بالا های قید به توجه با را آنتروپی بایست ͳم است ٨٨ روابط به مقید که است چنان ρ حالت دانیم ͳم که حال

در بارها که کاری دهیم.(همان ͳم انجام لاگرانژ ضرایب از استفاده با را کار این کنیم. بیشینه ͳهرمیت های ماتریس فضای در است tr(ρ) = 1

دهیم: ͳم قرار بنابراین ایم). داده انجام آماری Έانی΋م

F (ρ) = −tr(ρ log ρ)−
∑
i

λi(tr(Ĝiρ)− gi)− λ(trρ− 1), (٩١)

به: شود ͳم منجر ρ به نسبت F وردش باشد. صفر با برابر ρ تغییرات به نسبت تابع این اول مرتبه تغییرات که کنیم ͳم تقاضا و

δF (ρ) = −tr(δρ ln ρ+ δρ)−
∑
i

λitr(Ĝiδρ)− λtr(δρ), (٩٢)

رسیم: ͳم زیر نتیجه به بالا رابطه در صفر با مساوی δρ ضریب دادن قرار با باشد صفر با برابر δρ هر برای بایست ͳم وردش این که آنجا از

ρ =
1

Z
e−
∑

i
λiĜi , (٩٣)
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قرار صفر با مساوی λ و ها λi به نسبت را F مشتق بایست ͳم گرانژ لا ضرایب روش با مطابق که دانیم ͳم است. عددی ضریب Έی Z آن در که

.tr(Ĝiρ) = gi و tr(ρ) = 1 اینکه ͳیعن ایم کرده شروع ها آن از که شوند ͳم قیدهایی همان به منجر معادله دو این دهیم.

نتیجه در که دهد ͳم بدست را Z مقدار اول معادله

Z = tr
(
e−
∑

i
λiĜi

)
. (٩۴)

: که شود ͳم این به منجر هم دوم معادله

gi =
1

Z
tr
(
Ĝie

−
∑

i
λiĜi

)
. (٩۵)

نوشت: نیز زیر صورت به توان ͳم را اخیر معادله این

gi = −
∂

∂λi
lnZ. (٩۶)

ترتیب این به دهد. ͳم بدست ها gi حسبت بر را ها λi مقادیر است ͳغیرخط شده جفت دسته Έی البته که اخیر معادلات دسته کردن حل

آید. ͳم بدست ایم داده انجام که هایی آزمایش از استفاده با ρ برای تخمین بهترین

است: دست در زیر مقدار و است شده انجام آزمایش کیوبیت Έی حالت روی که کنید فرض تمرین: n

⟨σx⟩ = a. (٩٧)

چیست؟ کیوبیت حالت برای تخمین بهترین

داریم: اختیار در را زیر مقادیر و شده انجام آزمایش دو که کنید فرض ͳقبل تمرین در تمرین: n

⟨σx⟩ = a,
1√
2
(σy + σz)⟩ = b. (٩٨)

چیست؟ کیوبیت حالت تخمین بهترین
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با ایم. کرده تعیین را ها فوتون متوسط مقدار است، معین فرکانس Έی با های فوتون شامل که ͳترومغناطیس΋ال کاواک Έی در تمرین: n

کنید. تعیین را ρ حالت برای که ͳتخمین بهترین بالا روش از استفاده

ͳسادگ برای بزنیم. تخمین ⟨X⟩ ͳیعن م΋ان مختصه متوسط داشتن با تنها را Έهارمونی نوسانگر Έی ͳکوانتوم حالت خواهیم ͳم تمرین: n

.X = a+ a† باشیم: داشته که بΎیرید چنان را پلانک ثابت چنین هم و نوسانگر فرکانس و جرم نظیر پارامترهایی

ͳیعن همدوس های حالت بودن کامل رابطه از توانید ͳم Z محاسبه برای راهنمایی: 

1

π

∫
dzdz|z⟩⟨z| = I (٩٩)

است. همدوس بهنجار حالت دهنده نشان |z⟩ آن در که

دهیم. انجام آزمایش توانیم ͳم ها حالت از محدودی تعداد روی تنها که ͳوقت ٣ . ۵

پذیر مشاهده Έی متوسط دقیق و درست محاسبه کنیم. تعیین دقیق طور به را پذیر مشاهده متوسط توانیم ͳم که بود این ما فرض ͳقبل بخش در

ͳحت که است این ما ͳاصل مسئله واق΄ در نیست. مم΋ن عمل در وقت هیچ که است حالت Έی از کپی نهایت بی داشتن نیازمند آزمایش روی از

باعث کار این زیرا دهیم انجام آزمایش آنها تمام روی خواهیم ͳنم ما باشد کرده ارسال ما آزمایشΎاه به ی΋سان حالت زیادی ͳخیل تعداد آلیس اگر

تعداد این از استفاده با و کنیم آزمایش ها حالت از ͳکم تعداد روی که است این خواهیم ͳم ما که آنچه شود. ͳم ها حالت این ͳوادوس و رمبش

تری ͳواقع حالت و بΎیریم فاصله پرداختیم آن به قبل بخش در که ͳآل ایده حالت از بایست ͳم بنابراین کنیم. تعیین را ذرات تمام حالت محدود

بزنیم. تخمین را ͳکوانتوم حالت آنها روی آزمایش انجام با خواهیم ͳم و داریم دسترس در حالت محدودی تعداد تنها آن در که کنیم ͳبررس را

کنیم. ͳم ͳبررس را Έکلاسی دنیای از مثال Έی نخست موضوع این با شدن آشنا برای

Έکلاسی آماری استنتاج ٣ . ١ . ۵

شیر برای pk احتمالات دارای ام k س΋ه اند. شده گذاری شماره m تا 1 های شماره با که داریم اختیار در نامتوازن س΋ه چندین که کنید فرض

آزمایش بار N این در بیندازیم. بار N را آن که داریم حق ما و دهند ͳم ما به را ها س΋ه این از ͳ΋ی است. آمدن خط برای qk = 1− pk و آمدن

برقرارند: زیر روابط که دانیم ͳم اند. داده ما به را س΋ه کدام که بزنیم حدس آزمایش نتیجه از خواهیم ͳم . است آمده شیر س΋ه بار N+
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P (N+|k) =

 N

N+

 p
N+

k q
N−N+

k , k = 1, m, (١٠٠)

باشند. داده ما به را ام k س΋ه اگر است شیر تا N+ آمدن احتمال P (N+|k) آن در که

است: برقرار زیر صورت به ͳتصادف متغیر دو برای ͳشرط احتمالات بین زیر رابطه که دانیم ͳم

P (x|y) = P (y|x)P (x)
P (y)

=
P (y|x)P (x)∑

x P (y, x)
(١٠١)

همان P (k|N+) ͳیعن کمیت این بیاوریم. بدست را P (k|N+) ͳیعن مسئله مجهول توانیم ͳم ͳقبل رابطه و رابطه این از استفاده با بنابراین

داشت: خواهیم بنابراین باشیم. آورده شیر تا N+ اگر باشیم داسته دست در را k س΋ه اینکه احتمال ͳیعن خواهیم ͳم ما که است چیزی

P (k|N+) =
P (i|N+)P (k)

P (N+)
=

P (N+|k)P (k)∑m
k=1 P (N+|k)P (k)

. (١٠٢)

بالا احتمالات محاسبه و آزمایش انجام از بعد صورت این در باشد. مربوطه س΋ه شماره همان که کرد تعریف K ͳتصادف متغیر Έی توان ͳم

بنابراین گیریم. ͳم K ͳتصادف متغیر متوسط با برابر را آن مقدار و دهیم ͳم نشان Kest با را مقدار این بزنیم. تخمین را K مقدار بهترین توانیم ͳم

داشت: خواهیم

Kest =

m∑
k=1

P (k|N+)k =

∑K
k=1 P (N+|k)P (k)∑
k P (N+|k)P (k)

(١٠٣)

ͳدرم زیر ساده ش΋ل به بالا رابطه نتیجه در و P (k) = const دهیم ͳم قرار باشند داده ما به ی΋نواخت احتمال با را ها س΋ه که ͳصورت در

آید:

Kest =

∑K
k=1 p

N+

k q
N−N+

k k∑K
k=1 p

N+

k q
N−N+

k

. (١٠۴)

کنیم. استنتاج است شده داده ما به که را ای س΋ه ترین محتمل توانیم ͳم است آمده بدست آزمایش از که ای نتیجه روی از ترتیب این به

٣٧



B س΋ه و q = 2/3 و p = 1/3 از عبارتند ترتیب به شان خط و شیر احتمالات که A س΋ه اند:  داده ما به را زیر س΋ه دو از ͳ΋ی تمرین:  n

.q = 3/5 و p = 2/5 با برابرند احتمالاتش که

B س΋ه اینکه احتمال است؟  چقدر باشند داده ما به را A س΋ه اینکه احتمال آوریم. ͳم شیر بار ۶٠٠ و اندازیم ͳم بار ١٠٠٠ را س΋ه این

است؟ چقدر باشند داده ما به را

N آلیس که کنیم ͳم فرض دهیم. تعمیم حالت تخمین مسئله و ͳکوانتوم دنیای به را استنتاج نحوه این خواهیم ͳم Έکلاسی مثال این از بعد

ͳم انجام ها حالت این از نسخه هر روی POVM = {E1, E2, · · ·EK} گیری اندازه Έی باب فرستد. ͳم باب برای ρ حالت Έی از نسخه

که است ͳطبیع آید. ͳم بدست i نتیجه بار mi ͳکل بطور و ، 2 نتیجه بار m2 ،1 نتیجه بار m1 گیری اندازه بار N این در دهد.

m1 +m2 + · · ·mK = N.

با: است برابر آید بدست ها گیری اندازه در نتایج این که این احتمال

PN (m1,m2, · · ·mK |ρ) =
N !

m1!m2! · · ·mK !
tr(E1ρ)

m1tr(E2ρ)
m2 · · · tr(EKρ)mK . (١٠۵)

است: زیر احتمال خواهیم ͳم ما که آنچه

P (ρ|m1,m2, · · ·mK) (١٠۶)

بهتر باشد. آورده بدست گیری اندازه بار N در را m1,m2, · · · نتایج باب اگر باشند کرده ارسال باب برای را ρ حالت آلیس اینکه احتمال ͳیعن

دهیم: ͳم قرار بنابراین کنیم، تعریف را ای خلاصه نمادهای که است

PN (ρ | m1,m2, · · ·mK) ≡ PN (ρ |m)

PN (m1,m2, · · ·mK | ρ) ≡ PN (m ρ). (١٠٧)

بنویسیم: توانیم ͳم اختصاری نمادهای این با

PN (ρ |m) =
PN (m |ρ)P (ρ)∫
dρPN (m |ρ)P (ρ)

(١٠٨)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به و شده تر ساده رابطه این است ثابت P (ρ) که ͳوقت برای

PN (ρ |m) =
PN (m |ρ)∫
dρPN (m |ρ)

. (١٠٩)
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با: است برابر شود ͳم زده تخمین که ͳحالت نتیجه در

ρest =

∫
PN (ρ |m)ρdρ. (١١٠)

گیری اندازه Έی های حالت این روی شود. ͳم ارسال ما برای دارد قرار |ψ⟩ خالص حالت در که کیوبیت Έی از نسخه N تمرین: n

را ͳتخمین بهترین آوریم. ͳم بدست 1 نتیجه بار N −m و 0 نتیجه بار m و دهیم ͳم انجام {|0⟩⟨0|, |1⟩⟨1|} تصویرگرهای با تصویری

چیست؟ بزنیم توانیم ͳم ρ برای که

:΁پاس

ρest =
1

2
(I +

2m−N
N

σz) (١١١)

است. آمیخته حالت Έی ما تخمین بهترین ͳول شده فرستاده ما برای خالص های حالت چه اگر که کنید دقت

پایه در ها حالت این روی باب فرستد. ͳم باب برای بار Έی برای آنهم مساوی احتمال با را |+⟩ یا |0⟩ حالت دو از ͳ΋ی آلیس تمرین: n

فرستاده را |0⟩ حالت آلیس که این احتمال او نظر از آورد. ͳم بدست |0⟩ و داده انجام گیری اندازه {|0⟩, |1⟩} پایه همان یا ١٢ ͳمحاسبات

چقدر؟ باشد فرستاده را |+⟩ حالت اینکه احتمال و است چقدر باشد

ͳمحاسبات پایه در ها حالت این روی باب فرستد. ͳم باب به بار دو برای ͳول مساوی احتمال با را |+⟩ یا حالت⟨0| دو از ͳ΋ی آلیس تمرین: n

احتمال و است چقدر باشد فرستاده را حالت⟨0| آلیس که این احتمال او نظر از آورد. ͳم بدست |0⟩ بار دو هر در و داده انجام گیری اندازه

چقدر؟ باشد فرستاده را |+⟩ حالت اینکه

ͳمحاسبات پایه در ها حالت این روی باب فرستد. ͳم باب به بار n برای ͳول مساوی احتمال با را |+⟩ یا حالت⟨0| دو از ͳ΋ی آلیس : تمرین n

احتمال و است چقدر باشد فرستاده را حالت⟨0| آلیس که این احتمال او نظر از آورد. ͳم بدست |0⟩ بار n هر در و داده انجام گیری اندازه

چقدر؟ باشد فرستاده را |+⟩ حالت اینکه

Computational Basis١٢
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کند. ͳم ارسال باب برای را ρ حالت از نسخه n آلیس که کنید فرض کنند. ͳم هموار تر ͳکل حالت بندی صورت برای را ما راه گذشته تمرین دو

عملΎرهای با POVM گیری اندازه ها حالت این روی باب

POVM = {E1, E2, · · · Ek} (١١٢)

البته است. باهم ها نسخه همه روی دهد ͳم انجام نیز باب که ای گیری اندازه و ρ⊗N از است عبارت کرده ارسال آلیس که ͳحالت دهد. ͳم انجام

داریم: صورت این در باشد. هم از جدا یا تنیده هم در گیری اندازه Έی تواند ͳم گیری اندازه این

PN (k|ρ) = tr(Ekρ⊗N ). (١١٣)

k نتیجه کند ͳم گیری اندازه آنها روی باب و فرستد ͳم باب برای ρ حالت از نسخه N آلیس ͳوقت که است این احتمال PN (k|ρ) از منظور

آورد. بدست

آوریم: ͳم بدست قبل مثل

PN (ρ|k) = PN (k|ρ)P (ρ)∫
PN (k|ρ)P (ρ)dρ

=
tr(Ekρ⊗N )P (ρ)∫
tr(Ekρ⊗N )P (ρ)dρ

(١١۴)

شود. ͳم ساده بالا رابطه باشد، ی΋نواخت ρ حالت انتخاب احتمال که ͳوقت هم باز

نویمارک قضیه ضمیمه:  ۶

کرد. بازسازی تر بزرگ فضای Έی در تصویری گیری اندازه Έی از توان ͳم را POVM گیری اندازه هر که کند ͳم بیان نویمارک قضیه

عملΎرهای با POVM گیری اندازه Έی V ِ بعدی d فضای Έدری که کنید فرض داریم. احتیاج کوتاه مقدمه Έی به نخست کار این برای

بدون توان ͳم را ها عملΎر این باشد. واحد عملΎر با برابر آنها همه جم΄ و بوده ͳنامنف بایست ͳم عملΎرها این دهیم. انجام {E1, E2, · · ·Ek}

مثل عملΎری که کنید فرض نکته این فهم برای گرفت. نظر در صفر) غیر مقدار ویژه Έی باحداکثر ͳیعن) Έی رتبه با عملΎرهایی کلیت نقض

نوشت توان ͳم صورت دراین باشد. ٢ رتبه دارای E1

E1 = E′
1 + E”1 (١١۵)
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داریم صورت دراین هستند. Έی رتبه عملΎرهای E” و E′ درآن که

P (1) = tr(E1ρ) = tr(E′
1ρ) + tr(E”1ρ) =: P (1′) + P (1”). (١١۶)

و دهیم انجام را {E′
1, E”1, E2, · · ·Ek} گیریِ اندازه هرگاه بنابراین کرده ایم. تعریف راست طرف در را P (1”) و P (1′) ِ احتمالات که

انجام را {E1, E2, · · ·Ek} ِ گیری اندازه که است این مثل دهیم قرار P (1) مساوی را آن و کنیم جم΄ باهم را P (1”) و P (1′) احتمالاتِ

از عملΎرهارا این تعداد توانیم ͳم چنین هم بΎیریم. نظر در Έی رتبه با عملΎرهایی را POVM عملΎرهای تمام توانیم ͳم مقدمه این با داده ایم.

نویمارک قضیه اثبات سراغ به مقدمه این با دهیم. انجام را کار این توانیم ͳم E = 0 ͳنامنف عملΎرهای افزودن با زیرا بΎیریم بیشتر V فضای بعد

ندارد. کم ͳکل اثبات از چیزی هیچ مطلقاً اثبات این داد. نشان کم بعد در مثال Έی با توان ͳم را اثبات ایده رویم. ͳم

انجا از شود. ͳم انجام فضا دراین که {E1, E2, E3} عملΎرهای با POVM گیری اندازه Έی و گیریم ͳم نظر در بعدی دو را V فضای

نوشت: زیر صورت به را آنها توان ͳم دارند Έی رتبه و بوده مثبت عملΎرها این که

E1 := λ1|ψ1⟩⟨ψ1| ≡ |ψ̃1⟩⟨ψ̃1|,

E2 := λ2|ψ2⟩⟨ψ2| ≡ |ψ̃2⟩⟨ψ̃2|,

E3 := λ3|ψ3⟩⟨ψ3| ≡ |ψ̃3⟩⟨ψ̃3|. (١١٧)

کنند: ͳم صدق زیر شرط در عملΎرها این

E1 + E2 + E3 = |ψ̃1⟩⟨ψ̃1|+ |ψ̃2⟩⟨ψ̃2|+ |ψ̃3⟩⟨ψ̃3| = I. (١١٨)

هستند: زیر ش΋ل به |ψ̃3⟩ و |ψ̃2⟩ ،|ψ̃1⟩ برداری صریح فرم

|ψ̃1⟩ =

 a1

b1

 |ψ̃2⟩ =

 a2

b2

 |ψ̃1⟩ =

 a3

b3

 . (١١٩)

زیراست: ترتیب به POVM عملΎرهای صریح فرم درنتیجه

E1 =

 a1a1 a1b1

b1a1 b1b1

 E2 =

 a2a2 a2b2

b2a2 b2b2

 E3 =

 a3a3 a3b3

b3a3 b3b3

 . (١٢٠)
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شود ͳم (١١٨) شرط ِ صریح فرم

E1 + E2 + E3 =

 a1a1 + a2a2 + a3a3 a1b1 + a2b2 + a3b3

b1a1 + b2a2 + b3a3 b1b1 + b2b2 + b3b3

 =

 1 0

0 1

 . (١٢١)

دهند: ͳم بعدی سه فضای در ی΋ه و متعامد بردار دو تش΋یل زیر ماتریس های ستون که است آن معنای به که
a1 b1

a2 b2

a3 b3

 (١٢٢)

سه این از بدهند. بعدی سه فضای برای ی΋ه و متعامد بردار سه تش΋یل مجموعاً که کرد اضافه بردار دو این به ͳسوم بردار توان ͳم ͳبراحت

دهیم ͳم تش΋یل را زیر ماتریس بردار

U :=


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 (١٢٣)

شود ͳم برآورده زیر شرط درنتیجه

UijU
∗
ik = δik (١٢۴)

روی U عمل صفراست، مخالف U دترمینان اینکه به توجه با زیرا شود. ͳم برقرار نیز UU† = I رابطۀ اما است. U†U = I رابطه معنای به که

درنتیجه .|α⟩ = U |β⟩ که یافت چنان |β⟩ مثل برداری توان ͳم |α⟩ ِ مثل دلخواه بردار هر برای و پذیراست وارون بعدی سه فضای

UU †|α⟩ = UU†(U |β⟩) = U(U†U)|β⟩ = U |β⟩ = |α⟩. (١٢۵)

نیز را U ماتریس سطرهای که دهد ͳم اجازه ما به U بودن ͳان΋ی است. ͳان΋ی U ماتریس اینکه ͳیعن ،UU † = I که است آن معنای به که

دهیم: ͳم نشان |u3⟩ و |u2⟩ ،|u1⟩ با را بردار سه بΎیریم.این درنظر ی΋ه و متعامد بردار سه عنوان به

|u1⟩ =


a1

b1

c1

 |u2⟩ =


a2

b2

c2

 |u3⟩ =


a3

b3

c3

 (١٢۶)
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شوند: ͳم تجزیه زیر ترتیب به بردار سه این

|u1⟩ = |ψ̃1⟩+ |ψ̃1
⊥
⟩

|u2⟩ = |ψ̃2⟩+ |ψ̃2
⊥
⟩

|u3⟩ = |ψ̃3⟩+ |ψ̃3
⊥
⟩. (١٢٧)

است متعامدی غیر بردارهای همان بعدی دو فضای در آنها تصویر ثانیاً و هستند ی΋ه متعامدِ اولا˦ که ایم آورده بدست را برداری سه ترتیب این به

شود: ͳم تعریف زیر گر تصویر عملΎرهای با بردارها این امتداد در تصویری گیری اندازه کنند. ͳم تعریف را POVM گیری اندازه که

P1 = |u1⟩⟨u1|, P2 = |u2⟩⟨u2|, P3 = |u3⟩⟨u3|. (١٢٨)

با است برابر m نتیجه ی آمدن بدست احتمال

P (m) = tr(PmρPm) = ⟨um|ρ|um⟩ = ⟨ψ̃m|ρ|ψ̃m⟩ = tr(Emρ). (١٢٩)

اندازه ایم داده نشان ترتیب این به است. عمود |ψ̃m
⊥
⟩ های برحالت ρ ͳیعن گیری اندازه مورد حالت که ایم کرده استفاده مطلب این از درآن که

عملΎرهای چΎونه که دهد ͳم نشان محاسبه این دانست. تر بزرگ فضای در تصویری گیری اندازه Έی از ͳناش توان ͳم را POVM گیری

خواهیم دهیم نشان PV با را V فضای روی تصویر عملΎر هرگاه دارند. رابطه تر بزرگ فضای در گر تصویر عملΎرهای با V فضای در POVM

داشت:

Em = |ψ̃⟩⟨ψ̃⟩| = PV |um⟩⟨um|PV = PV PmPV . (١٣٠)

آورد. بدست زیر ش΋ل به نیز را نهایی حالت توان ͳم رابطه این از استفاده با

ρ −→ PV ρ
′PV =−→ PV

∑
m

PmρPmPV =
∑
m

EmρE
†
m. (١٣١)

شود. ͳم کامل دراینجا نویمارک قضیه اثبات
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