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شده. Έح آن روی او جاودانه رابطه که بولتزمن Έلودوی مزار سنگ :١ ش΋ل
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دو و شصت او ١٩٠۶ سال در کرد. ͳم دفاع خود نظریات از مرگ پای تا که بود استعداد با العاده فوق و بداخلاق تندخو،  مردی بولتزمن

ͳخودکش و گرفت فرا را او وجود ش΋ست از ͳناش نومیدی و تنهایی بود، نمانده چیزی ͳاتم نظریه توفیق به که ͳزمان در درست و داشت سال

این فشرده و نافذ زیبایی S = k log Ω شده: Έح نیز مزارش بر که اوست ابدی فرمول است باقیمانده او از بزرگداشت برای آنچه کرد.

ͳم Έنزدی آن مفهوم به ای اندازه تا ب Έبلی ویلیام اثر آ عصمت» «آرزوی شعر سرآغاز اما کرد، خلاصه جمله Έی در توان ͳنم را فرمول

شود.

یافتن ͳوحش ͳگل در را بهشت و شن، ذره Έی در را دنیایی

ج گنجاندن. ͳساعت در را ابدیت و دست کف در را نهایت بی
Auguries of Innocenceآ

William Blakeب

ͳ΋برونوفس جاکوب نوشته انسان، عروج کتاب از نقل جبه

ͳنم انرژی مبادله خود پیرامون محیط با که است بسته سیستم Έی است رسیده تعادل به که ما نظر مورد سیستم که کردیم فرض گذشته درس در

Ω(U,N, V ) اگر است. U از کوچ΋تر بسیار بسیار ∆U آن در که است U + dU و U + dU بین مقداری یا U ثابت مقدار آن انرژی ͳیعن کند

داشت خواهیم آنگاه هستند، سیستم فزونور های پارامتر دیΎر V آن در که کنیم حساب ͳسیستم چنین برای بتوانیم را

S(U,N, V ) = k lnΩ(U,N, V )
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بیشتر ها سیستم نوع این با که چرا نویسیم، ͳم مایع) یا (گاز Έهیدرواستاتی سیستم Έی برای را ͳ΋ترمودینامی روابط ابتدا در که است این معمول

−PdV صورت به آنها ترکیب که هستند حجم و فشار V و ،P ها سیستم این در هاست. سیستم نوع این از پر نیز ما اطراف و داریم آشنایی بقیه از

کنند. ͳم بیان را سیستم روی شده انجام کار

dU = d̄Q+ d̄W = TdS − PdV, (١)

دارد. وجود نیز ها کمیت این مشابه دیΎری ͳ΋ترمودینامی سیستم هر در

چنین هستند. ͳ΋ترمودینامی های سیستم مطالعه برای متفاوت روش نوع دو واق΄ در Έکانونی و Έروکانونی΋می های آنزامبل مهم: نکته n

دو هر در دید خواهیم چنانکه کنیم. مطالعه Έکانونی آنزامبل با را دیΎر ͳبعض و Έروکانونی΋می انزامبل با را ها سیستم از ͳبعض که نیست

٢
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. دارد. انرژی مبادله اش محیط با است رسیده تعادل به محیط با که سیستم Έی :٢ ش΋ل

حال در را سیستم هر به مربوط های کمیت توان ͳم که است Έکوچ ماکروس΋وپی مقیاس در ها کمیت خیز و افت مقدار آنقدر آنزامبل

گرفت. نظر در ثابت تعادل

است. گرفته قرار مشخص دمای Έی در باشد، داشته انرژی مقدارمشخص Έی آنکه جای به ما نظر مورد سیستم که کنیم فرض بیایید حال

ͳحرارت منبع و است رسیده تعادل حال به T ثابت دمای در ͳحرارت منبع Έی با ما سیستم که است این معنای به مشخص دمای Έی در گرفتن قرار

هیچ منبع با سیستم انرژی تبادل که نحوی به است بزرگ نهایت بی سیستم به نسبت محیط واق΄ در و است بزرگ بسیار بسیار سیستم خود به نسبت

مقدار آن انرژی که بΎوییم توانیم ͳنم دیΎر است تماس در ͳحرارت منبع Έی با ما سیستم که آنجا از کند. ͳنم ایجاد منبع دمای در تغییری گونه

با بسته سیستم Έی عنوان به هم با را منبع و سیستم توان ͳم که است آن مهم نکته کنند. ͳم انرژی مبادله هم با منبع و سیستم بل΋ه است، ͳثابت

.(٢) ش΋ل گرفت، نظر در ثابت انرژی

خصوص به می΋روحالت Έی در سیستم آنکه احتمال پرسیم ͳم خود از حال است. تر بزرگ بسیار سیستم از منبع که کنیم دقت باید چنین هم

و کنیم استفاده آماری Έانی΋م موضوع اصل از چنان هم توانیم ͳم است بسته سیستم Έی منبع بعلاوه سیستم که آنجا از است؟ چقدر باشد i

٣



نظر در را ͳ΋کوچ ͳخیل سیستم کنیم. توجه گوییم، ͳم ١ بازی اسباب مدل آن به اصطلاحا که زیر ساده مثال به بیایید بیابیم. را سوال این ΁پاس

جمعاً سیستم این گیرد. ͳنم جای گوی Έی از بیشتر خانه هر در دارند. قرار ی΋سان گوی دو آن در و نیست بیشتر خانه چهار دارای که بΎیرید

نداشته انرˌژی کنش برهم نوع هیچ بیرون دنیای با و باشد بسته کاملا سیستم این اگر اند. شده داده نشان ٣ ش΋ل در که دارد می΋روحالت شش

Έی با تماس در سیستم این که کنید فرض حال است. P = 1
6 با برابر هرکدام احتمال و دارند ی΋سان احتمال می΋روحالت شش این همه باشد،

هم با توانند ͳم دو این ͳول دهد ͳنم رخ ذره مبادله بزرگ و Έکوچ سیستم بین است. بسته سیستم دو مجموع و است گرفته قرار تر بزرگ سیستم

بدست ما مسئله نیست. برابر هم با آنها احتمال حالا ͳول تاست. ۶ Έکوچ سیستم های می΋روحالت تعداد بازهم .(۴) ش΋ل کنند. انرژی مبادله

بر که کنیم ͳم توجه آماری Έانی΋م ͳاساس اصل به بازهم سوال این به ΁پاس برای است. جدید وضعیت در می΋روحالت شش این احتمال آوردن

تعداد است، i شماره وضعیت در سیستم که ͳوقت کنید فرض هستند. احتمال هم بزرگ سیستم  + Έکوچ سیستم های می΋روحالت همه آن مبنای

با: است برابر محیط  + سیستم های می΋روحالت کل تعداد صورت این در باشد. ΩB(i) با برابر بزرگ سیستم های می΋روحالت

Ω = ΩB(1) + ΩB(2) + · · ·ΩB(6). (٢)

با است برابر باشد i شماره می΋روحالت در ما نظر مورد سیستم اینکه احتمال

P (i) =
ΩB(i)

Ω
(٣)

.

که E −Ei با است برابر بزرگ سیستم انرژی صورت این در است Ei انرژی دارای که باشد i شماره می΋روحالت در سیستم اگر که دانیم ͳم

بنویسیم: باید بنابراین است. سیستم کل انرژی E  آن در

P (i) =
ΩB(E − Ei)

Ω
(۴)

نگاه را Ei مرتبه قوای و دهیم بسط E حول را فوق عبارت راست طرف خواهیم ͳم است. Ei << E که کنیم ͳم توجه نکته این به حال

که دانیم ͳم دهیم، نشان N2 با را منبع آزادی درجات تعداد اگر واق΄ در است. تیزی بسیار بسیار تابع ΩB(E −Ei) که کنیم ͳم توجه اما کنیم.

باعث Ei از ١ مرتبه تنها داشتن نگاه و E حول ͳتابع چنین دادن بسط است. بزرگ بسیار عددی N2 آن در که ΩB(E−Ei) ∝ (E−Ei)
N2

نوشت: و کرد استفاده ای جمله دو بسط از توان ͳنم مثلا شود. ͳم فاحش خطای

(E − Ei)
N2 = EN2 −N2EiE

N2−1 +O(E2
i )

Toy Model١

۴



1 2 3

4 5 6

است. می΋روحالت شش دارای که ساده سیستم Έی از ͳمثال :٣ ش΋ل

از است عبارت ایم نگرفته نظر در که بعدی جمله زیرا

N2(N2 − 1)

2
E2

i E
N2−2 =

(
N2

2

)
E2

i E
N2−2

ͳتابع عنوان به را ΩB لΎاریتم بایست ͳم خطا این از جلوگیری برای باشد. تر بزرگ است مم΋ن اول جمله از N2(N2−1)
2 ضریب به توجه با که

نوشت: و داد بسط Ei = 0 حول

lnP (i) = lnΩB(E − Ei)

= lnΩB(E)− Ei
∂ lnΩB(E)

∂E
|Ei=0

= c− βEi (۵)

آن در که

β =
∂ lnΩB(E)

∂E
=

1

kT

۵



BA

می΋روحالت تعداد با است متناسب باشد ها می΋روحالت این از ͳ΋ی در سیستم اینکه احتمال محیط. و سیستم از معین می΋روحالت دو :۴ ش΋ل

. محیط. های

صفر برابر Ei ͳیعن سیستم داخل انرژی که است شده محاسبه ای نقطه در مشتق این که کنید دقت ندارد. Ei به ͳبستگ که است ثابت ضریب Έی

از نهایت بی سیستم که چرا ندارد سیستم انرژی میزان به ͳربط آن دمای که است نهفته خاصیت این منبع تعریف در اما است، شده گرفته نظر در

ندارد. منبع دمای در تاثیری آن انرژی تغییر و است تر Έکوچ منبع

زیر ش΋ل به را آن توانیم ͳم بالا عبارت طرفین رساندن توان به از پس است. i می΋روحالت انرژی Ei بالا عبارت در که کنیم ͳم یاداوری

کنیم: ͳبازنویس

P (i) =
1

Z
e−βEi

بنویسیم: زیر ش΋ل به را بالا نتیجه و برداریم را i اندیس توانیم ͳم نداریم کاری نیز محیط با دیΎر چون است. ثابت ضریب Έی Z آن در که

۶



با: است برابر باشد i می΋روحالت Έی در آنکه احتمال دارد قرار T مشخص دمای در سیستم Έی که ͳوقت n

P (i) =
1

Z
e−βEi

با: است برابر و آید ͳم بدست احتمالات بهنجارش شرط از Z ثابت است. i می΋روحالت انرژی Ei آن در که

Z =
∑
i

e−βEi .

بنای در و دهد ͳم دست به را اش مختلف های می΋روحالت در سیستم وجود احتمال که است Έکانونی آنزامبل ͳاصل مشخصه رابطه این

سیستم این که باشد i مشخص̥ می΋روحالت Έی در سیستم که است این احتمال چپ طرف که کنید دقت دارد. ͳاساس اهمیت آماری Έانی΋م

دهیم. ͳم نشان g(E) با را تعداد این باشد. E با برابر آنها انرژی که باشند داشته وجود متعددی های می΋روحالت است مم΋ن دارد. E انرژی

در کنیم. جم΄ هم با را ها می΋روحالت این تمام احتمال بایست ͳم باشد، E انرژی دارای سیستم که هستیم این احتمال دانستن به علاقمند اگر

داشت: خواهیم نتیجه

P (E) =
1

Z
g(E)e−βE , (۶)

آن در که

Z =
∑
E

g(E)e−βE . (٧)

شاید و دارد E انرژی سیستم که ͳوقت است سیستم های می΋روحالت تعداد همان g(E) واق΄ در که کند دقت نکته این به تواند ͳم هشیار خواننده

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را (٧) رابطه صورت این در باشد. Ω(N,V,E) آن از بهتر ͳحت یا و Ω(E) تواند ͳم بهترش نام

Z(N,V, T ) =
∑
E

Ω(N,V,E)e−βE . (٨)

مولد تابع نوع Έی پارش تابع واق΄ در که دهد ͳم نشان ثانیا و است متغیرهایی نوع چه از ͳتابع پارش تابع که دهد ͳم نشان اولا رابطه این

تابع با کار جای به که شده انجام صورت این به Έکانونی آنزامبل به Έروکانونی΋می آنزامبل از رفتن بنابراین است. Ω(N,V,E) کمیت برای

یاد به درس این ادامه در کنیم. کار Z(N,V, T ) ͳیعن آن مولد تابع با بود، سخت ͳخیل آن با کار انرژی بودن ثابت دلیل به که Ω(N,V,E)

نیز نظایرآن و ͳمغناطیس میدان مثل دیΎر پارامترهای احیانا یا ذرات تعداد حجم، نظیر سیستم دیΎر پارامترهای به دما بر علاوه Z که سپاریم ͳم

دارد. ͳبستگ

٧



تابع را آن که Z از چیز همه که دید خواهیم Έکانونی آنزامبل در آید. ͳم بدست Ω(E) از چیز همه که دیدیم Έروکانونی΋می آنزامبل در

جایی در همیشه مثل .Ω(E) برای مولد تابع Έی جز نیست چیزی Z که دریابد تواند ͳم دقیق خواننده بازهم آید. ͳم بدست گوییم ͳم ٢ پارش

را E بودن ثابت قید آنکه دلیل (به مولد تابع و برد پناه آن مولد تابع به توان ͳم باشد، سخت خاص E Έی برای Ω(E) مثل تابع Έی محاسبه که

است. تر آسان اش محاسبه ندارد)

متوسط نخست آˡیند. ͳم بدست آن روی از دیΎر ͳ΋ترمودینامی های کمیت همه زیرا کرد، محاسبه بایست ͳم که است چیزی مهمترین پارش تابع

داریم دهیم. ͳم نشان U با را آن که کنیم ͳم حساب را انرژی

U := ⟨E⟩ =
∑
i

EiP (i) =
1

Z

∑
i

Eie
−βEi =

1

Z
(− ∂

∂β
)Z

یا و

U = − ∂

∂β
lnZ.

آنتروپی ٢

Έی آنتروپی که کنیم ͳم آغاز نکته این از دهیم. ΁پاس آن به خواهیم ͳم بخش این در که است ͳسوال این چیست؟ احتمالات این با آنتروپی رابطه

Έی به مربوط کل آنتروپی بود. خواهد کل آنتروپی با برابر محیط آنتروپی علاوه به سیستم آنتروپی (٢) ش΋ل در بنابراین است. فزونور کمیت

بنویسیم:  توانیم ͳم بنابراین دانیم. ͳم را آن مقدار و است بسته سیستم

SS + SB = Stotal = k lnΩ. (٩)

محیط̃ که دانیم ͳم است. چقدر سیستم آنتروپی که داد خواهد نشان ما به بالا رابطه بیاوریم، بدست SB ͳیعن محیط آنتروپی برای ͳعبارت هرگاه

توان ͳم آنگاه باشد، Ei انرژی با i معین حالت Έی در سیستم هرگاه است. بزرگ ͳخیل نیز هایش می΋روحالت تعداد و است بزرگ ͳخیل B

Pi احتمال با سیستم که دانیم ͳم کند. ͳم اشغال ی΋سان احتمال با را هایش می΋روحالت همه که گرفت نظر در بسته سیستم Έی را محیط این

است. Si = k lnΩB(i) آنتروپی دارای نتیجه در و است می΋روحالت تا ΩB(i) تعداد دارای محیط حالت این در و گیرد ͳم قرار i حالت در

با: است برابر مشاهده زمان طول در سیستم آنتروپی متوسط طور به بنابراین

SB =
∑
i

PiSB(i) = k
∑
i

Pi lnΩB(i). (١٠)

Partition Function٢

٨



داشت: خواهیم (٩) رابطه به توجه با بنابراین

SS = Stotal − SB = k lnΩ− k
∑
i

Pi lnΩB(i). (١١)

نوشت: زیر صورت به را رابطه این توان ͳم اما

SS = k(P1 + P2 + · · ·Pi + · · ·) lnΩ− k
∑
i

Pi lnΩB(i)

= −k
∑
i

Pi ln
ΩB(i)

Ω
= −k

∑
i

Pi lnPi. (١٢)

رسیم: ͳم ها می΋روحالت اشغال احتمالات برحسب آنتروپی عبارت Έی به ترتیب این به

S = −k
∑
i

Pi lnPi. (١٣)

حالت این در باشد. سیستم های می΋روحالت کل تعداد ΩS آن در که Pi =
1
ΩS

باشیم داشته که کند ͳم اختیار ͳوقت را اش ماکزیمم مقدار آنتروپی

حاصل ͳوقت برای نیز آنتروپی مقدار کمترین SB = k lnΩS . با است برابر انتروپی کند، ͳم اشغال را ها حالت همه ی΋سان احتمال با سیستم که

های می΋روحالت سیستم که هرگاه کند. ͳم اختیار را صفر معین مقدار آنتروپی ͳحالت چنین در باشد. معین حالت Έی در دقیقا سیستم که شود ͳم

موجود ͳنظم بی میزان دهنده نشان انتروپی ترتیب این به رسد. ͳم مم΋ن مقدار حداکثر به تا یافته افزایش نیز اش انتروپی کند اختیار را بیشتری

داریم: کنیم: محاسبه دقیقا را آنتروپی مقدار توانیم ͳم مقدمات این از بعد است. سیستم Έی در

S = −k
∑
i

Pi lnPi = −k
∑
i

Pi(−βEi − lnZ) = kβ⟨E⟩+ k lnZ

یا و

S = k(lnZ + βU). (١۴)

که شویم ͳم متوجه F = U − TS ͳ΋ترمودینامی رابطه از استفاده با و (١۴) رابطه ͳبازنویس با

F = −kT lnZ.

به توجه با بخصوص آیند. ͳم بدست ساده های گیری مشتق با پارش تابع روی از ͳΎهم هلمهولتز آزاد انرژی و متوسط انرژی انتروپی، بنابراین

dF = −SdT − PdV, (١۵)

٩



اوریم: ͳم بدست

S = −
(
∂F

∂T

)
N,V

, P = −
(
∂F

∂V

)
N,T

.

داریم: کنیم. محاسبه Έکانونی آنزامبل در را انرژی خیز و افت میزان بیایید حال

⟨E2⟩ =
∑
i

E2
i Pi =

1

Z

∂2

∂β2
Z

نتیجه در و

⟨E2⟩ − ⟨E⟩2 =
1

Z

∂2

∂β2
Z −

(
1

Z

∂Z

∂β

)2

=
∂2

∂β2
lnZ.

با: بود خواهد برابر انرژی خود مقدار با مقایسه در خیز و افت نسبی میزان بنابراین

⟨E2⟩ − ⟨E⟩2

⟨E⟩2
=

(lnZ)′′

[(lnZ)′]2

است متناسب که است فزونور کمیت Έی lnZ بنابراین F = −kT lnZ که دانیم ͳم اما است. β به نسبت مشتق ′ علامت از منظور آن در که

ͳیعن N−1 با است متناسب بالا عبارت راست طرف بنابراین ذرات. تعداد با

⟨E2⟩ − ⟨E⟩2

⟨E⟩2
∼ O(

1

N
).

که دهد ͳم نشان این و
σE

E
∼ O(

1√
N

).

را ͳدلخواه انرژی هر تواند ͳم سیستم Έی Έکانونی آنزامبل در چه اگر دیΎر عبارت به است. کم بسیار بسیار انرژی خیز و افت که این ͳیعن

که است دلیل همین به .(۵) ش΋ل است، ثابت انرژی مقدار عملا که است کم قدری به متوسط مقدار حول خیزها و افت مقدار ͳول باشد، داشته

دانیم ͳم اینکه وجود با هستند. ی΋سان ( N −→ ∞ حد ͳیعن) Έترمودینامی حد در Έکانونی می΋رو آنزامبل و Έکانونی آنزامبل از حاصل نتایج

بودن ناچیز بسیار دهنده نشان که بالا نتیجه است مم΋ن کند ͳم افت نمایی صورت به انرژی افزایش با E ی انرژ با حالت Έی اشغال احتمال

ͳول کند افت نمایی صورت به E انرژی با حالت Έی اشغال احتمال که است درست که است این ΁پاس کند. جلوه عجیب است انرژی واریانس

داریم: واق΄ در کند. ͳم رشد زیاد بسیار بسیار توان Έی با هم آن ͳتوان صورت به E انرژی با های حالت تعداد

P (E) = Ω(E)
e−βE

Z

١٠
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<latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit>

. گرفت. ثابت را انرژی توان ͳم عملا که است Έکوچ قدر آن انرژی مقدار با مقایسه در انرژی خیز و افت :۵ ش΋ل

در که دارد Ω(E) ∼ cEαN مثل رفتاری معمولا Ω(E) که دانیم ͳم قبل درس از دارند. E انرژی که است هایی حالت تعداد Ω(E) آن در که

آن واریانس که شود ͳم P (E) برای تیز ͳخیل ͳخیل تابع Έی ایجاد باعث ͳبستگ نوع دو این ترکیب است. Έی مرتبه از ثابت عدد Έی α آن

کرد: بیان توان ͳم نیز تر ͳکم صورت به را استدلال این .(۶) ش΋ل است، کم بسیار متوسط مقدار حول

P (E) = ceαN lnE−βE

متوسط مقدار با تابع بودن تیز دلیل به که آید ͳم بدست αN lnE − βE گیری مشتق از که افتد ͳم اتفاق Em نقطه در تابع این ماکزیمم مقدار

است. ͳ΋ی آن

که است چیزی هر و است ͳکل نماد و شاخص Έی i که کنیم دقت باید بردیم. ب΋ار می΋روحالت Έی دادن نشان برای را i نماد کنون تا

با بتوان را ها می΋روحالت که است مم΋ن باشند. ناشمارا یا شمارا توانند ͳم ها می΋روحالت کند. ͳم مشخص ی΋دیΎر از را ها می΋روحالت

آنزامبل در احتمالات بودن مساوی ͳیعن آماری Έانی΋م موضوع اصل که کنیم توجه باید چنین هم کرد. مشخص اندیس چندین یا و اندیس Έی

١١



⌦(E)
<latexit sha1_base64="XVI46A/Wv60eMI8iI2A4KGvc95Y=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqJeyK4IeiyJ4s4L9kHYp2XTahia7S5IVytJf4cWDIl79Od78N6btHrT1hcDDOzNk5g1iwbVx3W8nt7K6tr6R3yxsbe/s7hX3Dxo6ShTDOotEpFoB1Sh4iHXDjcBWrJDKQGAzGF1P680nVJpH4YMZx+hLOgh5nzNqrPXYuZM4oOWb026x5FbcmcgyeBmUIFOtW/zq9CKWSAwNE1TrtufGxk+pMpwJnBQ6icaYshEdYNtiSCVqP50tPCEn1umRfqTsCw2Zub8nUiq1HsvAdkpqhnqxNjX/q7UT07/0Ux7GicGQzT/qJ4KYiEyvJz2ukBkxtkCZ4nZXwoZUUWZsRgUbgrd48jI0ziqe5fvzUvUqiyMPR3AMZfDgAqpwCzWoAwMJz/AKb45yXpx352PemnOymUP4I+fzB7jOj68=</latexit><latexit sha1_base64="XVI46A/Wv60eMI8iI2A4KGvc95Y=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqJeyK4IeiyJ4s4L9kHYp2XTahia7S5IVytJf4cWDIl79Od78N6btHrT1hcDDOzNk5g1iwbVx3W8nt7K6tr6R3yxsbe/s7hX3Dxo6ShTDOotEpFoB1Sh4iHXDjcBWrJDKQGAzGF1P680nVJpH4YMZx+hLOgh5nzNqrPXYuZM4oOWb026x5FbcmcgyeBmUIFOtW/zq9CKWSAwNE1TrtufGxk+pMpwJnBQ6icaYshEdYNtiSCVqP50tPCEn1umRfqTsCw2Zub8nUiq1HsvAdkpqhnqxNjX/q7UT07/0Ux7GicGQzT/qJ4KYiEyvJz2ukBkxtkCZ4nZXwoZUUWZsRgUbgrd48jI0ziqe5fvzUvUqiyMPR3AMZfDgAqpwCzWoAwMJz/AKb45yXpx352PemnOymUP4I+fzB7jOj68=</latexit><latexit sha1_base64="XVI46A/Wv60eMI8iI2A4KGvc95Y=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqJeyK4IeiyJ4s4L9kHYp2XTahia7S5IVytJf4cWDIl79Od78N6btHrT1hcDDOzNk5g1iwbVx3W8nt7K6tr6R3yxsbe/s7hX3Dxo6ShTDOotEpFoB1Sh4iHXDjcBWrJDKQGAzGF1P680nVJpH4YMZx+hLOgh5nzNqrPXYuZM4oOWb026x5FbcmcgyeBmUIFOtW/zq9CKWSAwNE1TrtufGxk+pMpwJnBQ6icaYshEdYNtiSCVqP50tPCEn1umRfqTsCw2Zub8nUiq1HsvAdkpqhnqxNjX/q7UT07/0Ux7GicGQzT/qJ4KYiEyvJz2ukBkxtkCZ4nZXwoZUUWZsRgUbgrd48jI0ziqe5fvzUvUqiyMPR3AMZfDgAqpwCzWoAwMJz/AKb45yXpx352PemnOymUP4I+fzB7jOj68=</latexit><latexit sha1_base64="XVI46A/Wv60eMI8iI2A4KGvc95Y=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJFqJeyK4IeiyJ4s4L9kHYp2XTahia7S5IVytJf4cWDIl79Od78N6btHrT1hcDDOzNk5g1iwbVx3W8nt7K6tr6R3yxsbe/s7hX3Dxo6ShTDOotEpFoB1Sh4iHXDjcBWrJDKQGAzGF1P680nVJpH4YMZx+hLOgh5nzNqrPXYuZM4oOWb026x5FbcmcgyeBmUIFOtW/zq9CKWSAwNE1TrtufGxk+pMpwJnBQ6icaYshEdYNtiSCVqP50tPCEn1umRfqTsCw2Zub8nUiq1HsvAdkpqhnqxNjX/q7UT07/0Ux7GicGQzT/qJ4KYiEyvJz2ukBkxtkCZ4nZXwoZUUWZsRgUbgrd48jI0ziqe5fvzUvUqiyMPR3AMZfDgAqpwCzWoAwMJz/AKb45yXpx352PemnOymUP4I+fzB7jOj68=</latexit>

e��E
<latexit sha1_base64="ltyQv/EXtPe0pLOtFaANiCpypXM=">AAAB83icbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8GJJRNBjUQSPFewHNLFsttN26WYTdidCCf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNECoOu++0UVlbX1jeKm6Wt7Z3dvfL+QdPEqebQ4LGMdTtkBqRQ0ECBEtqJBhaFElrh6GZabz2BNiJWDzhOIIjYQIm+4Ayt5cNjduaHgIzeTrrlilt1Z6LL4OVQIbnq3fKX34t5GoFCLpkxHc9NMMiYRsElTEp+aiBhfMQG0LGoWAQmyGY3T+iJdXq0H2v7FNKZ+3siY5Ex4yi0nRHDoVmsTc3/ap0U+1dBJlSSIig+X9RPJcWYTgOgPaGBoxxbYFwLeyvlQ6YZRxtTyYbgLX55GZrnVc/y/UWldp3HUSRH5JicEo9ckhq5I3XSIJwk5Jm8kjcndV6cd+dj3lpw8plD8kfO5w9XoJE3</latexit><latexit sha1_base64="ltyQv/EXtPe0pLOtFaANiCpypXM=">AAAB83icbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8GJJRNBjUQSPFewHNLFsttN26WYTdidCCf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNECoOu++0UVlbX1jeKm6Wt7Z3dvfL+QdPEqebQ4LGMdTtkBqRQ0ECBEtqJBhaFElrh6GZabz2BNiJWDzhOIIjYQIm+4Ayt5cNjduaHgIzeTrrlilt1Z6LL4OVQIbnq3fKX34t5GoFCLpkxHc9NMMiYRsElTEp+aiBhfMQG0LGoWAQmyGY3T+iJdXq0H2v7FNKZ+3siY5Ex4yi0nRHDoVmsTc3/ap0U+1dBJlSSIig+X9RPJcWYTgOgPaGBoxxbYFwLeyvlQ6YZRxtTyYbgLX55GZrnVc/y/UWldp3HUSRH5JicEo9ckhq5I3XSIJwk5Jm8kjcndV6cd+dj3lpw8plD8kfO5w9XoJE3</latexit><latexit sha1_base64="ltyQv/EXtPe0pLOtFaANiCpypXM=">AAAB83icbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8GJJRNBjUQSPFewHNLFsttN26WYTdidCCf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNECoOu++0UVlbX1jeKm6Wt7Z3dvfL+QdPEqebQ4LGMdTtkBqRQ0ECBEtqJBhaFElrh6GZabz2BNiJWDzhOIIjYQIm+4Ayt5cNjduaHgIzeTrrlilt1Z6LL4OVQIbnq3fKX34t5GoFCLpkxHc9NMMiYRsElTEp+aiBhfMQG0LGoWAQmyGY3T+iJdXq0H2v7FNKZ+3siY5Ex4yi0nRHDoVmsTc3/ap0U+1dBJlSSIig+X9RPJcWYTgOgPaGBoxxbYFwLeyvlQ6YZRxtTyYbgLX55GZrnVc/y/UWldp3HUSRH5JicEo9ckhq5I3XSIJwk5Jm8kjcndV6cd+dj3lpw8plD8kfO5w9XoJE3</latexit><latexit sha1_base64="ltyQv/EXtPe0pLOtFaANiCpypXM=">AAAB83icbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8GJJRNBjUQSPFewHNLFsttN26WYTdidCCf0bXjwo4tU/481/47bNQVtfWHh4Z4aZfcNECoOu++0UVlbX1jeKm6Wt7Z3dvfL+QdPEqebQ4LGMdTtkBqRQ0ECBEtqJBhaFElrh6GZabz2BNiJWDzhOIIjYQIm+4Ayt5cNjduaHgIzeTrrlilt1Z6LL4OVQIbnq3fKX34t5GoFCLpkxHc9NMMiYRsElTEp+aiBhfMQG0LGoWAQmyGY3T+iJdXq0H2v7FNKZ+3siY5Ex4yi0nRHDoVmsTc3/ap0U+1dBJlSSIig+X9RPJcWYTgOgPaGBoxxbYFwLeyvlQ6YZRxtTyYbgLX55GZrnVc/y/UWldp3HUSRH5JicEo9ckhq5I3XSIJwk5Jm8kjcndV6cd+dj3lpw8plD8kfO5w9XoJE3</latexit>

P (E)
<latexit sha1_base64="7VgtgoGIHKON1UlFU3HpfRJ4sRU=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRRFcVrAXaIeSSTNtaJIZkoxQhr6CGxeKuPWF3Pk2Zqaz0NYfAh//OYec8wcxZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHRx0dJYrQNol4pHoB1pQzSduGGU57saJYBJx2g+ltVu8+UaVZJB/NLKa+wGPJQkawyaxW/e58WK25DTcXWgWvgBoUag2rX4NRRBJBpSEca9333Nj4KVaGEU7nlUGiaYzJFI9p36LEgmo/zXedozPrjFAYKfukQbn7eyLFQuuZCGynwGail2uZ+V+tn5jw2k+ZjBNDJVl8FCYcmQhlh6MRU5QYPrOAiWJ2V0QmWGFibDwVG4K3fPIqdC4anuWHy1rzpoijDCdwCnXw4AqacA8taAOBCTzDK7w5wnlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx/9OY2I</latexit><latexit sha1_base64="7VgtgoGIHKON1UlFU3HpfRJ4sRU=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRRFcVrAXaIeSSTNtaJIZkoxQhr6CGxeKuPWF3Pk2Zqaz0NYfAh//OYec8wcxZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHRx0dJYrQNol4pHoB1pQzSduGGU57saJYBJx2g+ltVu8+UaVZJB/NLKa+wGPJQkawyaxW/e58WK25DTcXWgWvgBoUag2rX4NRRBJBpSEca9333Nj4KVaGEU7nlUGiaYzJFI9p36LEgmo/zXedozPrjFAYKfukQbn7eyLFQuuZCGynwGail2uZ+V+tn5jw2k+ZjBNDJVl8FCYcmQhlh6MRU5QYPrOAiWJ2V0QmWGFibDwVG4K3fPIqdC4anuWHy1rzpoijDCdwCnXw4AqacA8taAOBCTzDK7w5wnlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx/9OY2I</latexit><latexit sha1_base64="7VgtgoGIHKON1UlFU3HpfRJ4sRU=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRRFcVrAXaIeSSTNtaJIZkoxQhr6CGxeKuPWF3Pk2Zqaz0NYfAh//OYec8wcxZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHRx0dJYrQNol4pHoB1pQzSduGGU57saJYBJx2g+ltVu8+UaVZJB/NLKa+wGPJQkawyaxW/e58WK25DTcXWgWvgBoUag2rX4NRRBJBpSEca9333Nj4KVaGEU7nlUGiaYzJFI9p36LEgmo/zXedozPrjFAYKfukQbn7eyLFQuuZCGynwGail2uZ+V+tn5jw2k+ZjBNDJVl8FCYcmQhlh6MRU5QYPrOAiWJ2V0QmWGFibDwVG4K3fPIqdC4anuWHy1rzpoijDCdwCnXw4AqacA8taAOBCTzDK7w5wnlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx/9OY2I</latexit><latexit sha1_base64="7VgtgoGIHKON1UlFU3HpfRJ4sRU=">AAAB63icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei1E2ZEUGXRRFcVrAXaIeSSTNtaJIZkoxQhr6CGxeKuPWF3Pk2Zqaz0NYfAh//OYec8wcxZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHRx0dJYrQNol4pHoB1pQzSduGGU57saJYBJx2g+ltVu8+UaVZJB/NLKa+wGPJQkawyaxW/e58WK25DTcXWgWvgBoUag2rX4NRRBJBpSEca9333Nj4KVaGEU7nlUGiaYzJFI9p36LEgmo/zXedozPrjFAYKfukQbn7eyLFQuuZCGynwGail2uZ+V+tn5jw2k+ZjBNDJVl8FCYcmQhlh6MRU5QYPrOAiWJ2V0QmWGFibDwVG4K3fPIqdC4anuWHy1rzpoijDCdwCnXw4AqacA8taAOBCTzDK7w5wnlx3p2PRWvJKWaO4Y+czx/9OY2I</latexit>

E
<latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit>

افزایش شدت به نیز ها می΋روحالت این تعداد ͳول کند ͳم پیدا کاهش شدت به ها می΋روحالت Έی در حضور احتمال انرژی افزایش با :۶ ش΋ل

. است. محتمل Έکوچ ͳخیل ͳخیل بازه Έی در سیستم انرژی بزرگ بسیار بسیار احتمال با که است این نتیجه کند. ͳم پیدا

اصول این است. صادق ͳکوانتوم چه و Έکلاسی چه سیستم همه برای Έکانونی آنزامبل در P (i) = e−βEi

Z که اصل این یا و Έروکانونی΋می

ندارند. ͳ΋فیزی دستگاه بودن ͳکوانتوم یا بودن Έکلاسی به ͳربط بنیادی

که کند ͳم بیان بالا رابطه . باشیم داشته E2 و E1 های انرژی با ٢ و ١ حالت دو هرگاه n

P (2)

P (1)
= e−

∆E
kT

در است. نمایی صورت به نیز ͳبستگ این و دارد ͳبستگ ∆E
kT به لایه دو این اشغال احتمال نسبت بنابراین . ∆E = E2 − E1 آن در که

ͳم اشغال ( اندک ͳول ) ی΋سان احتمال با ها لایه همه T −→ ∞ دمای در و P2

P1
−→ 0 زیرا شود ͳم اشغال پایه حالت تنها صفر دمای

است. گرمایی خیز و افت میزان دهنده نشان kT بنابراین شوند.
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ندارند. کنش برهم هم با ها اتم است. ی΋سان آنها انرژی که ترازه دو های اتم از ای مجموعه :٧ ش΋ل

مختلف های مثال در پارش تابع محاسبه ٣

برای ͳحت که دیدیم واق΄ در است. Έروکانی΋می آنزامبل از تر آسان بسیار بسیار آن با کارکردن که بود این Έکانونی آنزامبل به ما آورن روی دلیل

Έی یا ناچاریم بالاتر یا Έی اسپین ذرات از مجموعه Έی از ͳناش مغناطش یا آل، ایده گاز مثل برهم΋نش بدون های سیستم از ͳبعض مطالعه

برطرف Έکانونی انزامبل در ها دشواری این همه ببریم. پایان به را پیچیده ͳترکیبیات محاسبه Έی اینکه یا دهیم انجام را دشوار نسبتا ͳهندس محاسبه

بایست ͳم که است ͳکمیت مهمترین پارش تابع واق΄ در ست. ا تر ساده مراتب به اش محاسبه که پارش تابع در شود ͳم خلاصه چیز همه و شوند ͳم

که دهیم نشان ساده های مثال ͳبررس با کنیم ͳم ͳسع بخش این در آیند. ͳم بدست تابع این از ͳ΋ترمودینامی خواص همه که چرا کنیم محاسبه

کنیم. محاسبه توانیم ͳم را مختلف های مدل پارش تابع چΎونه

حالته دو های اتم ٣ . ١

ͳم کار به مجازی صورت به را اتم لفظ جا این در .(٧) ش΋ل ندارند. کنش برهم هم با که بΎیرید نظر در را حالته دو های اتم از ای مجموعه

هیئت هر دارد. قرار ͳ΋تری΋ال میدان در که ͳمغناطیس دوقطبی Έی مثل دارد، انرژی متفاوت حالت دو که است ͳسیستم نوع هر ما منظور و بریم

اعداد از ای مجموعه با توان ͳم را سیستم این از

(s1, s2, · · · sN ) si = 1,−1

١٣
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ندارند. کنش برهم هم با ها اتم نیست. ی΋سان آنها انرژی که ترازه دو های اتم از ای مجموعه :٨ ش΋ل

با: است برابر پارش تابع صورت این در داد. نمایش

Z =
∑

s1,s2,···sN

e−β(s1ϵ+s2ϵ+···sN ϵ) (١۶)

آوریم ͳم بدست هستند، هم مثل ها انرژی همه که آنجا از و شوند ͳم جدا هم از ها جم΄ همه اما

Z = (
∑
s1

e−βϵs1)N = (2 coshβϵ)N . (١٧)

با: شود ͳم برابر متوسط انرژی آنجا از و

U = N tanhβϵ. (١٨)

Έی پارش تابع محاسبه شود ͳم باعث که است کنش برهم بدون های سیستم به مربوط ͳعموم خاصیت Έی پارش تابع شدن فاکتوریزه خاصیت

با و Έروکانی΋می آنزامبل در نیست. ی΋سان ها اتم انرژی که کنید فرض حال کند. پیدا تقلیل ذره Έی پارش تابع محاسبه به ذرات از مجموعه

است: ساده بسیار آن حل Έکانونی آنزامبل در اما کنیم. حل ͳسادگ به را مسئله این بتوانیم نبود مم΋ن گرفتیم ͳم پیش که ای ͳترکیبیات روش

Z =
∑

s1,s2,···sN

e−β(s1ϵ1+s2ϵ2+···sN ϵN ) (١٩)

آوریم: ͳم بدست و شود ͳم ای ذره تک پارش توابع ضرب حاصل به تبدیل پارش تابع بازهم .(٧)

Z =

N∏
i=1

(2 coshβϵi). (٢٠)

١۴



حالته سه های اتم ٣ . ٢

هستند. ϵ, 0,−ϵ های انرژی دارای کدام هر و هستند حالته سه ͳول هم مشابه ها اتم که کنید فرض ͳول بΎیرید نظر در را ͳقبل سیستم همان حال

نویسیم: ͳم است. ساده بسیار آن حل جا این در اما کنیم، حل را مسئله این توانستیم ͳنم Έروکانونی΋می آنزامبل در

Z =
∑

s1,s2,···sN

e−β(s1ϵ+s2ϵ+···sN ϵ) (٢١)

Z = (
∑
s1

e−βϵs1)N = (1 + 2 coshβϵ)N . (٢٢)

Έهارمونی نوسانگرهای ٣ . ٣

تفاوت تنها کنیم. حساب را پارش تابع توانیم ͳم ͳقبل شیوه همان به گیریم. ͳم نظر در را بعدی Έی Έهارمونی نوسانگرهای از ای مجموعه حال

شوند ͳم مشخص n مثل صحیح عدد Έی با هرکدام که دارد انرژی تراز نهایت بی انرژی تراز محدودی تعداد بجای نوسانگر Έی که است این اش

هم با نوسانگرها های فرکانس که ͳوقت ͳیعن ͳکل حالت در نتیجه در .ϵn = ℏω(n+ 1
2 ) با: است برابر است ام n تراز در که نوسانگری انرژی و

داشت: خواهیم باشد متفاوت

ZN =
∑

n1,n2,···nN

e−β
∑N

i=1 ℏωi(ni+
1
2 )

=
∑

n1,n2,···nN

e−βℏω1(n1+
1
2 )−βℏω2(n2+

1
2 )···−βℏωN (nN+ 1

2 ) (٢٣)

است: ساده ZN محاسبه

ZN =

N∏
i=1

(∑
ni

e−βℏωi(ni+
1
2 )

)
=

N∏
i=1

Zi, (٢۴)

شود: ͳم پیدا ساده ͳهندس سری Έی از Zi است. ام iنوسانگر به مربوط پارش تابع Zi در آن که

Zi = e−βℏωi
2

1

1− e−βℏωi
=

1

eβℏωi/2 − e−βℏωi/2

=
1

2 sinh βℏωi

2

. (٢۵)

گشت. خواهیم بازهم مسئله این به دوباره جامدات ویژه گرمایی ظرفیت محاسبه چارچوب در و درس این ادامه در

١۵



پارش: تابع مهم خاصیت Έی n

صورت به ͳسیستم چنین ͳهامیلتون که کنید فرض چنین هم هستند. مستقل هم از که ξ و η متغیر دسته دو با بΎیرید نظر در Έکلاسی سیستم Έی

باشد: زیر

H = H1(η) +H2(ξ). (٢۶)

با: بود خواهد برابر پارش تابع صورت این در

Z(β) =

∫
dηdξe−β(H1(η)+H2(ξ)) =

∫
dηe−βH1(η) ×

∫
dξe−βH2(ξ) = Z1(β)Z2(β). (٢٧)

هیلبرت فضای که کنید فرض است. برقرار مناسب واژگان تغییر با نیز ͳکوانتوم سیستم Έی برای گفتیم Έکلاسی سیستم Έی برای که آنچه

است: زیر ش΋ل به نیز ͳهامیلتون و فضاست دو تانسوری ضرب سیستم Έی

Ĥ = Ĥ1 ⊗ I + I ⊗ Ĥ2 (٢٨)

صورت این در کنند. ͳم اثر دوم و اول فضای روی ترتیب به که خود به مخصوص متغیرهای به وابسته هستند هایی ͳهامیلتون Ĥ2 و Ĥ1 آن در که

داشت: خواهیم

Z(β) = Tr(e−βĤ) = Tr(e−β(Ĥ1⊗I+I⊗Ĥ2))

= Tr(e−β(Ĥ1⊗I)e−β(I⊗Ĥ2))

= Tr((e−βH1 ⊗ I)(I ⊗ e−βH2))

= Tr(e−βH1 ⊗ e−βH2) = Tr(e−βH1)Tr(e−βH2) = Z1(β)Z2(β) (٢٩)

ͳهامیلتون ͳیعن باشند، مستقل هم از که باشد، داشته متفاوت متغیر نوع دو که باشیم داشته ذره Έی اگر ͳحت که است این قضیه این دیΎر نتیجه

ͳ΋ی بردارنده در تنها کدام هر که نوشت جداگانه پارش تابع دو ضرب حاصل صورت به توان ͳم را اش پارش تابع آنگاه باشد، (٢۶) ش΋ل به اش

متغیرهاست. از

کنش برهم بدون ای ذره بس های دستگاه برای پارش تابع n

١۶



گاز است. ͳخارج پتانسیل Έی تحت تنهایی به ذره هر و ندارند کنش برهم دیΎر Έی با که ͳذرات از متش΋ل داریم ͳسیستم اوقات از بسیاری

Έهارمونی پتانسیل Έی در که ها اتم از ای مجموعه یا دارند کنش برهم ͳخارج ͳمغناطیس میدان Έی با تنها که ها اتم از ای مجموعه یا آل ایده

داشت: خواهیم سروکار سیستم نوع دو با جا این در هستند. ها سیستم نوع این از هایی نمونه اند افتاده گیر

با: شود ͳم برابر ͳسادگ به پارش تابع ͳحالت چنین در .ͳمغناطیس جامد Έی های اتم مثل ٣ جایΎزیده ذرات از متش΋ل سیستم ‐ Έی

ZN (β) = (Z1(β))
N , (٣٠)

است. ذره Έی پارش تابع Z1(β) آن در که

ͳم متمایز های می΋روحالت صحیح شمارش برای ͳحالت چنین در آل. ایده گاز مثل نیستند. جایΎزیده که ͳذرات از متش΋ل سیستم ‐ دو

کنیم،  تقسیم N ! بر را پارش تابع بایست

Z =
1

N !

∫
dη1dη2 · · · dηNe−βH(η1)−βH(η2)−···−βH(ηN ) =

1

N !
ZN
1 . (٣١)

بالا دماهای در فقط و ندارد ها سیستم بودن ͳکوانتوم یا بودن Έکلاسی به ͳربط که ها می΋روحالت شماری دوباره از جلوگیری نحوه این دلیل

برهم بدون ای ذره بس سیستم Έی پارش تابع ترتیب این به است. شده داده توضیح پیشین درس در تفصیل به است،  درست کم های ͳالΎوچ

هم با آن ذرات که نیز ͳکوانتوم ای ذره بس سیستم Έی برای بنابراین ای. ذره تک سیستم Έی پارش تابع محاسبه به شود ͳم تبدیل همواره کنش

تاکید باید البته است. برقرار (٣٠) رابطه نیز ها سیستم این برای که چرا کنیم حساب را ذره Έی پارش تابع است ͳکاف تنها باشند، نداشته برکنش

برای که آنجا از شود. نوشته ذره Έی هیلبرت فضای ضرب حاصل صورت به ذره N هیلبرت فضای که است ͳوقت برای فقط رابطه این که کنیم

به آینده درسهای در موضوع این نیست. صحیح ها سیستم این برای نیز (٣٠) رابطه نیست، برقرار ای ͳویژگ چنین ͳفرمیون و ͳبوزون های سیستم

بپردازیم. خاص های مثال مطالعه به توانیم ͳم مقدمات این از پس گرفت. خواهد قرار بحث مورد تفصیل

localized particles٣
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آل ایده گاز ۴

تنها و هستند ای نقطه صورت به ذرات این که است این ما فرض حالت ترین ساده در است. شده تش΋یل m جرم به آزاد ذرات از آل ایده گاز

بدون ذرات چون کنند. ͳم حرکت بعدی d فضای در ذرات که کنیم ͳم هم فرض عمومیت برای آنهاست. موقعیت و تکانه دارند که ͳمختصات

آوریم: ͳم بدست کنیم. محاسبه را ذره Έی پارش تابع که است ͳکاف پس اند، کنش برهم

Z1 =
1

N !

∫
dxdp

hd
e−

βp2

2m =
V d

hd
(2πmkT )

d
2 (٣٢)

یا و

Z1 =
1

N !
V d(

mkT

2πℏ2
)

d
2 . (٣٣)

تعریف با

λth :=
h√

2πmkT
(٣۴)

آید: ͳم در زیر صورت به ای ذره N سیستم Έی پارش تابع ۴ گرمایی موج طول عنوان به

ZN =
1

N !

( V
λd

)N
. (٣۵)

متوسط که این و کنیم فکر E = p2

2m رابطه به چنین هم و بیاوریم یاد به را λ := h
p ͳیعن دوبرویی رابطه اگر چیست؟ گرمایی موج طول معنای اما

ذره Έی دوبروی موج طول واق΄ در گرمایی موج طول که شویم ͳم متوجه بΎیریم، نظر در نیز را است kT مرتبه از T دمای در ذره Έی انرژی

توصیف Έی توان ͳم ترتیب این به دهد. ͳم نشان را ذره Έی موج تابع ͳگستردگ میزان موج طول این که کرد فکر توان ͳم است. T دمای در

هایی اتاقک به را فضا کل هرگاه دهد. ͳم نشان را ͳتوضیح چنین اساس (٩) ش΋ل داد. ارایه (٣۵) رابطه معنای از ملموس و ساده ͳخیل ͳ΋فیزی

با بود خواهد برابر ها اتاقک کل تعداد λth
d حجم به

M =
V

λth
d
.

اتاقک، M در ذره N قرارگرفتن های راه تعداد جز نیست چیزی (٣۵) عبارت باشد، کمتر ͳخیل ها اتاقک تعداد از N ͳیعن ذرات تعداد هرگاه

البته شود. ͳم ها می΋روحالت تعداد شمارش ͳنوع به تبدیل شهودی نظر از نیز Έکانونی آنزامبل در محاسبه ترتیب این به .ZN = 1
N !M

N ͳیعن

Thermal Wavelength۴
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1 2 3

M-1 MM-2

….

….

.(٣۵) با است برابر پارش تابع رژیم این در شود. ͳم برقرار nλd = N
M << 1 شرط که است ͳوقت Έکلاسی رژیم :٩ ش΋ل

نوشت: توان ͳم زیر صورت به را شرط این باشد. معتبر N
M << 1 شرط که است معتبر ͳوقت شمارش نوع این

nλd << 1 (٣۶)

به ͳالΎچ و بالا ͳکاف اندازه به دما که ͳشرایط ͳیعن کند، ͳم تعریف را Έکلاسی ناحیه یا رژیم واق΄ در شرط این است. ذرات ͳالΎچ n آن در که

است دیΎری داستان که شویم ͳم ͳکوانتوم ناحیه یا رژیم وارد ما و نیست درست بالا شمارش نحوه صورت این غیر در است. پایین ͳکاف اندازه

گرفت. خواهیم پی اینده های فصل در که

ͳسیستم چنین برای شود. ͳم داده (٣۵) رابطه با آن پارش تابع و دارد قرار Έکلاسی رژیم در که آزاد ذرات از متش΋ل گاز به گردیم ͳم باز

با: است برابر متوسط انرژی

UN = − ∂

∂β
lnZN = − ∂

∂β
ln

ZN
1

N !
(٣٧)

١٩



نتیجه در و

UN = − ∂

∂β
[N lnZ1 − lnN !] = NU1, (٣٨)

آید: ͳم بدست Z1 پارش تابع از که است ذره Έی متوسط انرژی U1 آن در که

U1 = − ∂

∂β
lnZ1.

است. ذرات بودن کنش برهم بدون دهنده نشان است، برقرار UN = NU1 تساوی که این

را حالت معادله کنید. حساب را آنتروپی و هلمهولتز، آزاد انرژی متوسط، انرژی های کمیت دلخواه، بعد در آل ایده گاز Έی برای تمرین: n

آورید. بدست دلخواه بعد در را U و PV کمیت دو رابطه کنید. مشخص

کنیم. ͳم توجه مهم نکته دو به

ͳم نگاه ثابت را آن دمای تماس همین و است تماس در گرمایی منبع Έی با سیستم Έی Έکانونی آنزامبل در که دانیم ͳم : ١ نکته n

کنش هم بر چنین هم بیاید. بوجود سیستم و محیط بین دائما ͳ΋کوچ بسیار و ͳجزئ های کنش برهم که شود ͳم باعث تماس این دارد.

ͳهامیلتون در که داشت خواهد وجود گاز) Έی های مول΋ول فراوان برخوردهای (مثل ماکروس΋وپی سیستم Έی اجزای بین ͳ΋کوچ های

می΋روحالت Έی در سیستم که ͳوقت باشد، سیستم کامل ͳهامیلتون Ĥ اگر شوند. ͳنم گرفته نظر در نویسیم ͳم سیستم برای که ͳآل ایده

های کنش برهم این ماند. خواهد ͳباق حالت ویژه آن در همواره ͳکوانتوم Έانی΋م بنابر بΎیرد، قرار |n⟩ مثل انرژی بردار ویژه Έی ͳیعن

.(١٠) ش΋ل شود، منتقل Ĥ دیΎر حالت ویژه Έی به Ĥ ِ حالت ویژه Έی از دائما سیستم شوند ͳم باعث که هستند ۵ باقیمانده ͳجزئ

ͳجزئ های کنش برهم ی دهنده نشان Hres آن در که هستند H + Hres کامل ͳهامیلتون های حالت ویژه {|n′⟩} های حالت ویژه

همواره بΎیرد قرار ها حالت ویژه این از ͳ΋ی در سیستم اگر بشناسیم. ͳدرست به را ها حالت ویژه این توانیم ͳنم هرگز ما است. باقیمانده

نیست. زمان با ثابت ͳهامیلتون Έی H+Hres و کند ͳم تغییر همواره سیستم محیط زیرا افتد ͳنم هرگز البته اتفاق این ماند. ͳم ͳباق آن در

در در که است ٧ آمیخته حالت Έی بل΋ه نیست، ۶ خالص ِ حالت Έی ، سیستم ͳکوانتوم حالت گفتیم، که آنچه به توجه با :٢ نکته n

Residual Interactions۵

Pure State۶

Mixed State٧

٢٠



a b

|ni
<latexit sha1_base64="I58E4insKz8Y6DdLa1w4vpePzEU=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fCkOpqqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwAU5JCT</latexit><latexit sha1_base64="I58E4insKz8Y6DdLa1w4vpePzEU=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fCkOpqqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwAU5JCT</latexit><latexit sha1_base64="I58E4insKz8Y6DdLa1w4vpePzEU=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fCkOpqqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwAU5JCT</latexit><latexit sha1_base64="I58E4insKz8Y6DdLa1w4vpePzEU=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fCkOpqqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwAU5JCT</latexit>

|mi
<latexit sha1_base64="OoVIt5NZ4lQpb24+xm+pEvfm9qI=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fAkO5qqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwATWZCS</latexit><latexit sha1_base64="OoVIt5NZ4lQpb24+xm+pEvfm9qI=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fAkO5qqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwATWZCS</latexit><latexit sha1_base64="OoVIt5NZ4lQpb24+xm+pEvfm9qI=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fAkO5qqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwATWZCS</latexit><latexit sha1_base64="OoVIt5NZ4lQpb24+xm+pEvfm9qI=">AAAB8HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrZV2qVk02kbmmSXJCuUtb/CiwdFvPpzvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hZXVtfaO4Wdra3tndK+8fNE2caoYNFotY30fUoOAKG5ZbgfeJRiojga1odD2ttx5RGx6rOztOMJR0oHifM2qd9fAkO5qqgcBuueJX/ZnIMgQ5VCBXvVv+6vRilkpUlglqTDvwExtmVFvOBE5KndRgQtmIDrDtUFGJJsxmC0/IiXN6pB9r95QlM/f3REalMWMZuU5J7dAs1qbmf7V2avuXYcZVklpUbP5RPxXExmR6PelxjcyKsQPKNHe7EjakmjLrMiq5EILFk5eheVYNHN+eV2pXeRxFOIJjOIUALqAGN1CHBjCQ8Ayv8OZp78V79z7mrQUvnzmEP/I+fwATWZCS</latexit>

|n0i
<latexit sha1_base64="MCq3vpynaLTM/eRNAOQqkWE3sA0=">AAAB8XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF9FQSEfRY9OKxgv3ANpTNdtIu3WzC7kYosf/CiwdFvPpvvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0NRxqhg2WCxi1Q6oRsElNgw3AtuJQhoFAlvB6GZabz2i0jyW92acoB/RgeQhZ9RY6+FJnnYVlQOBvXLFrbozkWXwcqhArnqv/NXtxyyNUBomqNYdz02Mn1FlOBM4KXVTjQllIzrAjkVJI9R+Ntt4Qk6s0ydhrOyThszc3xMZjbQeR4HtjKgZ6sXa1Pyv1klNeOVnXCapQcnmH4WpICYm0/NJnytkRowtUKa43ZWwIVWUGRtSyYbgLZ68DM3zqmf57qJSu87jKMIRHMMZeHAJNbiFOjSAgYRneIU3RzsvzrvzMW8tOPnMIfyR8/kDdu+QxA==</latexit><latexit sha1_base64="MCq3vpynaLTM/eRNAOQqkWE3sA0=">AAAB8XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF9FQSEfRY9OKxgv3ANpTNdtIu3WzC7kYosf/CiwdFvPpvvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0NRxqhg2WCxi1Q6oRsElNgw3AtuJQhoFAlvB6GZabz2i0jyW92acoB/RgeQhZ9RY6+FJnnYVlQOBvXLFrbozkWXwcqhArnqv/NXtxyyNUBomqNYdz02Mn1FlOBM4KXVTjQllIzrAjkVJI9R+Ntt4Qk6s0ydhrOyThszc3xMZjbQeR4HtjKgZ6sXa1Pyv1klNeOVnXCapQcnmH4WpICYm0/NJnytkRowtUKa43ZWwIVWUGRtSyYbgLZ68DM3zqmf57qJSu87jKMIRHMMZeHAJNbiFOjSAgYRneIU3RzsvzrvzMW8tOPnMIfyR8/kDdu+QxA==</latexit><latexit sha1_base64="MCq3vpynaLTM/eRNAOQqkWE3sA0=">AAAB8XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF9FQSEfRY9OKxgv3ANpTNdtIu3WzC7kYosf/CiwdFvPpvvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0NRxqhg2WCxi1Q6oRsElNgw3AtuJQhoFAlvB6GZabz2i0jyW92acoB/RgeQhZ9RY6+FJnnYVlQOBvXLFrbozkWXwcqhArnqv/NXtxyyNUBomqNYdz02Mn1FlOBM4KXVTjQllIzrAjkVJI9R+Ntt4Qk6s0ydhrOyThszc3xMZjbQeR4HtjKgZ6sXa1Pyv1klNeOVnXCapQcnmH4WpICYm0/NJnytkRowtUKa43ZWwIVWUGRtSyYbgLZ68DM3zqmf57qJSu87jKMIRHMMZeHAJNbiFOjSAgYRneIU3RzsvzrvzMW8tOPnMIfyR8/kDdu+QxA==</latexit><latexit sha1_base64="MCq3vpynaLTM/eRNAOQqkWE3sA0=">AAAB8XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF9FQSEfRY9OKxgv3ANpTNdtIu3WzC7kYosf/CiwdFvPpvvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0NRxqhg2WCxi1Q6oRsElNgw3AtuJQhoFAlvB6GZabz2i0jyW92acoB/RgeQhZ9RY6+FJnnYVlQOBvXLFrbozkWXwcqhArnqv/NXtxyyNUBomqNYdz02Mn1FlOBM4KXVTjQllIzrAjkVJI9R+Ntt4Qk6s0ydhrOyThszc3xMZjbQeR4HtjKgZ6sXa1Pyv1klNeOVnXCapQcnmH4WpICYm0/NJnytkRowtUKa43ZWwIVWUGRtSyYbgLZ68DM3zqmf57qJSu87jKMIRHMMZeHAJNbiFOjSAgYRneIU3RzsvzrvzMW8tOPnMIfyR8/kDdu+QxA==</latexit>

Hres
<latexit sha1_base64="gGTic+It2N2hGUalJ76FeNo2F6c=">AAAB7nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9NJjBfsBbSib7aRdutmE3Y1QQn+EFw+KePX3ePPfuGlz0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XZKG5tb2zvl3cre/sHhUfX4pKPjVDFss1jEqhdQjYJLbBtuBPYShTQKBHaD6X1e7z6h0jyWj2aWoB/RseQhZ9RYq9scZgr1fFituXV3IbIOXgE1KNQaVr8Go5ilEUrDBNW677mJ8TOqDGcC55VBqjGhbErH2LcoaYTazxbrzsmFdUYkjJV90pCF+3sio5HWsyiwnRE1E71ay83/av3UhLd+xmWSGpRs+VGYCmJikt9ORlwhM2JmgTLF7a6ETaiizNiEKjYEb/Xkdehc1T3LD9e1xl0RRxnO4BwuwYMbaEATWtAGBlN4hld4cxLnxXl3PpatJaeYOYU/cj5/AH9Kj6k=</latexit><latexit sha1_base64="gGTic+It2N2hGUalJ76FeNo2F6c=">AAAB7nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9NJjBfsBbSib7aRdutmE3Y1QQn+EFw+KePX3ePPfuGlz0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XZKG5tb2zvl3cre/sHhUfX4pKPjVDFss1jEqhdQjYJLbBtuBPYShTQKBHaD6X1e7z6h0jyWj2aWoB/RseQhZ9RYq9scZgr1fFituXV3IbIOXgE1KNQaVr8Go5ilEUrDBNW677mJ8TOqDGcC55VBqjGhbErH2LcoaYTazxbrzsmFdUYkjJV90pCF+3sio5HWsyiwnRE1E71ay83/av3UhLd+xmWSGpRs+VGYCmJikt9ORlwhM2JmgTLF7a6ETaiizNiEKjYEb/Xkdehc1T3LD9e1xl0RRxnO4BwuwYMbaEATWtAGBlN4hld4cxLnxXl3PpatJaeYOYU/cj5/AH9Kj6k=</latexit><latexit sha1_base64="gGTic+It2N2hGUalJ76FeNo2F6c=">AAAB7nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9NJjBfsBbSib7aRdutmE3Y1QQn+EFw+KePX3ePPfuGlz0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XZKG5tb2zvl3cre/sHhUfX4pKPjVDFss1jEqhdQjYJLbBtuBPYShTQKBHaD6X1e7z6h0jyWj2aWoB/RseQhZ9RYq9scZgr1fFituXV3IbIOXgE1KNQaVr8Go5ilEUrDBNW677mJ8TOqDGcC55VBqjGhbErH2LcoaYTazxbrzsmFdUYkjJV90pCF+3sio5HWsyiwnRE1E71ay83/av3UhLd+xmWSGpRs+VGYCmJikt9ORlwhM2JmgTLF7a6ETaiizNiEKjYEb/Xkdehc1T3LD9e1xl0RRxnO4BwuwYMbaEATWtAGBlN4hld4cxLnxXl3PpatJaeYOYU/cj5/AH9Kj6k=</latexit><latexit sha1_base64="gGTic+It2N2hGUalJ76FeNo2F6c=">AAAB7nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9NJjBfsBbSib7aRdutmE3Y1QQn+EFw+KePX3ePPfuGlz0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XZKG5tb2zvl3cre/sHhUfX4pKPjVDFss1jEqhdQjYJLbBtuBPYShTQKBHaD6X1e7z6h0jyWj2aWoB/RseQhZ9RYq9scZgr1fFituXV3IbIOXgE1KNQaVr8Go5ilEUrDBNW677mJ8TOqDGcC55VBqjGhbErH2LcoaYTazxbrzsmFdUYkjJV90pCF+3sio5HWsyiwnRE1E71ay83/av3UhLd+xmWSGpRs+VGYCmJikt9ORlwhM2JmgTLF7a6ETaiizNiEKjYEb/Xkdehc1T3LD9e1xl0RRxnO4BwuwYMbaEATWtAGBlN4hld4cxLnxXl3PpatJaeYOYU/cj5/AH9Kj6k=</latexit>

کند. ͳم جابجا آل ایده ͳهامیلتون از انرژی مختلف ترازهای بین را سیستم که است این کارش باقیمانده ͳهامیلتون :١٠ ش΋ل

دهیم: ͳم نمایش ͳالΎچ ماتریس Έی با را آن ͳکوانتوم Έانی΋م

ρ =
∑
n

Pn|n⟩⟨n| =
1

Z

∑
n

e−βEn |n⟩⟨n|

تر فشرده طور به یا و

ρ =
1

Z
e−βH . (٣٩)

ͳکوانتوم Έانی΋م گرفتن نظر در با آل ایده گاز پارش تابع محاسبه ١ . ۴

همان خواهیم ͳم اکنون کردیم. محاسبه Έکلاسی Έانی΋م از استفاده با را آل) ایده گاز (درواق΄ آزاد ذره Έی پارش تابع ͳقبل های بخش در

به بالاست دما ͳوقت که دید خواهیم بΎیریم. نظر در را انرژی سطوح بودن گسسته ͳیعن دهیم، انجام ͳکوانتوم Έانی΋م از استفاده با را محاسبه

پتانسیل چاه Έی در که ای ذره برای ۴ کنیم. ͳم محاسبه انرژی ترازهای روی کردن جم΄ با را Z1 پارش تابع رسید. خواهیم Έکلاسی نتیجه همان

٢١



شود: ͳم مشخص nz و ny, nx ͳکوانتوم عدد سه با انرژی تراز هر است، آزاد کاملا چاه درون و است شده محدود L ابعاد به

ϵn = ϵnx,ny,nz =
ℏ2

2m

π2

L2
(n2

x + n2
y + n2

z). (۴٠)

با: شود ͳم برابر ذره Έی پارش تابع

Z1 =

∞∑
nx, ny, nz=0

e−β ℏ2π2

2mL2 (n2
x+n2

y+n2
z) =: I3 (۴١)

آن در که

I :=

∞∑
n=0

e−β ℏ2π2

2mL2 n2

(۴٢)

دهیم: ͳم قرار کرد، انتگرال Έی به تبدیل زیر صورت به توان ͳم را جم΄ این

q2 = β
ℏ2π2

mL2
n2, (۴٣)

یا

q =
ℏπ√
mkT

n

L
. (۴۴)

داریم: . است نقطه ∆n شامل ∆q فاصله q محور روی در

∆q =
ℏπ√
mkTL

∆n. (۴۵)

نتیجه: در دهیم، ͳم انجام بازه هر درون نقاط تعداد روی سپس و ∆q های بازه روی نخست را جم΄ بنابراین

I =
∑
qi

(∆ni)e
− 1

2 q
2
i =

∫ ∞

0

L
√
mkT

ℏπ
dqe−

1
2 q

2

. (۴۶)

بود خواهد عبارت پارش تابع نهایی نتیجه L3 = V که این به توجه با است. ساده ͳگاووس انتگرال Έی راست طرف

Z1 =
V

h3

(
2πm

β

) 3
2

=
V

λth
3 (۴٧)

و

ZN =
1

N !
(

V

λth
3 )

N (۴٨)
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است. ی΋سان آوردیم بدست قبلا که ای نتیجه با که

که ͳکوانتوم گاز Έی مطالعه چرا دارد؟ وجود ͳکوانتوم گاز و Έکلاسی گاز Έی بین ͳفرق چه پس کنیم سوال خود از است مم΋ن نتیجه این با

مطالعه ͳکوانتوم رژیم در را آزاد ذره واقعا ما که است این ΁پاس شد؟ منجر Έکلاسی پارش تابع همان به بازهم دارند گسسته انرژی سطوح اش ذرات

همه جم΄ ͳمتوال جملات اینکه آن و بود ͳاساس فرض Έی بردارنده در (۴۶) رابطه در انرژی سطوح روی بین جم΄ از ما محاسبه نحوه بل΋ه نکردیم

ͳم تغییر را n ͳوقت که است ͳمعن این به بودن Έنزدی این زد. تقریب انتگرال Έی صورت به توان ͳم را جم΄ سبب همین به و هستند هم به Έنزدی

در است. Έکوچ بسیار ℏπ√
mkTL

∼ λth

L عبارت که است این معنایش که کند ͳم تغییر ͳکم ͳخیل اندازه به q متغیر یا و جم΄ درون تابع دهیم،

اصولا بالا های ͳالΎچ و پایین دماهای در که است این تر مهم ͳخیل اش΋ال اما ایم. برده یاد از را ذرات انرژی سطوح بودن گسسته عملا جا این

ایم. داده توضیح تفصیل به گذشته های درس در را نکته این دلیل نیست. N ! بر آنها ظاهری تعداد تقسیم دیΎر ها می΋روحالت شمارش درست روش

تابع هستند، ϵ2 و ϵ1 انرژی تراز دو این ندارد. انرژی تراز دو از بیش ذره هر داریم. اتاقک Έی در ناهمسان ذره دو که کنید فرض تمرین: n

کنید. حساب دوباره را پارش تابع و هستند همسان ذره دو این که کنید فرض سپس کنید. حساب T دمای در را سیستم این پارش

انرژی تراز دو این ندارد. انرژی تراز دو از بیش ذره هر داریم. اتاقک Έی در ناهمسان ذره سه که کنید فرض تمرین: n

دوباره را پارش تابع و هستند همسان ذره سه این که کنید فرض سپس کنید. حساب T دمای در را سیستم این پارش تابع هستند، ϵ2 و ϵ1

کنید. حساب

ها حالت ͳالΎچ ٢ . ۴

بار Έی که است بهتر بنابراین کنیم. ͳم پیدا سروکار آن با آماری Έانی΋م محاسبات در همواره که بپردازیم ͳموضوع به خواهیم ͳم بخش این در

کنیم: حساب را زیر مثل ͳکمیت خواهیم ͳم که کنید فرض کنیم. ͳبررس را آن خاص مثال Έی از فارغ و همیشه برای

Z =
∑
n

f(nα) (۴٩)

بنابراین کند. ͳم تغییر کم ͳخیل f(nα) تابع n تغییر با که است این حرف این معنای است. ͳ΋کوچ بسیار ِ بعد بدون کمیت α << 1 آن در که

گروه گروه را جم΄ ِ جملات کنیم، جم΄ هم با را جملات تک تک اینکه بجای کنیم. محاسبه زیر صورت به را Z تابع مواردی چنین در توانیم ͳم
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ͳم جم΄ هم با را ها گروه مقادیر همه سپس و کنیم ͳم ضرب ∆n در را f(nα) ͳیعن تابع مقدار تایی، ∆n گروه̃ هر در کنیم. ͳم جم΄ هم با

نویسیم: ͳم بنابراین کنیم.

Z =
∑
n

∆nf(nα). (۵٠)

بنویسیم: و بΎیریم x مثل متغیر Έی با برابر کند ͳم تغییر پیوسته صورت به که را nα مقدار توانیم ͳم حال

x := nα ∆x = α∆n −→ ∆n =
1

α
∆x (۵١)

نتیجه در

Z =
1

α

∑
x

∆xf(x) =
1

α

∫
dxf(x). (۵٢)

باشیم مطمئن اینکه آن و کرد دقت نکته Έی به باید البته است. پیوسته متغیر Έی x متغیر n خلاف بر که ایم کرده استفاده این از آخر عبارت در

بایست ͳم نباشد، درست فرض این آنها در که باشد داشته وجود نقطه چند یا Έی اگر باشد. داشته نظر مورد محدوده در ای پیوسته رفتار f(n) تابع

خواهیم آینده های فصل در نیست درست ͳفرض چنین که نمونه Έی به نوشت. انتگرال Έی صورت به را جم΄ بقیه سپس و کرد جدا را نقاط آن

روی که این به بسته دیΎر های مثال در ͳول است. شده داده توضیح بالا سطر چند در که است همین انتگرال به جم΄ تبدیل نکته تمام پرداخت.

این مثال چند با زیر در گیرد. ͳم خود به گوناگون های ش΋ل تناظر این شوند ͳم وارد تابع در چΎونه ها متغیر و زنیم ͳم جم΄ گسسته متغیر چند

دهیم. ͳم نشان را موضوع

کنیم: حساب را زیر کمیت خواهیم ͳم که کنید فرض بعد: Έی در ها حالت ͳالΎچ n

Z =
∑
n

f(
βℏ2π2

2mL2
n2). (۵٣)

بر که L پهنای به عمیق نهایت بی پتانسیل چاه در ذره Έی انرژی جز نیست چیزی تابع درون متغیر که شود ͳم متوجه جا این در خواننده

با مقایسه در مختلف سطوح انرژی فاصله که معناست این به نیز ضریب این بودن Έکوچ است. بعد بدون بنابراین و است شده تقسیم kT

دهیم: ͳم قرار بنابراین است. کم kT ͳیعن ذره Έی گرمایی انرژی متوسط میزان

Z =
∑
n

f(αn2). (۵۴)
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دهیم: ͳم قرار بنابراین .α = ℏ2π2

2mL2 آن در که

ϵ := αn2 −→ ∆ϵ = 2αn∆n (۵۵)

یا و

∆ϵ = 2α(
ϵ

α
)1/2∆n = 2(αϵ)1/2∆n. (۵۶)

آنجا از و

∆n =
1

2
(αϵ)−1/2∆ϵ (۵٧)

بنویسیم: توانیم ͳم نتیجه در

Z =

∫
1

2
(αϵ)−1/2dϵf(ϵ). (۵٨)

حالت) اینجا (در گسسته متغیر تعداد چه انرژی) جا این (در ϵ بازه هر در که کند ͳم بیان واق΄ در g(ϵ)dϵ := 1
2 (αϵ)

−1/2dϵ عبارت

بعدی مثال است. Έی بعد مختص جا این در عبارت این که است ͳطبیع خوانیم. ͳم ها حالت ͳالΎچ را آن بنابراین است. داشته وجود

شود. ͳم حساب چΎونه بیشتر یا بعد دو برای ها حالت ͳالΎچ که دهد ͳم نشان

گیریم: ͳم نظر در را زیر جم΄ حال .d بعد در ها حالت ͳالΎچ n

Z =
∑

n1,n2,···nd

f(
βℏ2π2

2mL2
(n2

1 + n2
2 + · · ·n2

d)). (۵٩)

نویسیم: ͳم است. بعدی d عمیق پتانسیل چاه در ذره Έی انرژی اینجا در تابع متغیر

x1 = αn1, x2 = αn2, xd = αnd (۶٠)

.α = ( ℏπ
2mL2 )

1
2 آن در که

بنابراین

∆x1∆x2 · · ·∆xd = αd∆n1∆n2 · · ·∆nd (۶١)
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نتیجه در و

∑
n1,n2,···nd

f(n1, n2 · · ·nd) =
1

αd

∫
ddxf(x2

1 + · · ·x2
d) =

1

αd

∫
xd−1dxdΩd−1f(x

2). (۶٢)

دهیم. ͳم نشان Sd−1 با را آن که کند ͳم تولید را Έی شعاع به بعدی d− 1 کروی پوسته Έی ΀سط فضایی، زاویه روی انتگرال اینجا، در

نتیجه در .x2 = ϵ ͳیعن انرژی. جز نیست چیزی هم انتگرال درون متغیر کنیم دقت اگر

xd−1dx =
1

2
ϵ

d
2−1dϵ. (۶٣)

نویسیم: ͳم این بنابر

Z =
1

αd
Sd−1

∫
1

2
ϵ

d
2−1dϵf(ϵ). (۶۴)

نویسیم: ͳم زیر صورت به را بالا عبارت

Z =

∫
g(ϵ)dϵf(ϵ) (۶۵)

آن در که

g(ϵ) =
1

αd
Sd−1

1

2
ϵ

d
2−1 (۶۶)

دارد. نام ها حالت ͳالΎچ

است: زیر صورت به انرژی ͳنسبیت فوق ذره Έی برای .d بعد در ͳنسبت فوق ذره برای ها حالت ͳالΎچ n

ϵ = pc = ℏkc. (۶٧)

ki =
π
Lni. ͳیعن هستند کوانتیده قبل مثل چنان هم ها تکانه و است تکانه اندازه k =

√
k21 + · · · k2d آن در که

 : کنیم حساب را زیر جم΄ بخواهیم است مم΋ن ͳمثال چنین در

Z =
∑

n1,n2,···nd

f(βℏc
π

L

√
(n2

1 + n2
2 + · · ·n2

d)). (۶٨)
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نویسیم: ͳم

x1 = αn1, x2 = αn2, xd = αnd (۶٩)

.α = ℏc π
L آن در که

داریم قبل مثل بنابراین

∑
n1,n2,···nd

f(n1, n2 · · ·nd) =
1

αd

∫
ddxf(

√
x2
1 + · · ·x2

d) =
1

αd

∫
xd−1dxdΩd−1f(x). (٧٠)

نتیجه در .ϵ = x ͳیعن انرژی. جز نیست چیزی هم انتگرال درون متغیر

Z =
1

αd
Sd−1

∫
ϵd−1dϵf(ϵ). (٧١)

نویسیم: ͳم زیر صورت به را بالا عبارت

Z =

∫
g(ϵ)dϵf(ϵ) (٧٢)

آن در که

g(ϵ) =
1

αd
Sd−1ϵ

d−1 (٧٣)

دارد. نام ها حالت ͳالΎچ

انرژی همپاری قضیه ٣ . ۴

در 1
2kT با برابر ͳسهم ،Έکلاسی سیستم Έی برای ͳهامیلتون ِ عبارت در موجود ͳمربع جمله هر ازای به که کند ͳم بیان ٨ انرژی همپاری قضیه

صورت به ͳهامیلتون در که بΎیرید نظر در را q1 مثل متغیر Έی است. ساده بسیار قضیه این اثبات داشت. خواهد وجود سیستم متوسط انرژی

است: شده وارد ͳمربع

H(q1, q2, · · · qN ) = αq21 +H ′(q2, q3, · · · qN ) (٧۴)

Equipartition of Energy٨
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با: شود ͳم برابر پارش تابع صورت این در

Z = c

∫
dq1dq2 · · · dqNe−βH(q1,q2,···qN ) =

∫
dq1e

−βαq21Z ′ (٧۵)

q1 روی انتگرال محاسبه با بنابراین متغیرهاست. بقیه روی گیری انتگرال حاصل Z ′ و چیزها جور این و N ! ، h شامل ثابت Έی C آن در که

داشت: خواهیم

Z(β) = (
π

βα
)

1
2Z ′(β) (٧۶)

با: شود ͳم برابر سیستم کل متوسط انرژی آنجا از و

U =
1

2β
− ∂

∂β
lnZ ′(β) =

1

2
kT + U ′. (٧٧)

N دارای H اگر دارد. نام انرژی پاری هم قضیه ، قضیه این است. شده ایجاد 1
2kT اندازه به انرژی از ͳسهم q1 آزادی درجه ازای به این بنابر

بود. خواهد 1
2NkT با برابر متوسط انرژی در آنها سهم باشد، ٢ درجه متغیر

هم از مستقل Έهارمونی نوسانگرهای ۵

از بسیاری در ͳسیستم چنین کنیم. مطالعه را هم از مستقل Έهارمونی نوسانگرهای از مجموعه Έی آماری Έانی΋م خواهیم ͳم بخش این در

چنین ͳهامیلتون کنیم. ͳم اشاره جامدات ویژه گرمایی ظرفیت ͳیعن آنها مهمترین از ͳ΋ی به بخش این انتهای در که دهد ͳم رخ Έفیزی های پدیده

است: زیر ش΋ل به ͳسیستم

H =

N∑
i=1

Pi
2

2m
+

N∑
i=1

1

2
mωi

2qi
2, (٧٨)

Έکلاسی نوسانات ١ . ۵

با: است برابر سیستم این پارش تابع

Z =

∫ N∏
i=1

(
dqidpi

h

)
e−βH =

N∏
i=1

∫
dqidpi

h
e−β(

p2i
2m+ 1

2mω2
i q

2
i ) (٧٩)
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ها انتگرال محاسبه از پس و

Z =

N∏
i=1

1

h

√
2πm

β

√
2π

βmω2
i

=

N∏
i=1

(
kT

ℏωi

)
. (٨٠)

نتیجه در

F = −kT

N∑
i=1

ln(
kT

ℏωi
). (٨١)

با: بود خواهد برابر متوسط انرژی بنابر

U = − ∂

∂β
lnZ = NkT (٨٢)

با: بود خواهد برابر جامد این گرمایی ظرفیت

C =
∂U

∂T
= Nk, (٨٣)

با بود خواهد برابر مول) هر ازای به گرمایی (ظرفیت ویژه گرمایی ظرفیت بعدی سه جامد Έی برای است. ثابت دماها همه در که

CV = 3R (٨۴)

پایین دماهای در اما است. موافق تجربی نتایج با بخوبی بالا دماهای در نتیجه این اتمهاست. تعداد برابر سه جامد این نوسانگرهای تعداد زیرا

دارد. مباینت نتیجه این با ͳکل به که کند ͳم میل صفر سمت به شده مشاهده گرمایی ظرفیت

کنید. حساب را هلمهولتز آزاد انرژی چنین هم و جامد این آنتروپی تمرین: n

ͳکوانتوم نوسانات ٢ . ۵

بازی ͳمهم نقش نوسانگرها انرژی سطوح ͳگسستگ پایین دماهای در که است این تجربی نتایج با جامدات گرمایی ظرفیت مطابقت عدم دلیل

از مجموعه همان حال است. شده انگاشته نادیده دیدیم گذشته بخش در که ͳل΋ش به گرمایی ظرفیت محاسبه در که است ای نکته این کند، ͳم

شود: ͳم نوشته عملΎر Έی صورت به ͳهامیلتون صورت این در گیریم. ͳم نظر در ͳکوانتوم صورت به را نوسانگرها

H =

N∑
i=1

p̂2i
2m

+
1

2
ωiq̂

2
i (٨۵)

٢٩



نوشت: زیر صورت به توان ͳم را ͳهامیلتون این که دانیم ͳم ͳکوانتوم Έانی΋م از

H =

N∑
i=1

ℏωi(a
†
iai +

1

2
) (٨۶)

ͳکوانتوم عدد تا N با ͳهامیلتون این های حالت ویژه هستند. ام i نوسانگر طیف در برنده بالا و برنده پایین عملΎرهای a†i و ai آن در که

شوند: ͳم مشخص n1, n2, · · ·nN

H|n1, n2, · · ·nN ⟩ = En|n1, n2, · · ·nN ⟩ (٨٧)

آن در که

En =

N∑
i=1

ℏωi(ni +
1

2
), ni = 0, 1, 2, · · · . (٨٨)

با: بود خواهد برابر پارش تابع

ZN =
∑

n1,n2,···nN

e−β
∑N

i=1 ℏωi(ni+
1
2 ). (٨٩)

است: ساده ZN محاسبه

ZN =

N∏
i=1

(∑
ni

e−βℏωi(ni+
1
2 )

)
=

N∏
i=1

Zi, (٩٠)

شود: ͳم پیدا ساده ͳهندس سری Έی از Zi است. ام iنوسانگر به مربوط پارش تابع Zi در آن که

Zi = e−βℏωi
2

1

1− e−βℏωi
=

1

eβℏωi/2 − e−βℏωi/2

=
1

2 sinh βℏωi

2

. (٩١)

بنابراین

ZN =

N∏
i=1

1

2 sinh βℏωi

2

. (٩٢)

با: بود خواهد برابر UN انرژی

UN = − ∂

∂β
lnZN = − ∂

∂β

N∑
i=1

lnZi =

N∑
i=1

Ui, (٩٣)

٣٠



x
<latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit>

f(x)
<latexit sha1_base64="H6ZGc66tXDbKA/gNG79WgPtUlRU=">AAAB63icbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUDdlRgRdFt24rOC0hXYomTTThiaZIcmIZegruHGhiFtfyJ1vY6adhbYeCHycey+594QJZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHR20dp4pQn8Q8Vt0Qa8qZpL5hhtNuoigWIaedcHKb1zuPVGkWywczTWgg8EiyiBFsciuqP50PqjW34c6FVsEroAaFWoPqV38Yk1RQaQjHWvc8NzFBhpVhhNNZpZ9qmmAywSPasyixoDrI5rvO0Jl1hiiKlX3SoLn7eyLDQuupCG2nwGasl2u5+V+tl5roOsiYTFJDJVl8FKUcmRjlh6MhU5QYPrWAiWJ2V0TGWGFibDwVG4K3fPIqtC8anuX7y1rzpoijDCdwCnXw4AqacAct8IHAGJ7hFd4c4bw4787HorXkFDPH8EfO5w9sYY3R</latexit><latexit sha1_base64="H6ZGc66tXDbKA/gNG79WgPtUlRU=">AAAB63icbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUDdlRgRdFt24rOC0hXYomTTThiaZIcmIZegruHGhiFtfyJ1vY6adhbYeCHycey+594QJZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHR20dp4pQn8Q8Vt0Qa8qZpL5hhtNuoigWIaedcHKb1zuPVGkWywczTWgg8EiyiBFsciuqP50PqjW34c6FVsEroAaFWoPqV38Yk1RQaQjHWvc8NzFBhpVhhNNZpZ9qmmAywSPasyixoDrI5rvO0Jl1hiiKlX3SoLn7eyLDQuupCG2nwGasl2u5+V+tl5roOsiYTFJDJVl8FKUcmRjlh6MhU5QYPrWAiWJ2V0TGWGFibDwVG4K3fPIqtC8anuX7y1rzpoijDCdwCnXw4AqacAct8IHAGJ7hFd4c4bw4787HorXkFDPH8EfO5w9sYY3R</latexit><latexit sha1_base64="H6ZGc66tXDbKA/gNG79WgPtUlRU=">AAAB63icbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUDdlRgRdFt24rOC0hXYomTTThiaZIcmIZegruHGhiFtfyJ1vY6adhbYeCHycey+594QJZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHR20dp4pQn8Q8Vt0Qa8qZpL5hhtNuoigWIaedcHKb1zuPVGkWywczTWgg8EiyiBFsciuqP50PqjW34c6FVsEroAaFWoPqV38Yk1RQaQjHWvc8NzFBhpVhhNNZpZ9qmmAywSPasyixoDrI5rvO0Jl1hiiKlX3SoLn7eyLDQuupCG2nwGasl2u5+V+tl5roOsiYTFJDJVl8FKUcmRjlh6MhU5QYPrWAiWJ2V0TGWGFibDwVG4K3fPIqtC8anuX7y1rzpoijDCdwCnXw4AqacAct8IHAGJ7hFd4c4bw4787HorXkFDPH8EfO5w9sYY3R</latexit><latexit sha1_base64="H6ZGc66tXDbKA/gNG79WgPtUlRU=">AAAB63icbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUDdlRgRdFt24rOC0hXYomTTThiaZIcmIZegruHGhiFtfyJ1vY6adhbYeCHycey+594QJZ9q47rdTWlvf2Nwqb1d2dvf2D6qHR20dp4pQn8Q8Vt0Qa8qZpL5hhtNuoigWIaedcHKb1zuPVGkWywczTWgg8EiyiBFsciuqP50PqjW34c6FVsEroAaFWoPqV38Yk1RQaQjHWvc8NzFBhpVhhNNZpZ9qmmAywSPasyixoDrI5rvO0Jl1hiiKlX3SoLn7eyLDQuupCG2nwGasl2u5+V+tl5roOsiYTFJDJVl8FKUcmRjlh6MhU5QYPrWAiWJ2V0TGWGFibDwVG4K3fPIqtC8anuX7y1rzpoijDCdwCnXw4AqacAct8IHAGJ7hFd4c4bw4787HorXkFDPH8EfO5w9sYY3R</latexit>

1
<latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit>

. f(x) تابع :١١ ش΋ل

است: نوسانگر Έی متوسط انرژی Ui آن در که

Ui = − ∂

∂β
ln

1

2 sinh βℏωi

2

=
ℏωi

2
coth

βℏωi

2
. (٩۴)

با: است برابر ω فرکانس با ͳکوانتوم نوسانگر Έی متوسط انرژی این بنابر

U =
ℏω
2

coth
ℏω
2kT

(٩۵)

یا و

U = kT f(x) (٩۶)

که کنیم ͳم مشاهده دهد. ͳم نشان را f(x) تابع  (١١) ش΋ل است. x = ℏω
2kT پارامتر از ͳتابع f(x) = x cothx آن در که

f(x) =


kT ℏω

2 << kT (x << 1)

ℏω
2

ℏω
2 >> kT (x >> 1)

(٩٧)

٣١



با: شود ͳم برابر نوسانگرها مجموعه متوسط انرژی

UN =

N∑
i=1

ℏωi

2
coth

ℏωi

2kT
(٩٨)

با: شود ͳم برابر مجموعه این ویژه گرمایی ظرفیت

CV =
dUN

dT
= k

N∑
i=1

(
ℏωi

2kT
)2

1

sinh2( ℏωi

2kT )
(٩٩)

جامدات ویژه گرمایی ظرفیت ٣ . ۵

بالارفتن و نوسانات این دامنه افزایش باعث گرما آنهاست. های اتم بلوری شب΋ه نوسانات از ͳناش جامدات گرمایی ظرفیت از ای عمده بخش

کم بسیار بلوری شب΋ه نوسانات با مقایسه در آن نقش ͳول دارد نقش گرمایی ظرفیت این در نیز جامد درون ͳترون΋ال گاز البته شود. ͳم دما بیشتر

قرن پایان در Έکلاسی Έفیزی های چالش ترین مهم از ͳ΋ی تجربه با آن تطبیق و جامدات گرمایی ظرفیت ومحاسبه آماری Έنی م΋ا کاربرد است.

صورت به را نوسانات ͳوقت را جامدات گرمایی ظرفیت نخست بخش راین د است. انجامیده ͳکوانتوم Έانی΋م کشف به نهایتا که بوده نوزدهم

در تجربه با آن توافق ͳول دارد خوبی توافق تجربه با بالا دماهای در آوریم ͳم بدست که ای نتیجه کنیم. ͳم مطالعه گیریم ͳم نظر در Έکلاسی

کامل دماها همه در تجربه با نظریه توافق بینیم ͳم و گیریم ͳم نظر در ͳکوانتوم صورت به را نوسانات سپس است. نادرست شدت به پایین دماهای

خواهیم ͳم جا این در است. شده آزاد ها یون توسط که ͳترون΋ال گاز Έی بعلاوه شدهاست درست ͳاتم یا ͳیون شب΋ه Έی از جامد Έی است.

با ͳیون شب΋ه نوسانات کنیم. ͳم نظر صرف ͳترون΋ال گاز ویژه گرمایی ظرفیت از قسمت این در کنیم. حساب را شب΋ه این ویژه گرمایی ظرفیت

شود: ͳم توصیف زیر ͳکل ͳهامیلتون

H =

N∑
i=1

p2i
2m

+
1

2

N∑
i,j=1

kij r⃗i · r⃗j . (١٠٠)

نوسانات دهنده نشان ͳهامیلتون دوم جمله و تعادل نقطه حول ͳکل پتانسیل دوم درجه مشتقات ͳیعن
(

∂2V
∂r⃗i∂r⃗j

)
|r⃗0 از است عبارت kij حقیقت در

ِ Έکانونی تبدیل Έی با است. Έکانونی تکانه 3N و نقطه 3N بردارنده در فوق ͳهامیلتون است. تعادل نقطه این حول

(r⃗i, p⃗i)i=1,···N −→ (Qα, Pα)α=1···3N (١٠١)

بنویسیم: زیر صورت به را فوق ͳهامیلتون توانیم ͳم کنیم پیدا را آن دقیق فرم ندارد ͳلزوم که

H =

3N∑
α=1

Pα
2

2m
+

1

2
mωα

2Qα
2 (١٠٢)

٣٢



ویژه این ، (V برای پایدار تعادل (شرط است معین مثبت ماتریس این که آنجا از هستند. K ِ بعدی 3N ماتریس مقدارهای ویژه mωα
2 آن در که

دهیم. نشان mωα
2 صورت به و گرفته مثبت را ها آن توانیم ͳم بنابراین و بوده مثبت ͳΎهم مقدارها

ثابت پارش تابع بنابراین و کند ͳنم تغییر dN r⃗dN p⃗ ͳیعن فاز فضای در انتگرال حجم اندازه Έکانونی تبدیل Έی در که کنید ثابت تمرین: n

ماند. ͳم ͳباق

جامدات ویژه گرمایی ظرفیت توانیم ͳم کردیم تبدیل کنش برهم بدون Έهارمونی نوسانگرهای از مجموعه Έی به را جامد شب΋ه که حال

این متوسط انرژی که آوریم ͳم بدست انرژی همپاری قضیه از بΎیریم، نظر در Έکلاسی صورت به را نوسانگرها این اگر کنیم. حساب را

با برابر ویژه گرمایی ظرفیت بنابراین است. 3Nk = 3nR Joule/Kelvin با برابر آن گرمایی ظرفیت نتیجه در و 3NkT با برابر شب΋ه

تناقض تجربه با کاملا پایین دماهای در دارد، تطابق تجربی نتایج با بالا دماهای در چه اگر نتیجه این بود. خواهد 3RJoule/Kelvin−Mole

از ͳ΋ی تناقض این کند. ͳم میل صفر سمت به پایین دماهای در جامدات ویژه گرمایی ظرفیت که دهند ͳم نشان متعدد های آزمایش زیرا دارد،

فرض حال است. انجامیده ͳکوانتوم Έانی΋م ظهور به آن به توجه که است بوده نوزدهم قرن پایان در Έکلاسی Έفیزی نشده حل و مهم مسايل

ͳیعن آید ͳم بدست (٩٨) رابطه از ویژه گرمایی ظرفیت صورت این در هستند. ͳکوانتوم مربوطه نوسانگرهای که کنید

CV =
dUN

dT
= k

3N∑
i=1

(
ℏωi

2kT

)2
1

sinh2( ℏωi

2kT )
. (١٠٣)

همه فرکانس̥ که کرد فرض بیشتر محاسبه برای وی آمد. بدست اینشتین توسط بار نخستین جامدات گرمایی ظرفیت مسئله برای حل راه این

: به شود ͳم تبدیل بالا رابطه صورت این در است. مساوی باهم نوسانگرها

CV = 3Nk(
ℏω
2kT

)2
1

sinh2( ℏω
2kT )

=: 3Nkϕ(
T

TE
) (١٠۴)

و شود ͳم خوانده جامد این برای اینشتین دمای اصطلاحاً TE := ℏω
2K آن در که

ϕ(x) :=
1

x2 sinh2( 1x )
(١٠۵)

.

بزرگ های موفقیت از ͳ΋ی کار این کند. ͳم برطرف را تجربه و نظریه بین تناقض اینشتین حل راه شود، ͳم دیده (١٢) ش΋ل در که همانطور

است. بوده ͳکوانتوم نظریه

شده حاصل چΎونه امر این ͳکیف نظر از اما است. شده ناسازگاری این رف΄ باعث پیوسته نه و هستند گسسته نوسانگرها انرژی سطوح که این

تعریف بنابر است. ساده بسیار آن ΁پاس شود؟ ͳم صفر دمای در ویژه گرمایی ظرفیت شدن صفر باعث انرژی سطوح شدن گسسته چرا است؟

٣٣
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آینشتین. مدل در جامدات ویژه گرمایی ظرفیت :١٢ ش΋ل

نوسانگر مجموعه دو بالا های ش΋ل رود. ͳم بالا سیستم انرژی مقدار چه حرارت، درجه افزایش ازای به که این ͳیعن است، CV = (∂E∂T )N,V

پایه حالت در نوسانگرها همه و است صفر دما بالایی ش΋ل در دهد. ͳم نشان را گسسته) طیف با ) ͳکوانتوم و ( پیوسته طیف با ) Έکلاسی

بالا ͳکم سیستم کل انرژی بنابراین است. رفته بالا ͳکم کدام هر Έکلاسی نوسانگرهای انرژی است. رفته بالا ͳکم دما ͳپایین ش΋ل در هستند.

کم بسیار باشد رفته بالا نوسانگر انرژی که این احتمال تر دقیق عبارت به یا اند، نشده Έتحری کدام هیچ هنوز ͳکوانتوم نوسانگرهای ͳول رفته

.(١٣) ش΋ل دهد، ͳم نشان را ͳاصل ایده اختلاف این است.

ظرفیت پایین دماهای در که دهند ͳم نشان دقیق های آزمایش است. ͳمنف سوال این ΁پاس دارد؟ کامل سازگاری تجربه با اینشتین مدل آیا

ͳم میل صفر سمت به زیر ش΋ل به گرمایی ظرفیت که دهد ͳم نشان (١٠۵) رابطه آنکه حال و کند ͳم میل صفر سمت به T 3 صورت به گرمایی

کند:

CV

3Nk
−→ 4

x2
e−2x =

4T 2
E

T 2
e
−2 T

TE . (١٠۶)

دیبای . ͳج پیتر فیزی΋دان ͳشیم توسط که دارد نام دیبای مدل دارد پدیده این تر دقیق توضیح در ͳسع اینشتین مدل از الهام با که ͳصحیح مدل
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a b

شوند. ͳم دیده پیوسته kT ͳیعن گرمایی انرژی متوسط با مقایسه در نوسانگر انرژی سطوح بالاست دما که ͳوقت چپ: سمت ش΋ل :١٣ ش΋ل

شود. ͳم مشهود نوسانگرها انرژی بودن گسسته است پایین دما که ͳوقت راست: سمت ش΋ل

است. شده ارایه ٩

دیبای: مدل n

فرکانس طیف ͳیعن ωα های فرکانس نیست. چنین واق΄ در ͳول هستند. فرکانس Έی دارای نوسانگرها همه که بود شده فرض اینشتین مدل در

در و ͳطبیع های فرکانس که کرد فرض توان ͳم ساده تصویر Έی در آيند. ͳم بدست ͳهامیلتون کردن قطری از جامد شب΋ه نوسانات ͳطبیع های

بر در L تا a از را مقداری هر است a ی΋دیΎر از هایش اتم فاصله و L آن بزرگ ابعاد که جامد شب΋ه Έی ͳطبیع نوسانات های موج طول نتیجه

ͳم نوسان فرکانس Έی با هماهنگ طور به ها اتم همه که معناست این به گیرد ͳم قرار ͳطبیع وجه یا مود Έی در جامد این که ͳوقت گیرد. ͳم

بود: خواهد زیر ش΋ل به نوسانات معادله شویم قائل ایستاده موج این برای Έپریودی مرزی شرایط هرگاه آورند. ͳم بوجود ایستاده موج Έی و کنند

Ψn⃗(R⃗, t) = A sin
2πn1

L
x sin

2πn2

L
y sin

2πn3

L
z sin(ωt), (١٠٧)

Peter J. Debye٩
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ͳیعن کنند. ͳم تعیین را موج بردار که هستند ͳمثبت صحیح اعداد n3 و n2, n1 آن در  که

k⃗ = (kx, ky, kz) =
2π

L
(nx, ny, nz) (١٠٨)

داریم: موج این برای است. نوسان فرکانس ω و دهد ͳم نشان را ها اتم م΋ان بردار R⃗ = (x, y, z) و

ω2 =| k⃗ |2 v2 = (
2π

L
)2c2

(
n2
x + n2

y + n2
z

)
(١٠٩)

ͳنقاط تعداد بالا معادله از . دارد وجود ͳطبیع فرکانس Έی nx, ny, nz عدد سه هر ازای به است. جامد در امواج این انتشار سرعت c آن در که

.Ω(ω) = 1
8
4
3π(

ωL
2πc )

3 ͳیعن ωL
2πc شعاع به ای کره 1

8 با است برابر هستند ω از کمتر ͳطبیع فرکانس با متناظر که

با: است برابر است ω + dω و ω بین آنها فرکانس که ͳطبیع مودهای تعداد بنابراین

g(ω)dω = Ω′(ω)dω =
π

2
ω2

(
L

2πc

)3

dω. (١١٠)

ω = 2π
λ c یا و ω = |k|c که کنیم ͳم توجه مقادیر این یافتن برای گیرند. ͳم بر در را ماکزیمم مقدار Έی تا نیمم ͳم مقدار Έی از ها فرکانس این

داشت: خواهیم باشد، بزرگتر تواند ͳنم نیز L از و باشد کوچ΋تر 2a از تواند ͳنم λ که آنجا از است. موج طول λ آن در که

2π

L
c ≤ ω ≤ π

a
c

ͳیعن دهیم. قرار صفر مساوی را چپ طرف حد توانیم ͳم است بزرگ ها اتم بین فاصله به نسبت ͳخیل L که آنجا از

0 ≤ ω ≤ π

a
c = ωmax.

آید: ͳم در زیر ش΋ل به ٩٣ رابطه مقدمات این با

U =

N∑
i=1

ℏωi

2
coth

ℏωi

2kT
=

∫ ωmax

0

g(ω)dω
ℏω
2

coth
ℏω
2kT

, (١١١)

g(ω) جایΎذاری با و

U =
V

16π2c2

∫ ωmax

0

ω2dωkT
ℏω
2kT

coth
ℏω
2kT

, (١١٢)

نیست. بالا انتگرال دقیق محاسبه به نیازی بیارویم بدست T حسب بر را CV نتیجه در و U رفتار آنکه برای است. جامد حجم V = L3 آن در که

دهیم: ͳم قرار دهیم. انجام متغیر تغییر Έی که است ͳکاف

x :=
ℏω
2kT

, −→ xmax =
ℏωmax

2kT
=

TD

T
, (١١٣)
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بنابراین شود. ͳم خوانده دیبای دمای TD := ℏωmax

2k آن در که

U =
V

16π2c2
kT (

2kT

ℏ
)3
∫ TD

T

0

x3 cothxdx. (١١۴)

متناسب CV که معناست این به نتیجه این شود. ͳم T 4 با متناسب U نتیجه در و شده T از مستقل انتگرال T −→ 0 حد در دیدکه توان ͳم حال

است. شده حاصل ها آزمایش از که است ای نتیجه همان که شود ͳم T 3 با

که گیری نتیجه این برای بنابراین واگراست، دارد وجود رابطه این در که ͳانتگرال که دهد ͳم نشان (١١۴) رابطه در (دقت نکته:: Έی n

دهیم. ͳم توضیح را تری دقیق استدلال زیر در ١٠( برد. کار به دقیقتری استدلال بایست ͳم است، T 3 با متناسب واقعا گرمایی ظرفیت

نوشت: زیر صورت به توان ͳم (١١۴) رابطه از را انرژی

U = AT 4

∫ TD
T

0

x3 cothxdx. (١١۵)

آنچنانکه و کند ͳم تغییر شدت به T تغییر با نتیجه در و واگراست بزرگ های T در رابطه این در موجود انتگرال که است این در اش΋ال

T تغییر با و است بزرگ بسیار ͳول نیست نهایت بی انتگرال این رسد ͳنم صفر به T که آنجا از واق΄ در نیست. T از مستقل کنیم ͳم فکر

توجه و بالا رابطه از مشتق محاسبه با کنیم. محاسبه را انتگرال این تغییرات باید گرمایی ظرفیت محاسبه برای نیتجه در کند. ͳم تغییر نیز

زیر ͳکل روابط به

d

dx

∫ x

0

f(u)du = f(x) ,
d

dx

∫ y(x)

0

f(u)du =
dy

dx
f(y(x)) (١١۶)

رسیم: ͳم زیر نتیجه به

CV =
dU

dT
= 4AT 3

∫ TD
T

0

x3 cothxdx+AT 4 ×
(
− TD

T 2
(
TD

T
)3 coth

TD

T

)
(١١٧)

کردن خلاصه از پس توان ͳم را (١١٧) عبارت است، Έی با برابر تقریبا coth TD

T جمله Έکوچ ͳخیل های T << TD در که آنجا از

نوشت: زیر ش΋ل به

CV = 4AT 3
[
J − 1

4
(
TD

T
)4
]
. (١١٨)

آن در که

J =

∫ TD
T

0

x3 cothxdx

است. کرده توجه نکته این به درسنامه متن خواندن با که هستم یΎانه ͳسلمان سپهر درس، این دانشجوی مرهون من را دقت ١٠این
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از توانیم ͳم کنیم نگاه تر دقیق طور به اگر اما هستند، بزرگ بسیار دو هر TD

T عبارت هم و انتگرال این هم که است این در نکته حال

که است این هم اش دلیل کنیم. نظر صرف ͳاول مقابل در ͳدوم عبارت

lim
x−→0

cothx −→ ∞ (١١٩)

داریم انتگرال پایین حد به توجه با نتیجه در و

J ≡
∫ TD

T

0

x3 cothxdx >>

∫ TD
T

0

x3dx =
1

4
(
TD

T
)4. (١٢٠)

تش΋یل کوچ΋تری های سامانه از ها سامانه این دوی هر ایم. کرده ͳبررس را جامد Έی نوسانات چنین هم و آل ایده گاز آماری Έانی΋م کنون تا

مثال دو با اش تفاوت تنها و شده تش΋یل کنش برهم بدون های سامانه از نیز کنیم ͳم مطالعه اکنون که ͳمثال ندارند. کنش برهم هم با که اند شده

های پدیده که این ضمن شود ͳم منجر بیشتری بازهم ͳسادگ به محدود تعداد این دارد. انرژی تراز محدودی تعداد سامانه هر که است این ͳقبل

شوند. ͳم سازی مدل سامانه نوع این با طبیعت در ͳمهم

Έکلاسی ͳپارامغناطیس جامد ۶

ͳسادگ برای دارند. ͳمغناطیس ͳدائم قطبی دو Έی هرکدام که شده تش΋یل ١١ ͳمغناطیس حوزه نام به هایی ناحیه از ͳپارامغناطیس جامد ماده Έی

ͳم ͳسع ͳمغناطیس میدان Έی اما است، ͳتصادف کاملا قطبی دو این جهت ͳمغناطیس میدان Έی غیاب در گیریم. ͳم µ را ها قطبی دو این اندازه

ͳخارج ͳمغناطیس میدان با ها قطبی دو کامل شدن جهت هم مان΄ گرمایی خیزهای و افت اما کند. جهت هم خود با را ها قطبی دو این که کند

صورت به را ͳنظم بی عامل عنوان به دما و ͳخارج ی دهنده نظم عامل عنوان به میدان مقابله این توانیم ͳم آماری Έانی΋م از استفاده با شود. ͳم

نظر در ͳخارج ͳمغناطیس میدان با را آنها کنش برهم تنها ی΋دیΎر، با ها دوقطبی بین کنش برهم از نظرکردن صرف با اول، نگاه در بفهمیم. ͳکم

دهیم: ͳم قرار ͳیعن گیریم ͳم

H = −(µ1 + µ2 + · · ·µN ) ·B (١٢١)

Magnetic Domain١١
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ͳم ͳهامیلتون است ثابت ها قطبی دو ی اندازه که آنجا از ندارند. ͳجنبش انرژی و هستند ی΋سان خود جای در ها اتم که کنیم ͳم فرض چنین هم

شود:

H = −µ(n1 + n2 + · · ·nN ) ·B. (١٢٢)

نماد اگر شود. ͳم مشخص ϕi و θi زاویه دو با ni مثل ی΋ه بردار هر و شود ͳم مشخص (n1,n2, · · ·nN ) ی ی΋ه بردارهای با می΋روحالت هر

آنگاه ببریم کار به dni = sin θidθidϕi ِ ΀سط المان برای را dni

ZN =

∫
dn1dn2 · · · dnNeβµ(n1+···nN )·B = ZN

1 (١٢٣)

آن در که

Z1 =

∫
dneβµB·n. (١٢۴)

آنگاه بΎیریم، B بر منطبق را z محور جهت اگر

Z1 =

∫
eβµB cos θ sin θdθdϕ = 2π

∫ 1

−1

eβµBxdx =
4π

βµB
sinh(βµB) (١٢۵)

نتیجه در و

ZN =

(
4π

βµB
sinh(βµB)

)N

. (١٢۶)

که بینیم ͳم کنیم، دقت ͳهامیلتون به اگر است. ͳمغناطیس میدان راستای در مغناطش میزان علاقمندیم، آن به ما که ͳکمیت

H = MzB (١٢٧)

با: است برابر دهیم ͳم نشان M با را آن که Mz متوسط بنابراین است. z راستای در مغناطش مولفه Mz آن در که

M = ⟨Mz⟩ =
∂

∂(βB)
lnZN , (١٢٨)

مشتق محاسبه از پس و

M = Nµ(cothx− 1

x
), (١٢٩)
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گرفت. نظر در بعدی سه بردار Έی صورت به را آنها توان ͳم که Έکلاسی های دوقطبی برای ͳپارامغناطیس گاز Έی متوسط مغناطش :١۴ ش΋ل

ͳم نشان را گرمایی خیز و افت توسط شده ایجاد ͳنظم بی و ͳمغناطیس میدان توسط شده ایجاد نظم مقابله که است پارامتری x = µB
kT آن در که

دهد.

است. شده خلاصه µB
kT پارامتر در دما و ͳمغناطیس میدان مقابله رفت ͳم انتظار همانطورکه دهد. ͳم نشان µB

kT حسب بر را M
Nµ (١۴) ش΋ل

در رسد. ͳم اشباع حد به M اندازه قوی بسیار ͳمغناطیس های میدان یا و پایین دماهای در که دهند ͳم نشان مربوطه ش΋ل چنین هم و بالا رابطه

رسیم: ͳم زیر رابطه به coshx− 1
x بسط با است، Έکوچ µB

kT که ضعیف ͳمغناطیس های میدان یا و بالا دماهای

M ≈ 1

2
(
Nµ2

k
)
B

T
= C

B

T
(١٣٠)

شود. ͳم نامیده کوری ثابت C := 1
2
Nµ2

k آن در که
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ͳکوانتوم ͳپارامغناطیس جامد ٧

در را ͳجهت هر تواند ͳم که دادیم نشان بردار Έی با را ها دوقطبی دلیل همین به دارند Έکلاسی رفتار ها دوقطبی که کردیم فرض ͳقبل مسئله در

با هستند ͳمغناطیس ماده Έی در ͳمغناطیس مناطق از ͳناش که هایی قطبی دو ͳیعن ماکروس΋وپی های دوقطبی برای فرض این کند. اختیار فضا

است شده تش΋یل منطقه هر در که µ ͳمغناطیس قطبی دو و هستند اتم هزار هزاران دارای مناطق این از کدام هر زیرا است، درست خوبی تقریب

اختیار ای پیوسته کلاملا های جهت و امتدادها ͳیعن دارد Έکلاسی رفتار ای دوقطبی چنین Έی است. اتم هزار هزاران ͳاتم های دوقطبی برآیند

رفتار خواهیم ͳم که ͳوقت اما شوند. ͳم جدا دیΎر Έی از جامد ی شب΋ه های ͳناخالص یا ͳاتم های ͳناخالص با ͳمغناطیس مناطق این کند. ͳم

تک تک از ͳناش کل مغناطش آن در (که داریم سروکار ͳپارامغناطیس گاز Έی با که ͳوقت یا کنیم ͳبررس منطقه Έی درون را ها اتم ͳمغناطیس

بΎیریم. نظر در را ها اتم ͳکوانتوم رفتار بایست ͳم هاست اتم

ͳیعن ای زاویه گشتاور با است متناسب ͳمغناطیس گشتاور دانیم، ͳم ͳمقدمات Έفیزی از چنانچه ، اتم Έی برای

µ⃗ = γS⃗ (١٣١)

ͳمغناطیس میدان با ها اتم این کنش برهم ͳهامیلتون دارد. ͳبستگ ذره جرم به چنین هم و ͳ΋تری΋ال خصوصیات به که است ضریبی γ آن در که

با: است برابر ͳخارج

H = −
N∑
i=1

µ⃗ · B⃗ = −γ

N∑
i=1

S⃗i · B⃗. (١٣٢)

به شود ͳم تبدیل رابطه این بΎیریم، z جهت در را ͳخارج ͳمغناطیس میدان هرگاه

H = −γB

N∑
i=1

Sz
i , (١٣٣)

Sz عملΎر مقدارهای ویژه است S با برابر آن اسپین که ای ذره برای است، قطری Sz که ای پایه در است. اسپین عملΎر سوم مولفه Sz
i آن در که

است: −S و S بین صحیح نیمه یا صحیح عدد Έی m آن در که mℏ با برابرند

m ∈ {−S, −S + 1, · · ·S − 1, S}. (١٣۴)

از: است عبارت پارش تابع ͳسیستم چنین برای

ZN = tr(e−βH) = tr(e−β(H1+H2+···HN ))
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= tr(e−βH1)N =: ZN
1 . (١٣۵)

رابطه این در

Z1 = tr(eβγBSz ) =

S∑
m=−S

eβγBℏm. (١٣۶)

نتیجه در و است ͳهندس تصاعد Έی بالا جم΄ اما

Z1 =
e−βγℏB − eβγℏB(S+1)

1− eβγℏB
, (١٣٧)

کرد: ͳبازنویس زیر ش΋ل به را آن توان ͳم که

Z1 =
sinhβγℏB(S + 1

2 )

sinh βγℏ
2 B

. (١٣٨)

داریم: نتیجه در گیریم. ͳم µ با برابر را γℏS کنیم مقایسه Έکلاسی حالت با را خود نتیجه بتوانیم آنکه برای

Zquantum
N =

(
sinhβµB(1 + 1

2S )

sinh βµB
2S

.

)N

(١٣٩)

داشتیم: نیز ٧ رابطه از

Zclassical
N =

(
4π

βµB
sinh(βµB)

)N

. (١۴٠)

با: شود ͳم برابر مغناطش متوسط مقدار ͳکوانتوم حالت در

M =
∂

∂(βB)
lnZN (١۴١)

یا و

M = Nµ

(
(1 +

1

2S
) coth

µB(1 + 1
2S )

kT
− 1

2S
coth

µB
2S

kT

)
(١۴٢)

یا و

M

Nµ
= fs(

µB

kT
) (١۴٣)
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آن در که

fs(x) = (1 +
1

2S
) coth(1 +

1

2S
)x− 1

2S
coth

x

2S
. (١۴۴)

به شود ͳم تبدیل fs(x) تابع S −→ ∞ برای

f∞(x) = cothx− 1

x
, (١۴۵)

دارد وجود جالب بسیار نکته Έی ش΋ل این در دهد. ͳم نشان مختلف های s برای را fs(x) تابع  (١۵) ش΋ل است. Έکلاسی نتیجه همان که

وخیز افت اثرات بهتر عبارت به شود. ͳم کمتر M نتیجه در و fs(x) کنیم زیاد را S مقدار که چه هر x = µB
kT ثابت مقدار هر برای اینکه آن و

هر برای زیرا است ΀واض هم امر این دلیل است. Έکوچ های S از بیشتر بزرگ های S در ها دوقطبی جهت کردن نظرم بی در آن تاثیر و گرمایی

کند. پراکنده اسپین جهت یا انرژی تراز 2S + 1 در را ها اتم تواند ͳم ͳحرارت خیز و افت و است 2S + 1 با برابر اتم Έی انرژی سطوح تعداد S

ͳقدردان ٨

درسنامه این دقت با ١۴٠٢ اول نیمسال در که شریف ͳصنعت دانشΎاه Έفیزی دانش΋ده دانشجویان ͳهمت آیسان خانم و یΎانه ͳسلمان سپهر آقای از

کنم. ͳم سپاسΎزاری کردند یادآوری را آن متعدد اش΋الات و خواندند را

ها مسئله ٩

Έی دارای هیدروژن اتم است. رسیده تعادل به T دمای در و (ͳتابش میدان Έی (مثلا اطراف محیط با که بΎیرید نظر در را هیدروژن اتم n

و ولت ال΋ترون −13.6 با برابر 1s تراز انرژی است. ٨ ͳواگن درجه با 2p انرژی طراز Έی و دو ͳواگن درجه با 1s به موسوم انرژی تراز

هیدروژن اتم که کنید حساب را این احتمال و کنید نظر صرف انرژی های تراز دیΎر از است. ولت ال΋ترون −13.6
4 با برابر 2p تراز انرژی

باشد. 2p تراز در

اش روبرویی مونومر با مونومر هر که دارد وجود مونومر تا N زنجیره هر در است. شده درست پلیمر دوتایی زنجیره Έی از DNA مول΋ول n

ͳصورت در تنها جفت هر است. لازم انرژی ولت ال΋ترون ϵ مقدار ها جفت این از کدام هر بازکردن برای است. شده جفت مقابل زنجیره از
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متفاوت های اسپین با های اتم برای ͳپارامغناطیس گاز Έی متوسط مغناطش :١۵ ش΋ل

تا n که کنید پیدا را این احتمال T دمای در باشد. DNA زنجیره انتهایی جفت که این یا باشد شده باز اش کناری جفت که شود ͳم باز

باشند: شده باز مونومرها از

باشد، داشته وجود زنجیره بازشدن ام΋ان انتها Έی از تنها و باشد شده قفل زنجیره انتهای Έی اگر الف‐

باشند. داشته شدن باز ام΋ان زنجیره انتهای دو هر ب‐

بالا بسیار دمای در را احتمال این حدی مقدار باشد. فرد ͳکوانتوم عدد با ͳحالت در T دمای در نوسانگر Έی که کنید پیدا را این احتمال n

کنید. حساب پایین بسیار دمای و
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و ϵ و 0 های انرژی با انرژی تراز دو ها اتم این از کدام هر . شده تش΋یل حالته دو کنش) برهم بدون زیرسیستم (یا اتم N از سیستم Έی n

دماهای در ویژه گرمایی ظرفیت رفتار کنید. حساب را آن ویژه گرمایی ظرفیت و سیستم این انرژی دارد. g1 و g0 ترتیب به های ͳواگن

چΎونه دارد؟ را خود مقدار بیشترین گرمایی ظرفیت این دمایی چه در کنید. رسم دما حسب بر را گرمایی ظرفیت است؟ چΎونه زیاد بسیار

دهید؟ ͳم توضیح g1/g0 به را آن ͳبستگ بخصوص را ویژه گرمایی ظرفیت رفتار توانید ͳم

n

رابطه n

U :=
∑
r

Er
1

Z
e−βEr (١۴۶)

گرمای دهنده نشان جمله کدام و کار دهنده نشان رابطه این در جمله کدام که کنید مشخص کنید. حساب را dU سپس و بΎیرید نظر در را

است. سیستم به شده داده

این در خواهیم ͳم است، معمول آنزامبل نوع این (اگرچه داشت. نگاه ثابت را سیستم دمای همواره که نیست لازم Έکانونی آنزامبل در n

است. شده داشته نگاه ثابت فشار در که بΎیرید نظر در را ͳسیستم کرد.) ͳبررس را دیΎر های آنزامبل توان ͳم چΎونه دهیم نشان مسئله

می΋روحالت همه بسته سیستم Έی اینکه ͳیعن آماری Έانی΋م ͳاساس اصل از است. ثابت سیستم این در فشار و حجم ذرات،  تعداد بنابراین

کنید. استفاده کند ͳم اشغال مساوی احتمال با را هایش

باشد. V حجم دارای سیستم این که کنید پیدا را این احتمال ‐ ١

کنید. ͳم پیدا را سیستم این حالت معادله چΎونه ‐ ٢

کنید. ͳم پیدا را سیستم این دمای چΎونه ‐ ٣

کنید. پیدا را سیستم این حجم در خیز و افت میزان ‐ ۴

کنید. پیدا را آن حالت معادله آنزامبل این از استفاده با و بΎیرید نظر در آل ایده گاز Έی ‐ ۵

و است شده داشته نگاه T دمای در سیستم این اند. شده متصل k فنر ثابت به فنر سه با ش΋ل مطابق که بΎیرید نظر در m جرم به گوی دو n

دهید. ΁پاس زیر سوالات به Έکلاسی سیستم Έی عنوان به سیستم این گرفتن نظر در با کنند. ͳم ͳطول نوسان ها جرم
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کنید. پیدا را سیستم این ͳطبیع نوسان مودهای ‐ ١

کنید. پیدا را سیستم این انرژی متوسط ‐ ٢

کنید. پیدا را ͳنوسان مود هر متوسط انرژی ‐ ٣

کنید. پیدا را ها جرم از هرکدام جایجایی متوسط ‐ ۴

m
<latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit>

m
<latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit>k

<latexit sha1_base64="J1ePosK0dkApl23wGR0/R+dduEg=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjreZkUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3ryv12zyOIpzBOVyCBzWowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8A0oeM7w==</latexit><latexit sha1_base64="J1ePosK0dkApl23wGR0/R+dduEg=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjreZkUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3ryv12zyOIpzBOVyCBzWowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8A0oeM7w==</latexit><latexit sha1_base64="J1ePosK0dkApl23wGR0/R+dduEg=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjreZkUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3ryv12zyOIpzBOVyCBzWowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8A0oeM7w==</latexit><latexit sha1_base64="J1ePosK0dkApl23wGR0/R+dduEg=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjreZkUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3ryv12zyOIpzBOVyCBzWowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8A0oeM7w==</latexit> k
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k
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a
<latexit sha1_base64="DcxH1t8VfbGREJT8ZMrfQnx14cc=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrSYdlCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/DX4zl</latexit><latexit sha1_base64="DcxH1t8VfbGREJT8ZMrfQnx14cc=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrSYdlCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/DX4zl</latexit><latexit sha1_base64="DcxH1t8VfbGREJT8ZMrfQnx14cc=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrSYdlCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/DX4zl</latexit><latexit sha1_base64="DcxH1t8VfbGREJT8ZMrfQnx14cc=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrSYdlCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/DX4zl</latexit>

اند. شده بسته هم به فنر سه با جرم دو بالا: مسئله به مربوط ش΋ل :١۶ ش΋ل

است. شده داشته نگاه T دمای در سیستم این اند. شده متصل k فنر ثابت به هایی فنر با ش΋ل مطابق که بΎیرید نظر در m جرم به گوی N n

ش΋ل این در آنها طول و صفر با برابر ها فنر آزاد طول هستند. ͳطول نیز نوسانات همه بΎیرید. نظر در ͳکوانتوم صورت به را نوسانگرها

کنید. حساب سیستم این برای را دیبای دمای است. a با برابر

دهیم انجام را دیبای آنالیز همان توانیم ͳم دارند قرار بعد سه در که Έهارمونی نوسانگرهای از ای مجموعه ͳیعن بعدی سه جامد Έی برای n

از تر Έکوچ ͳخیل دماهای برای که دهید نشان و دهید انجام را آنالیز این نداریم. ͳسیستم چنین ͳطبیع های فرکانس دانستن به نیازی و

داریم: (T ≪ ΘD) دیبای دمای

(CP − CV ) ∼ T 7. (١۴٧)

ͳهامیلتون با ای ذره بس ͳسیستم n

H =

N∑
i=1

p2i
2m

+

N∑
i=1

aiq
2
i (١۴٨)

۴۶



برهم بدون Έهارمونی نوسانگرهای از مجموعه Έی سیستم نوع این از مثال Έی) است. رسیده اش محیط با تعادل به T ثابت دمای در

که دهید نشان و کنید حساب را سیستم این پارش تابع Έکانونی آنزامبل در است.)  کنش

⟨E⟩ = NkBT , ⟨(E − ⟨E⟩)2⟩ = Nk2BT
2. (١۴٩)

ͳهامیلتون با Έهارمونی نوسانگر Έی n

H =
p2i
2m

+ aq2 + bq (١۵٠)

را زیر های کمیت . کنید حساب را سیستم این پارش تابع Έکانونی آنزامبل در است.  رسیده اش محیط با تعادل به T ثابت دمای در

کنید:  حساب

⟨E⟩, ⟨(E − ⟨E⟩)2⟩. (١۵١)

بΎیرید: نظر در زیر ͳهامیلتون با و (qi, pi) i = 1 · · ·N ی  یافته تعمیم مختصات با ای ذره بس ͳسیستم n

H =

N∑
i=1

p2i
2m

+
∑
i,j

Ki,jqiqj +

N∑
i=1

aiqi (١۵٢)

است:  برقرار سیستم این برای زیر رابطه همواره که دهید نشان است.  رسیده تعادل به اش محیط با T ثابت دمای در سیستم این

⟨E⟩ = NkT. (١۵٣)

بΎیرید: نظر در زیر ͳهامیلتون با ای ذره بس ͳسیستم n

H =

N∑
i=1

P2
i

2m
+ U(r1, r2, · · · , rN ). (١۵۴)

کند: ͳم صدق زیر رابطه در ͳهامیلتون این در پتانسیل تابع

U(λr1, λr2, · · · , λrN ) = λγU(r1, r2, · · · , rN ). (١۵۵)

است:  زیر ͳکل ش΋ل به سیستم این حالت معادله که دهید نشان

PT−1+3/γ = f

(
V

N
T−3/γ

)
(١۵۶)

۴٧



میدان در مول΋ول Έی انرژی .(١٧) ش΋ل بΎیرید، نظر در هستد µ ͳ΋تری΋ال ͳدائم دوقطبی دارای که مول΋ولهایی از رقیق گاز Έی n

با: است برابر E = Eẑ ͳ΋تری΋ال

H = Ttransl + Trot − µE cos θ, (١۵٧)

را مول΋ول است. ͳ΋تری΋ال میدان در قطبی دو این انرژی سوم جمله و ͳدوران و ͳانتقال ͳجنبش انرژی ترتیب به دوم و اول جمله آن در که

بود: خواهد زیر صورت به آن ͳدوران انرژی صورت این در بΎیرید. نظر در I ͳاینرس ممان با میله Έی صورت به

Trot =
1

2
I
(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
(١۵٨)

ͳیعن شود، ͳم نوشته معمول صورت به نیز مول΋ول این ͳانتقال انرژی

Ttransl =
1

2m
P2. (١۵٩)

داشت: خواهیم صورت این در کنیم. نظر صرف ها مول΋ول بین کنش برهم از توانیم ͳم است رقیق گاز که آنجا از

Z =
ZN
1

N !
(١۶٠)

.Z1 = ZtranslZrot آن در که

که دهید نشان الف:

Zrot =
2I sinhβEµ

ℏ2β2Eµ
. (١۶١)

با:  است برابر متوسط ͳ΋تری΋ال قطبش که دهید نشان ب:

P =
N

V
⟨µ cos θ⟩ = N

V

(
µ cothβµE − kBT

E

)
. (١۶٢)

شود، ͳم تعریف زیر رابطه توسط که ϵ ͳ΋تری΋ال دی ثابت µE ≪ kT حد در که دهید نشان پ:

ϵE = ϵ0E + P (١۶٣)

با: است برابر

ϵ = ϵ0 +
Nβµ2

3V
. (١۶۴)

۴٨
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<latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit><latexit sha1_base64="IArQpDG4Gw7Ax+5Wri9CZWKD4Bo=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1YQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A5juM/A==</latexit>

y
<latexit sha1_base64="kBWpEtbVW3xlz0t9EJbdPDfcZn0=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkoigh6LXjy2YD+gDWWznbRrN5uwuxFC6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vrCwsM7M+zMGySCa+O6387a+sbm1nZpp7y7t39wWDk6bus4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjerd55QaR7LB5Ml6Ed0JHnIGTXWamaDStWtuXORVfAKqEKhxqDy1R/GLI1QGiao1j3PTYyfU2U4Ezgt91ONCWUTOsKeRUkj1H4+X3RKzq0zJGGs7JOGzN3fEzmNtM6iwHZG1Iz1cm1m/lfrpSa88XMuk9SgZIuPwlQQE5PZ1WTIFTIjMguUKW53JWxMFWXGZlO2IXjLJ69C+7LmWW5eVeu3RRwlOIUzuAAPrqEO99CAFjBAeIZXeHMenRfn3flYtK45xcwJ/JHz+QPnv4z9</latexit><latexit sha1_base64="kBWpEtbVW3xlz0t9EJbdPDfcZn0=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkoigh6LXjy2YD+gDWWznbRrN5uwuxFC6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vrCwsM7M+zMGySCa+O6387a+sbm1nZpp7y7t39wWDk6bus4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjerd55QaR7LB5Ml6Ed0JHnIGTXWamaDStWtuXORVfAKqEKhxqDy1R/GLI1QGiao1j3PTYyfU2U4Ezgt91ONCWUTOsKeRUkj1H4+X3RKzq0zJGGs7JOGzN3fEzmNtM6iwHZG1Iz1cm1m/lfrpSa88XMuk9SgZIuPwlQQE5PZ1WTIFTIjMguUKW53JWxMFWXGZlO2IXjLJ69C+7LmWW5eVeu3RRwlOIUzuAAPrqEO99CAFjBAeIZXeHMenRfn3flYtK45xcwJ/JHz+QPnv4z9</latexit><latexit sha1_base64="kBWpEtbVW3xlz0t9EJbdPDfcZn0=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkoigh6LXjy2YD+gDWWznbRrN5uwuxFC6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vrCwsM7M+zMGySCa+O6387a+sbm1nZpp7y7t39wWDk6bus4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjerd55QaR7LB5Ml6Ed0JHnIGTXWamaDStWtuXORVfAKqEKhxqDy1R/GLI1QGiao1j3PTYyfU2U4Ezgt91ONCWUTOsKeRUkj1H4+X3RKzq0zJGGs7JOGzN3fEzmNtM6iwHZG1Iz1cm1m/lfrpSa88XMuk9SgZIuPwlQQE5PZ1WTIFTIjMguUKW53JWxMFWXGZlO2IXjLJ69C+7LmWW5eVeu3RRwlOIUzuAAPrqEO99CAFjBAeIZXeHMenRfn3flYtK45xcwJ/JHz+QPnv4z9</latexit><latexit sha1_base64="kBWpEtbVW3xlz0t9EJbdPDfcZn0=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkoigh6LXjy2YD+gDWWznbRrN5uwuxFC6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vrCwsM7M+zMGySCa+O6387a+sbm1nZpp7y7t39wWDk6bus4VQxbLBax6gZUo+ASW4Ybgd1EIY0CgZ1gcjerd55QaR7LB5Ml6Ed0JHnIGTXWamaDStWtuXORVfAKqEKhxqDy1R/GLI1QGiao1j3PTYyfU2U4Ezgt91ONCWUTOsKeRUkj1H4+X3RKzq0zJGGs7JOGzN3fEzmNtM6iwHZG1Iz1cm1m/lfrpSa88XMuk9SgZIuPwlQQE5PZ1WTIFTIjMguUKW53JWxMFWXGZlO2IXjLJ69C+7LmWW5eVeu3RRwlOIUzuAAPrqEO99CAFjBAeIZXeHMenRfn3flYtK45xcwJ/JHz+QPnv4z9</latexit>

z
<latexit sha1_base64="ZxpkeWP7OiuYrtNqeUSJ8s3zMA0=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQ3+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A6UOM/g==</latexit><latexit sha1_base64="ZxpkeWP7OiuYrtNqeUSJ8s3zMA0=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQ3+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A6UOM/g==</latexit><latexit sha1_base64="ZxpkeWP7OiuYrtNqeUSJ8s3zMA0=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQ3+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A6UOM/g==</latexit><latexit sha1_base64="ZxpkeWP7OiuYrtNqeUSJ8s3zMA0=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQ3+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8e2s3n5EpXks780kQT+iQ8lDzqixVuOpX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu1mzyOIpzAKZyDB1dQgzuoQxMYIDzDK7w5D86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4A6UOM/g==</latexit>

✓
<latexit sha1_base64="+2a+YdAkK5gXAKPWKNIZ/6djIOk=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk07SNzSZLMiuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyVSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlanhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0YTuNI8lY0vp3VW0/cWKHVA04SHsZ0qMRAMIrOanZxxJH2yhW/6s9FViHIoQK56r3yV7evWRpzhUxSazuBn2CYUYOCST4tdVPLE8rGdMg7DhWNuQ2z+bZTcuacPhlo455CMnd/T2Q0tnYSR64zpjiyy7WZ+V+tk+LgOsyESlLkii0+GqSSoCaz00lfGM5QThxQZoTblbARNZShC6jkQgiWT16F5kU1cHx/Wand5HEU4QRO4RwCuIIa3EEdGsDgEZ7hFd487b14797HorXg5TPH8Efe5w+j+Y8o</latexit><latexit sha1_base64="+2a+YdAkK5gXAKPWKNIZ/6djIOk=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk07SNzSZLMiuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyVSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlanhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0YTuNI8lY0vp3VW0/cWKHVA04SHsZ0qMRAMIrOanZxxJH2yhW/6s9FViHIoQK56r3yV7evWRpzhUxSazuBn2CYUYOCST4tdVPLE8rGdMg7DhWNuQ2z+bZTcuacPhlo455CMnd/T2Q0tnYSR64zpjiyy7WZ+V+tk+LgOsyESlLkii0+GqSSoCaz00lfGM5QThxQZoTblbARNZShC6jkQgiWT16F5kU1cHx/Wand5HEU4QRO4RwCuIIa3EEdGsDgEZ7hFd487b14797HorXg5TPH8Efe5w+j+Y8o</latexit><latexit sha1_base64="+2a+YdAkK5gXAKPWKNIZ/6djIOk=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk07SNzSZLMiuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyVSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlanhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0YTuNI8lY0vp3VW0/cWKHVA04SHsZ0qMRAMIrOanZxxJH2yhW/6s9FViHIoQK56r3yV7evWRpzhUxSazuBn2CYUYOCST4tdVPLE8rGdMg7DhWNuQ2z+bZTcuacPhlo455CMnd/T2Q0tnYSR64zpjiyy7WZ+V+tk+LgOsyESlLkii0+GqSSoCaz00lfGM5QThxQZoTblbARNZShC6jkQgiWT16F5kU1cHx/Wand5HEU4QRO4RwCuIIa3EEdGsDgEZ7hFd487b14797HorXg5TPH8Efe5w+j+Y8o</latexit><latexit sha1_base64="+2a+YdAkK5gXAKPWKNIZ/6djIOk=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk07SNzSZLMiuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyVSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlanhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0YTuNI8lY0vp3VW0/cWKHVA04SHsZ0qMRAMIrOanZxxJH2yhW/6s9FViHIoQK56r3yV7evWRpzhUxSazuBn2CYUYOCST4tdVPLE8rGdMg7DhWNuQ2z+bZTcuacPhlo455CMnd/T2Q0tnYSR64zpjiyy7WZ+V+tk+LgOsyESlLkii0+GqSSoCaz00lfGM5QThxQZoTblbARNZShC6jkQgiWT16F5kU1cHx/Wand5HEU4QRO4RwCuIIa3EEdGsDgEZ7hFd487b14797HorXg5TPH8Efe5w+j+Y8o</latexit>

�
<latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit>

E
<latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit><latexit sha1_base64="Wrb43V9n9rHg+tOIp/pDYoWtqbs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMFjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUUvHqWLYZLGIVSegGgWX2DTcCOwkCmkUCGwH49tZvf2ESvNYPphJgn5Eh5KHnFFjrcZdv1xxq+5cZBW8HCqQq94vf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa1HSCLWfzRedkjPrDEgYK/ukIXP390RGI60nUWA7I2pGerk2M/+rdVMTXvsZl0lqULLFR2EqiInJ7Goy4AqZERMLlCludyVsRBVlxmZTsiF4yyevQuui6lluXFZqN3kcRTiBUzgHD66gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7I+fwBmO+MyQ==</latexit>

µ
<latexit sha1_base64="8nh7aonYi8Ake4aYf7zdRbOipH0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk02wbmmSXZFYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmjbJDOMNlsjEtCNquRSaN1Cg5O3UcKoiyVvR6HZWbz1xY0WiH3Gc8lDRgRaxYBSd9dBVWa9c8av+XGQVghwqkKveK391+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp6VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOnNMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld486T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/XWCN1g==</latexit><latexit sha1_base64="8nh7aonYi8Ake4aYf7zdRbOipH0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk02wbmmSXZFYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmjbJDOMNlsjEtCNquRSaN1Cg5O3UcKoiyVvR6HZWbz1xY0WiH3Gc8lDRgRaxYBSd9dBVWa9c8av+XGQVghwqkKveK391+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp6VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOnNMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld486T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/XWCN1g==</latexit><latexit sha1_base64="8nh7aonYi8Ake4aYf7zdRbOipH0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk02wbmmSXZFYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmjbJDOMNlsjEtCNquRSaN1Cg5O3UcKoiyVvR6HZWbz1xY0WiH3Gc8lDRgRaxYBSd9dBVWa9c8av+XGQVghwqkKveK391+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp6VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOnNMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld486T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/XWCN1g==</latexit><latexit sha1_base64="8nh7aonYi8Ake4aYf7zdRbOipH0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk02wbmmSXZFYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmjbJDOMNlsjEtCNquRSaN1Cg5O3UcKoiyVvR6HZWbz1xY0WiH3Gc8lDRgRaxYBSd9dBVWa9c8av+XGQVghwqkKveK391+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp6VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOnNMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld486T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/XWCN1g==</latexit>

است. گرفته قرار ͳ΋تری΋ال میدان در که ͳ΋تری΋ال قطبی دو Έی :١٧ ش΋ل

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را ͳاتم دو مول΋ول Έی ͳهامیلتون n

H = Ttransl + Trot + Tvib =
P2

2m
+

L2

2I
+

p2

2
(2µ) +

1

2
µω2x2, (١۶۵)

دوم جمله جرم، مرکز ͳانتقال انرژی اول جمله هستند. مول΋ول ͳنوسان و ͳدوران ،ͳانتقال انرژی دهنده نشان ترتیب به جملات این آن در که

نوسان دهنده نشان نیز سوم جمله و است میله بر عمود محور Έی حول است) شده مدل میله Έی صورت به (که مول΋ول ͳدوران انرژی

جرم دهنده نشان نیز µ پارامتر هستند. آن ͳاینرس ممان و مول΋ول کل ای زاویه تکانه ترتیب به I و L است. میله امتداد در ها مول΋ول

ͳم جابجا هم با آزادی درجه نوع سه این به مربوط عملΎرهای که آنجا از دهند. ͳم تش΋یل را مول΋ول که هستند ͳاتم دو یافته کاهش

از: اند عبارت که نوشت ͳراحت به را ͳهامیلتون این مقادیر ویژه و بردارها ویژه توان ͳم شوند،

H|k⟩ ⊗ |j,m⟩ ⊗ |n⟩ = Ek,j,n|k⟩ ⊗ |j,m⟩ ⊗ |n⟩, (١۶۶)

۴٩



آن در که

Ek,j,n =
ℏ2k2

2m
+

ℏ2j(j + 1)

2I
+ ℏω(n+

1

2
) (١۶٧)

هستند: زیر های محدوده دارای ͳکوانتوم اعداد و

k =
π

L
(n1, n2, n3) 0 < n1, n2, n3 < ∞

−j ≤ m ≤ j

0 ≤ n < ∞. (١۶٨)

ͳم و کنند ͳنم کنش برهم ی΋دیΎر با ها مول΋ول که طوری به است کم ͳکاف اندازه به نیز یافته تش΋یل ها مول΋ول این از که گازی ͳالΎچ

.L با است برابر نیز گاز محتوی ظرف ابعاد گرفت. نظر در آل ایده را گاز توان

کنید. حساب را گاز این پارش تابع الف‐

کنید. حساب را گاز ویژه گرمایی ظرفیت ب‐

کنید. حساب را گاز حالت معادله پ‐

کنیم: ͳم تعریف را زیر دماهای ت‐

θrot =
ℏ2

2IkB
, θvib =

ℏω
kB

(١۶٩)

کنید: بحث گاز ویژه گرمایی ظرفیت باره در زیر محدوده سه در حال

i) T ≪ θrot ≪ θvib

ii) θrot ≪ T ≪ θvib

i) θrot ≪ θvib ≪ T. (١٧٠)

کنید: پیدا احتیاج اویلر جم΄ رابطه به موسوم زیر رابطه به جایی در است مم΋ن

∞∑
n=0

=

∫ ∞

0

dxf(x) +
1

2
f(0)− 1

12
f ′(0) +

1

720
f”(0) + · · · (١٧١)
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