
آماری Έانی΋م در ای خوشه بسط

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١٣٩٩ اردیبهشت ١

مقدمه ١

برهم هم با گاز دهنده تش΋یل مول΋ولهای و اتمها ͳواقع گاز Έی در است. آل ایده ͳواقع معنای به باشند، آزاد هایش مول΋ول یا ها اتم که گازی

کنند. ͳم برخورد هم به ͳحت یا کنند ͳم منحرف را ی΋دیΎر مسیر و شده رد هم کنار از ͳگاه از هر گذارند. ͳم اثر ی΋دیΎر بر و کنند ͳم کنش

است: زیر مطابق گازی چنین ͳهامیلتون

H =
∑
i

P2
i

2m
+
∑
i<j

U|ri−rj |, (١)

کنیم حل را گازی چنین پارش تابع چنانچه دارد. ͳبستگ ذره دو بین فاصله به معمولا و است ذره دو بین پتانسیل Uij ≡ U(|ri − rj |) آن در که

فازهایی چه در گاز این که بیاوریم بدست پارش تابع همین از بتوانیم باید الاصول ͳعل بفهمیم. کامل طور به را آن ͳ΋ترمودینامی خواص توانیم ͳم

خاصیت صدها و شود ͳم تبدیل جامد به دمایی چه در چقدراست، مایع فاز در اش پذیری تراکم است، چقدر آن ذوب نقطه بΎیرد، قرار تواند ͳم

ͳم رقیق گازهای به محدود را خود درس این در البته است. گاز این پارش تابع محاسبه ها سوال این همه به دادن ΁پاس کلید حال هر به دیΎر.

درس و درس این در دیΎری های فصل موضوع فرایندها این مطالعه پردازیم. ͳنم شود دچارآنها است مم΋ن گاز این که فازهایی گذار به و کنیم

با: است برابر گاز این پارش تابع که دانیم ͳم است. دیΎر های

١



ZN (V, T ) =
1

N !h3N

∫
e−βHdr1 · · · drNdP1 · · · dPN (٢)

∫
dr و شود ͳم داده نشان r با r مثل بردار Έی اندازه است. حجم روی گانه سه انتگرال

∫
dr نماد از منظور درس این تمام در تذکر: n

است. بردار این اندازه روی انتگرال دهنده نشان

آید: ͳم در زیر صورت به فوق پارش تابع نتیجه در که بΎیریم انتگرال ها تکانه تمام روی توانیم ͳم قدم نخستین در

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N
QN (V, T ) (٣)

آن در که

λ ≡
√

h2

2πmkT

است: زیر صورت به است ͳکنش برهم جملات بردارنده در که پارش تابع مابقیه و است گرمایی موج طول

QN (V, T ) =

∫
e−β

∑
i<j Uijd3r1 · · · d3rN . (۴)

آن که گاز پارش تابع نتیجه در و V N با است برابر ͳمختصات پارش تابع باشد، آزاد گاز که هرگاه خوانیم. ͳم ١ ͳمختصات پارش تابع را تابع این

با: بود خواهد برابر دهیم ͳم نشان Z(0)
N (V, T ) با را

Z
(0)
N (V, T ) =

1

N !
(
V

λ3
)N . (۵)

که است این مثل اثبات. یا محاسبه Έی نه و است شهودی تفسیر Έی آید ͳم پی در که آنچه که کنیم ͳم تاکید دارد. جالبی تفسیر رابطه این

در اتم دو اگر که گفت توان ͳم است اتم Έی گرمایی موج طول λ که آنجا از آوریم. بدست را گاز Έی های می΋روحالت کل تعداد خواهیم ͳم

کل اگر ترتیب این به ندارند. نیز ͳپاوول طرد اصل از ͳناش کنش برهم ͳحت ͳکنش برهم نوع هیچ هم با بΎیرند قرار مقدار این از بزرگتر ای فاصله

و دهیم ͳم نشان M با را عدد این دارند. قرار ظرف در که آید ͳم بدست λ3 حجم به هایی خانه تعداد کنیم، تقسیم λ3 بر را V ͳیعن ظرف حجم

.M := V
λ3 که دانیم ͳم

Configuration Partition Function١

٢



شود، برقرار زیر شرط ͳیعن نگیرند قرار خانه Έی در ͳاتم دو هیچ گاه هر

N << M ≡ V

λ3
(۶)

این است؟ چقدر ها می΋روحالت کل تعداد شرایط این تحت که کنیم ͳم سوال حال است. کنش برهم بدون و Έکلاسی گاز گفت توان ͳم

قرار برای نگیرند. قرار خانه Έی در ͳاتم دو هیچ که نحوی به داد قرار خانه M در را اتم تا N توان ͳم که هایی راه تعداد با است برابر تعداد

کل تعداد آخر. ͳال و انتخاب M − 2 بعدی برای انتخاب، M − 1 بعدی اتم دادن قرار برای داریم. انتخاب M ها خانه این در اول اتم دادن

با: است برابر ها می΋روحالت

Ω =
1

N !
M(M − 1)(M − 2) · · · (M −N + 1) ≈ 1

N !
MN =

1

N !
(
V

λ3
)N . (٧)

دهیم. بدست (۵) رابطه از شهودی ͳخیل تفسیر Έی ایم توانسته ترتیب این به ایم. کرده استفاده M >>>> N رابطه از دوم درتساوی

با: است برابر تابع این کنیم:  ͳم حساب را آزاد انرژی تابع صفرم رتبه در و گردیم ͳم باز اولیه محاسبه به شهودی تفسیر این از پس حال

F (0) = −kT lnZ(0) = −kTN ln
V

λ3
+ kT lnN !. (٨)

آوریم. بدست ها مول΋ول و ها اتم کنش برهم اثر در را آزاد انرژی تابع تصحیحات نتیجه در و پارش تابع این تصحیحات که است این ما هدف

ͳبستگ ها اتم و مول΋ولها دقیق ساختار به نیرو این جزییات اگرچه است. چΎونه مول΋ول یا اتم دو بین نیروی که کنیم ͳم سوال خود از نخست

نوع Έی ی΋دیΎر به آنها شدن Έنزدی با کنند. ͳنم حس خود بین نیرویی اتم دو دور های فاصله در است. شده شناخته آن ͳکل کیفیات ͳول دارد

دافعه Έی شوند ͳم Έنزدی هم به ͳخیل مول΋ول یا اتم دو که ͳوقت نهایت در و شود ͳم پدیدار آنها شدن قطبیده از ͳناش ͳواندروالس جاذبه نیروی

تابع که است مسلم است. شده داده نشان (١) ش΋ل در ͳپتانسیل چنین شود. ͳم دیΎر Έی در مول΋ولها یا ها اتم فرورفتن هم در مان΄ قوی ͳخیل

که است معلوم کرد. حساب را آن رتبه به رتبه و ͳاختلال صورت به بایست ͳم تنها و کرد حل دقیق صورت به توان ͳنم را QN (V, T ) پارش

دور فواصل در زیرا نیست مناسب پارامتر Έی نیز eUij چنین هم شود. ͳم بزرگ ͳخیل Έکوچ های فاصله در که چون نیست Uij بسط پارامتر

بسط پارامتر کنیم. انتخاب چΎونه را بسط Έکوچ پارامتر که دهد ͳم یاد ما به ملاحظات این کند. ͳم میل 1 ͳیعن ثابت مقدار Έی سمت به

است. شده داده نشان (١) ش΋ل در که است e−βUij − 1 := fij

٣



فاصله. برحسب fij(r) و Uij(r) توابع :١ ش΋ل

نویسیم: ͳم ͳمختصات پارش تابع محاسبه برای بنابراین 

e−βUij = 1 + fij (٩)

نتیجه در و

QN (V, T ) =

∫ ∏
i<j

(1 + fij)dr1 · · · drN . (١٠)

را ها fij از بیشتری تعداد هرچه کنیم. حساب Έی به Έی را ها انتگرال و دهیم بسط ها fij ضرب حاصل حسب بر را راست طرف بتوانیم باید

بود. خواهد تر دقیق مان محاسبه داریم نگاه

۴



پارش تابع ͳاختلال محاسبه برای اولیه تلاش Έی ٢

را راه محاسبه این کنیم. محاسبه است، Έکوچ دانیم ͳم که f تابع از Έی رتبه ͳیعن اول رتبه تا را پارش تابع کنیم ͳم ͳسع تلاش اولین عنوان به

بنویسم: توانیم ͳم داریم، نگاه را f تابع از Έی مرتبه با های توان فقط اگر کرد. خواهد هموار منظم روش Έی برای

QN
(1)(V, T ) =

∫
dr1 · · · drN1 +

∑
i<j

fij (١١)

داشت: خواهیم بنابراین تاست. N(N−1)
2 جملات این تعداد هستند. هم مثل همه نیز جملات بقیه و شود ͳم V N جمله به منجر اول انتگرال

QN
(1)(V, T ) = V N +

N(N − 1)

2

∫
dr1 · · · drNf12 + · · · = V N +

N(N − 1)

2
V N−2

∫
dr1dr2f(r1 − r2). (١٢)

متغیر تغییر از آخر انتگرال محاسبه برای است. r3, r4 · · · rN روی های انتگرال از ͳناش V N−2 عبارت

r := r1 − r2, R :=
r1 + r2

2
(١٣)

نویسیم: ͳم و کنیم ͳم استفاده

∫
dr1dr2f(|r1 − r2|) =

∫
dRdrf(r) = V

∫
drf(r) (١۴)

بنویسیم: توانیم ͳم همواره بنابراین است. Έی با برابر (r1, r2) −→ (R, r) متغیر تغییر از ͳناش دترمینان اندازه که دهید نشان تمرین: n

∫
dr1dr2 =

∫
drdR. (١۵)

پتانسیل کروی تقارن از ͳناش فرض این است. r اندازه از ͳتابع تنها f(r) که فرض این با نویسیم، ͳم ͳبازنویس وضوح برای را آخر انتگرال

است. U(r)

∫
drf(r) = 4π

∫ ∞

0

r2drf(r) (١۶)

۵



موج طول یا ذره دو بین نیروی برد اندازه به اش مرتبه بل΋ه نیست V ͳیعن ظرف حجم اندازه به آن مرتبه اما است. حجم بعد دارای عبارت این

زیر کمیت بسازیم آن از معنا با ͳ΋فیزی نظر از و بعد بدون کمیت Έی اینکه برای بنابراین است. ذرات ͳجنبش انرژی از ͳناش که است ذره گرمایی

کنیم: ͳم تعریف را

b2 :=
1

2λ3

∫
drf(r). (١٧)

شد. خواهند تعریف b1, b2, b3, · · · مثل هایی کمیت حتما ایم. داده نشان b2 با را کمیت این چرا که شد خواهد معلوم درس ادامه در

داشت: خواهیم بنابراین است. شده تعریف بعدی ͳراحت برای فقط و ندارد ͳمشخص معنای هیچ (١٧) مخرج در ٢ فاکتور

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N

(
V N +

N(N − 1)

2
V N−12λ3b

)
=

1

N !λ3N
V N

(
1 +N(N − 1)

λ3

V
b2

)
(١٨)

بنویسیم: توانیم ͳم است بزرگ العاده فوق N که آنجا از

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N
V N

(
1 +N

λ3

v
b2

)
, (١٩)

ͳیعن) تقریب اول رتبه در که رسد ͳم نظر به ترتیب این به است. ذرات تعداد ͳالΎچ n و است ذره Έی اختیار در حجم v := V
N = 1

n آن در که

آن و زنیم ͳم حدس Έی مرحله این در آوریم. بدست هلمهولتز آزاد انرژی بر نتیجه در و پارش تابع بر ͳتصحیح ایم توانسته ( f قوای حسب بر

عبارت است مم΋ن اینکه

برداشت بزرگ نسبتا گام Έی توان ͳم باشد چنین اگر و باشند eN λ3

v b2 عبارت بسط اول جمله دو
(
1 +N λ3

v b2

)
عبارت که رسد ͳم نظر به

اختلال رتبه اولین در (۵) رابطه به توجه با باشد چنین اگر گرفت. نظر در کنش برهم بدون پارش تابع بر ͳتصحیح عنوان به را eN λ3

v b2 عبارت و

با: شد خواهد برابر پارش تابع

Z
(1)
N (V, T ) =

1

N !
(
V

λ3
)NeN

λ3

v b2 (٢٠)

داشت: خواهیم اختلال رتبه اولین در نتیجه در

F (1) = −kT lnZ(1) = −kT lnN !− kTN ln
V

λ3
− kTN(

λ3

v
b2) (٢١)

۶



به کنیم. تعیین جدیدی محاسبه بدون توانیم ͳم را (١٠) بسط در دیΎر جملات از ͳخیل که کنیم ͳم توجه بالاتر مرتبه های تصحیح یافتن برای

بنویسیم: توانیم ͳم مثال ∫عنوان
dr1dr2 · · · drNf12f34 = V N−4

∫
dr1dr2f12

∫
dr3dr4f34 = V N−2(2λ3b2)

2 (٢٢)

بنویسیم توانیم ͳم ترتیب همین به یا و

I3 :=

∫
dr1dr2 · · · drNf12f34f56 = V N−3(2λ3b2)

3 (٢٣)

تعداد که دانیم ͳم نیستند. منطبق برهم ها اندیس از هیچ΋دام که هستند fijfklfmn · · · های عبارت شامل که هستند ͳجملات ها این اخر. ͳال و

داریم؟ I2 نوع از جمله نوع چند که کنیم ͳم سوال خود از است.
(
N
2

)
= N(N−1)

2 ∼ N2

2 با برابر I1 نوع از جملات

با: است برابر I2 نوع از جملات تعداد که دهید نشان تمرین:  n

1

2!

N(N − 1)

2

(N − 2)(N − 3)

2
∼ 1

2!
(
N2

2
)2 (٢۴)

از: است عبارت ͳمختصات پارش تابع در جملات نوع این سهم ،Έترمودینامی حد در بنابراین

1

2!
(
N2

2
)2 × V N−2(2λ3b2)

2 =
1

2!
V N (

λ3N2b2
V

)2 =
1

2!
V N (N

λ3

v
b2)

2 (٢۵)

با: است برابر I3 نوع از جملات تعداد که دهید نشان چنین هم

1

3!

N(N − 1)

2

(N − 2)(N − 3)

2

(N − 4)(N − 5)

2
∼ 1

3!
(
N2

2
)3. (٢۶)

از: است عبارت ͳمختصات پارش تابع در جملات نوع این سهم ،Έترمودینامی حد در بنابراین

1

3!
(
N2

2
)3 × V N−3(2λ3b2)

3 =
1

3!
V N (

λ3N2b2
V

)3 =
1

3!
V N (N

λ3

v
b2)

3. (٢٧)

.∼ 1
l! (

N2

2 )l با است برابر هستند متفاوت کاملا های اندیس با fij جمله تا l دارای که Il نوع از جملات تعداد که دهید نشان تمرین: n

با است برابر مقدارش که دهید نشان و کنید حساب نیز را Il عبارت

Il = V N−l(2λ3b2)
l

٧



با: بود خواهد برابر جملات نوع این سهم نتیجه در

1

l!
V N (N

λ3

v
b2)

l (٢٨)

خواهد برابر ͳمختصات پارش تابع که فهمیم ͳم فکر و محاسبه ͳکم با شد؟ خواهد چه نتیجه بیاوریم حساب به را جملات این تمام سهم اگر

با: شد

Q
(1)
N (V, T ) = V N

[
1 +

1

1!
(N

λ3

v
b2) +

1

2!
(N

λ3

v
b2)

2 +
1

3!
(N

λ3

v
b2)

3 + · · ·
]
= V NeN

λ3

v b2 . (٢٩)

اساس بر ͳبسط زنیم ͳم حرف آن باره در ما که ͳبسط شاید که دهد ͳم نشان عبارت این چنین هم کند. ͳم تایید را ما اولیه حدس عبارت این

توان حسب بر بسط این اگر ایم. کرده حساب اند، بوده f هزاران دارای که نیز را ͳجملات سهم جا همین تا که چرا نیست، ها f ͳمتوال های توان

نوع از ͳجملات تمام شامل رتبه این تا ما بسط که کنیم ͳم دقت نکته این به سوال این به ΁پاس برای است؟ چیزی چه حسب بر پس نیست،  f های

ش΋ل بسط این کنیم، نگاه بسط این به تصویری صورت به بخواهیم اگر نیستند. تکراری ها اندیس از هیچ΋دام که است fijfklfmnfpq · · ·

کند. ͳم پیدا را (٢)

ها خوشه این نوع هستند. اتم دو دارای که شوند ͳم تش΋یل هایی خوشه از همه جملات این سازند. ͳم را Q(1) پارش تابع که ͳجملات :٢ ش΋ل

شود. ͳم مشخص b2 عبارت با آن سهم و نیست بیشتر ͳ΋ی

که آنچه از دهیم، ادامه را بسط روشمند صورت به اینکه برای ایم. کرده حساب را دوتایی های خوشه تمام سهم کنون تا بΎوییم توانیم ͳم

٨



رویم. ͳم پیش تری منظم صورت به و گیریم ͳم الهام گفتیم

ای خوشه بسط :Έسیستماتی روش Έی ٣

نیز را ذرات تعداد دهیم. ͳم نشان QN با ͳسادگ به را QN (V, T ) و ، دهیم ͳم نشان تر ساده نمادهای با را ها عبارت ͳاصل مفاهیم درک برای

است زیر عبارت محاسبه ما ͳاصل هدف صورت این در است. N = 3 که کنید فرض گیریم. ͳم Έکوچ عدد Έی

Q3 := ⟨(1 + f12)(1 + f13)(1 + f23)⟩ (٣٠)

است: رفته کار به مختصات ͳتمام روی انتگرال برای ⟨· · ·⟩ علامت آن در که

⟨A⟩ :=
∫
dr1dr2dr3 A. (٣١)

با: است برابر Q3 عبارت صورت این در

Q3 = ⟨1⟩+ ⟨f12⟩+ ⟨f13⟩+ ⟨f23⟩+ ⟨f12f13⟩+ ⟨f12f23⟩+ ⟨f13f23⟩+ ⟨f12f13f23⟩. (٣٢)

که بینیم ͳم کنیم دقت ͳکم اگر حال

⟨f12⟩ = ⟨f13⟩ = ⟨f23⟩

و

⟨f12f13⟩ = ⟨f12f13⟩ = ⟨f13f23⟩.

داریم: واق΄ در گیریم. ͳم انتگرال مختصات تمام روی که است این از ͳناش ها تساوی این

⟨f12⟩ =
∫
dr1dr2dr3f(r1 − r2) =

∫
dr1dr2dr3f(r1 − r3) = ⟨f13⟩, (٣٣)

٩



بنویسیم توانیم ͳم بنابراین شوند. ͳم ثابت نیز دیΎر های تساوی ترتیب همین به

Q3 = ⟨1⟩+ 3⟨f12⟩+ 3⟨f12f13⟩+ ⟨f12f13f23⟩. (٣۴)

عبارت توانیم ͳم دهیم، نشان کند ͳم وصل هم به را نقطه دو این که خط پاره Έی با را fij عبارت هر و نقطه Έی با را مختصه هر اگر حال

دارند را ͳسان΋ی نا توپولوژی که را هایی ش΋ل باید تنها که دهد ͳم نشان ش΋ل این دهیم. نشان (٣) ش΋ل در شده داده نشان صورت به را بالا

های راه واق΄ در ͳترکیبیات ضرایب این کنیم. پیدا را ها ش΋ل این با متناظر ͳترکیبیات ضرایب که است این سخت مسئله تنها بΎیریم. نظر در

بدست تر پیچیده های ش΋ل برای ͳول آمدند بدست ͳبراحت ضریب سه این ذره سه مثال مورد در آورد. بدست را ش΋ل هر توان ͳم که هستند ͳمختلف

کنیم. استفاده نیز ͳترکیبیات ضرایب این محاسبه برای نیز ای رایانه افزارهای نرم از توانیم ͳم کنیم پیدا نیاز اگر البته است. تر سخت اعداد این آوردن

+ + +
1

2

3 11 1
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<latexit sha1_base64="ZSIKxyi4ckuZwK9RfrRI3AB9u+A=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9nVQr0IRS8eW7Af0C4lm2bb0CS7JFmhLP0LXjwo4tU/5M1/Y7bdg7Y+GHi8N8PMvCDmTBvX/XYKG5tb2zvF3dLe/sHhUfn4pKOjRBHaJhGPVC/AmnImadsww2kvVhSLgNNuML3P/O4TVZpF8tHMYuoLPJYsZASbTGoNr2+H5YpbdRdA68TLSQVyNIflr8EoIomg0hCOte57bmz8FCvDCKfz0iDRNMZkise0b6nEgmo/Xdw6RxdWGaEwUrakQQv190SKhdYzEdhOgc1Er3qZ+J/XT0x446dMxomhkiwXhQlHJkLZ42jEFCWGzyzBRDF7KyITrDAxNp6SDcFbfXmddK6qXq1aa9Uqjbs8jiKcwTlcggd1aMADNKENBCbwDK/w5gjnxXl3PpatBSefOYU/cD5/AFfTjck=</latexit>
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ͳم فقط چΎونه که دهد ͳم نشان درس متن در آن به مربوط محاسبات و ش΋ل این داریم. ذره سه تنها که ایم کرده فرض ͳسادگ برای :٣ ش΋ل

دارند. ͳمتفاوت توپولوژی که بΎیریم نظر در را هایی ش΋ل توانیم

کند ͳم Έکم ما به ها مثال این اما . هاست این از بیشتر بسیار ذرات ͳواقع تعداد که دانیم ͳم البته است. N = 4 که کنید فرض حال

١٠



باید که ͳعبارت کردیم، ذکر ͳقبل مثال در که هایی سازی ساده همان با بازهم بفهمیم. بهتر را آن ظرایف و ای خوشه بسط روش ͳاصل مفهوم که

است: زیر عبارت کنیم حساب

Q4 := ⟨(1 + f12)(1 + f13)(1 + f14)(1 + f23)(1 + f24)(1 + f34)⟩ (٣۵)

هستند. ی΋سان جملات این از بسیاری که است این نکته اما است. بر زمان آنها همه محاسبه طبیعتا که است جمله 26 = 64 شامل عبارت این

همان با مطابق توانیم ͳم ͳعبارت هر به هاست. fij از معین تعداد Έی شامل کدام هر که کنیم تقسیم هایی دسته به را جملات این توانیم ͳم

های ش΋ل که است ͳکاف بنابراین هستند. مساوی هم با ͳΎهم دارند ͳسان΋ی توپولوژی که هایی ش΋ل دهیم. نسبت ش΋ل Έی ͳقبل مثال قاعده

این از ͳبعض ͳترکیبیات ضریب آید. ͳم بدست طریق چند به معین توپولوژی با ش΋ل هر که بشماریم و دهیم تشخیص را متفاوت های توپولوژی با

نشان را Q4 محاسبه نحوه (۴) ش΋ل است. لازم بیشتری زحمت و وقت دیΎر های ش΋ل ͳبعض برای آورد. بدست توان ͳم ͳآسان به را ها ش΋ل

دهد. ͳم

است. درست است شده نوشته (۴) ش΋ل های دیاگرام از هرکدام کنار در که را ͳترکیبیات ضرایب که کنید تحقیق خود برای تمرین: n

این ساختار در دقت با بتوانیم شاید شویم. ͳم آن در نظم Έی متوجه کنیم ͳم نگاه ای چهارذره مثال همین به مثلا ساده های مثال این به ͳوقت

پردازیم. ͳم زیر های تعریف به که است دلیل این به کنیم. بندی دسته و بفهمیم بهتر را ها آن و بدهیم ͳسروسامان آنها به ها دیاگرام

وصل هم به اتصال Έی با که است دایره دو از عبارت 2 اندازه به خوشه Έی است. منفرد دایره Έی 1 اندازه به ٢ خوشه Έی تعریف: n

بنابر خوشه Έی آخر. ͳال و اند شده وصل هم به مم΋ن های راه انواع به که است دایره سه از عبارت 3 اندازه به خوشه Έی اند. شده

اند. شده داده نشان سه اندازه به های خوشه (۵) ش΋ل در باشد. پارچه Έی بایست ͳم تعریف

به خوشه Έی تعریف در که چرا باشد داشته مختلف اجزای است مم΋ن l اندازه به خوشه Έی دهیم. ͳم نشان Cl با را l اندازه به خوشه

را تایی سه خوشه Έی اجزای (۵) ش΋ل است. شده گرفته نظر در شوند متصل هم به توانند ͳم اتم تا l آن که هایی راه ͳتمام l ی اندازه

دهد. ͳم نشان را چهارتایی خوشه Έی اجزای نیز (٧) ش΋ل دهد. ͳم نشان

خوشه انتگرال تعریف: n

که آید ͳم بدست ͳعبارت بΎیریم انتگرال مختصات همه روی و دهیم، نسبت را fij کمیت ij ِ اتصال هر ازای به خوشه Έی در هرگاه ٣

با را آن به مربوط خوشه انتگرال باشد، اتم l شامل خوشه اگر نامیم. ͳم خوشه انتگرال را آن

Cluster٢

Cluster Expression٣

١١
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Q4 =

<latexit sha1_base64="646+hh+/5q1dtvBkglUA3tC73mc=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0kkoBeh6MVjC/YD2lA22027dHcTdjdCCf0LXjwo4tU/5M1/46bNQVsfDDzem2FmXphwpo3rfjuljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80tFxqghtk5jHqhdiTTmTtG2Y4bSXKIpFyGk3nN7nfveJKs1i+WhmCQ0EHksWMYJNLrWG/u2wWnPr7gJonXgFqUGB5rD6NRjFJBVUGsKx1n3PTUyQYWUY4XReGaSaJphM8Zj2LZVYUB1ki1vn6MIqIxTFypY0aKH+nsiw0HomQtspsJnoVS8X//P6qYlugozJJDVUkuWiKOXIxCh/HI2YosTwmSWYKGZvRWSCFSbGxlOxIXirL6+TzlXd8+t+y6817oo4ynAG53AJHlxDAx6gCW0gMIFneIU3RzgvzrvzsWwtOcXMKfyB8/kDWViNyg==</latexit>

1 2

3 4

+

ͳم فقط چΎونه که دهد ͳم نشان درس متن در آن به مربوط محاسبات و ش΋ل این داریم. ذره چهار تنها که ایم کرده فرض ͳسادگ برای :۴ ش΋ل

مجموع است. معین مقدار Έی ها fij تعداد ͳمستطیل کادرهای از کدام هر در دارند. ͳمتفاوت توپولوژی که بΎیریم نظر در را هایی ش΋ل توانیم

.
∑6

k=0

(
6
k

)
= 64 با: است برابر fij اتصالات تعداد

Cl

(۵) ش΋ل به توجه با مثال عنوان به دهیم. ͳم نشان

داریم:

C3 = 3⟨f12f13⟩+ ⟨f12f23f13⟩. (٣۶)

بنویسید. را C4 عبارت تمرین: n

کنیم: ͳم تعریف را زیر کمیت نیز خوشه انتگرال هر با متناسب بعدی روابط ͳسادگ برای

١٢



+ + +

= +3

=

C3 =

<latexit sha1_base64="dMwvCIfP5knvDX0gOVG3NFz3clQ=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexqQC9CMBePEcwDkiXMTnqTIbOz68ysEJb8hBcPinj1d7z5N04eB00saCiquunuChLBtXHdbye3tr6xuZXfLuzs7u0fFA+PmjpOFcMGi0Ws2gHVKLjEhuFGYDtRSKNAYCsY1aZ+6wmV5rF8MOME/YgOJA85o8ZKbWJR613e9Iolt+zOQFaJtyAlWKDeK351+zFLI5SGCap1x3MT42dUGc4ETgrdVGNC2YgOsGOppBFqP5vdOyFnVumTMFa2pCEz9fdERiOtx1FgOyNqhnrZm4r/eZ3UhNd+xmWSGpRsvihMBTExmT5P+lwhM2JsCWWK21sJG1JFmbERFWwI3vLLq6R5UfYq5cp9pVS9XcSRhxM4hXPw4AqqcAd1aAADAc/wCm/Oo/PivDsf89acs5g5hj9wPn8AmvSOYw==</latexit>

تواند ͳم اتصالات تعداد خوشه این در کند. ͳم وصل هم به را اتم سه که است ͳمتصل های دیاگرام تمام شامل تایی سه خوشه Έی :۵ ش΋ل

سه خوشه Έی شود. ͳم مشخص b3 عبارت با تایی سه خوشه این سهم باشد. پارچه Έی دیاگرام که این و هاست اتم تعداد مهم باشد. متفاوت

است. متفاوت دیاگرام نوع دو دهنده نشان مثلث این شود. ͳم داده نشان پر مثلث Έی با تایی

bl :=
1

l!λ3(l−1)V
Cl (٣٧)

داریم مثال عنوان به

C1 = ⟨1⟩ =
∫
dr1 = V

C2 = ⟨f12⟩ =
∫
dr1r2f(r1 − r2)

١٣



Q3 =

<latexit sha1_base64="ZSIKxyi4ckuZwK9RfrRI3AB9u+A=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9nVQr0IRS8eW7Af0C4lm2bb0CS7JFmhLP0LXjwo4tU/5M1/Y7bdg7Y+GHi8N8PMvCDmTBvX/XYKG5tb2zvF3dLe/sHhUfn4pKOjRBHaJhGPVC/AmnImadsww2kvVhSLgNNuML3P/O4TVZpF8tHMYuoLPJYsZASbTGoNr2+H5YpbdRdA68TLSQVyNIflr8EoIomg0hCOte57bmz8FCvDCKfz0iDRNMZkise0b6nEgmo/Xdw6RxdWGaEwUrakQQv190SKhdYzEdhOgc1Er3qZ+J/XT0x446dMxomhkiwXhQlHJkLZ42jEFCWGzyzBRDF7KyITrDAxNp6SDcFbfXmddK6qXq1aa9Uqjbs8jiKcwTlcggd1aMADNKENBCbwDK/w5gjnxXl3PpatBSefOYU/cD5/AFfTjck=</latexit>
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3 = C3
1 + 3C1C2 + C3

<latexit sha1_base64="397ndDPzW5O80NoipVpTwNFU6ZM=">AAAB+3icbVDLSsNAFL3xWesr1qWbYBGEQknaQt0IxWxcVrAPaGOYTKft0MkkzEzEEvorblwo4tYfceffOG2z0NYDl3s4517mzgliRqWy7W9jY3Nre2c3t5ffPzg8OjZPCm0ZJQKTFo5YJLoBkoRRTlqKKka6sSAoDBjpBBN37nceiZA04vdqGhMvRCNOhxQjpSXfLFy7vvNQLVV1c/1KyfWrvlm0y/YC1jpxMlKEDE3f/OoPIpyEhCvMkJQ9x46VlyKhKGZklu8nksQIT9CI9DTlKCTSSxe3z6wLrQysYSR0cWUt1N8bKQqlnIaBngyRGstVby7+5/USNbzyUsrjRBGOlw8NE2apyJoHYQ2oIFixqSYIC6pvtfAYCYSVjiuvQ3BWv7xO2pWyUyvX72rFxk0WRw7O4BwuwYE6NOAWmtACDE/wDK/wZsyMF+Pd+FiObhjZzin8gfH5A1PLkg8=</latexit>

کرد. حساب را پارش تابع آنجا از و کرد بندی دسته ͳسادگ به را ذره سه به مربوط های دیاگرام تمام توان ͳم خوشه مفهوم از استفاده با :۶ ش΋ل

C3 = ⟨3f12f13 + f12f13f23⟩ =
∫
dr1dr2dr3

[
3f(r1,2)f(r1,3) + f(r1,2)f(r1,3)f(r2,3)

]
. (٣٨)

و

b1 =
1

V
C1 = 1

b2 =
1

2!λ3V
C2

b3 =
1

3!(λ3)2V
C3. (٣٩)

تا m1 دارای طرح این است. مختلف های اندازه با ها خوشه از ای مجموعه به مربوط انتگرال اتم، N از ۴ طرح Έی انتگرال تعریف: n

ͳم نشان PN علامت با را اتم N از طرح Έی است. l اندازه به خوشه تا ml ͳکل طور به و 2 اندازه به خوشه تا m2 ، 1 اندازه به خوشه

متصل هم به پارچه Έی صورت به خوشه در موجود های اتم که است هایی راه تمام دارنده بر در l اندازه به خوشه Έی که آنجا از دهیم.

دهد. ͳم نشان را طرح Έی (٩) ش΋ل شود. ͳم مشخص (m1,m2, · · ·ml · · ·) مثبت و صحیح اعداد با طرح هر شوند، ͳم

Pattern۴
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C4 =

<latexit sha1_base64="rdXtUTBdI7Tcfa1ikI0HmxrAZuU=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0kkoBeh2IvHCvYD2lA22027dHcTdjdCCf0LXjwo4tU/5M1/46bNQVsfDDzem2FmXphwpo3rfjuljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80tFxqghtk5jHqhdiTTmTtG2Y4bSXKIpFyGk3nDZzv/tElWaxfDSzhAYCjyWLGMEml5pD/3ZYrbl1dwG0TryC1KBAa1j9GoxikgoqDeFY677nJibIsDKMcDqvDFJNE0ymeEz7lkosqA6yxa1zdGGVEYpiZUsatFB/T2RYaD0Toe0U2Ez0qpeL/3n91EQ3QcZkkhoqyXJRlHJkYpQ/jkZMUWL4zBJMFLO3IjLBChNj46nYELzVl9dJ56ru+XX/wa817oo4ynAG53AJHlxDA+6hBW0gMIFneIU3RzgvzrvzsWwtOcXMKfyB8/kDQ/aNvA==</latexit>

=

(۴) ش΋ل در شوند. متصل هم به پیوسته) هم (به همبند صورت به توانند ͳم اتم چهار که هایی راه تمام از عبارت چهارتایی خوشه Έی :٧ ش΋ل

این سهم آید. ͳم بدست فوق ترتیب به چهارتایی خوشه به مربوط های ش΋ل آنها حذف با کوچ΋ترند. های خوشه به مربوط ها دیاگرام از ͳبعض

شود. ͳم مشخص b4 عبارت با تایی چهارتایی خوشه

است: برقرار زیر قید همواره هاست، اتم همه بردارنده در طرح Έی که آنجا از

N = 1m1 + 2m2 + 3m3 + · · · lml + · · · . (۴٠)

ͳم صدق (۴٠) شرط در که است هایی {mi} های اندیس مجموعه تمام روی بستن جم΄ معنای به ها طرح تمام روی بستن جم΄ بنابراین

با: است برابر شود ͳم مشخص (m1,m2 · · ·) های اندیس با که طرح Έی انتگرال کنند.

PN = (C1)
m1(C2)

m2(C3)
m3 · · · . (۴١)

اتم تا N در را تایی l خوشه تا ml ... و تایی 2 خوشه تا m2 تایی، 1 خوشه تا m1 توان ͳم که هایی راه تعداد کنید ثابت تمرین: n

١۵



+6 3 +

1 2

3 4

1 2

3 4

4Q4 =

<latexit sha1_base64="646+hh+/5q1dtvBkglUA3tC73mc=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0kkoBeh6MVjC/YD2lA22027dHcTdjdCCf0LXjwo4tU/5M1/46bNQVsfDDzem2FmXphwpo3rfjuljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80tFxqghtk5jHqhdiTTmTtG2Y4bSXKIpFyGk3nN7nfveJKs1i+WhmCQ0EHksWMYJNLrWG/u2wWnPr7gJonXgFqUGB5rD6NRjFJBVUGsKx1n3PTUyQYWUY4XReGaSaJphM8Zj2LZVYUB1ki1vn6MIqIxTFypY0aKH+nsiw0HomQtspsJnoVS8X//P6qYlugozJJDVUkuWiKOXIxCh/HI2YosTwmSWYKGZvRWSCFSbGxlOxIXirL6+TzlXd8+t+y6817oo4ynAG53AJHlxDAx6gCW0gMIFneIU3RzgvzrvzsWwtOcXMKfyB8/kDWViNyg==</latexit>

1 2

3 4

+

+

<latexit sha1_base64="SaYUgzo8cQJkvfS05+XmSXx7v3c=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSIIQkmkoMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dtbWNza3tgs7xd29/YPD0tFxS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju5nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFS47JfKrsVdw6ySryclCFHvV/66g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZwWe6nGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzq0yIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynaELzll1dJ66riVSvVRrVcu83jKMApnMEFeHANNbiHOjSBAcIzvMKb8+i8OO/Ox6J1zclnTuAPnM8fc8uMtg==</latexit>

= C4
1 + 6C2

1C2 + 3C2
2 + 4C1C3 + C4

<latexit sha1_base64="bEV9d6h5bmWaHKhAj9CpK6LIHes=">AAACDHicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3wSIIgZKkQd0IxWxcVrAPaNMwmU7boZNJmJkIJfQD3Pgrblwo4tYPcOffOGmz0NYDM/dw7rnM3BPElAhpmt9aYW19Y3OruF3a2d3bPygfHrVElHCEmyiiEe8EUGBKGG5KIinuxBzDMKC4HUzcrN9+wFyQiN3LaYy9EI4YGRIEpZL8cuXa9a2+Y1xkxXZ926ipq28bjhJcv2a4vqNcZtWcQ18lVk4qIEfDL3/1BhFKQswkolCIrmXG0kshlwRRPCv1EoFjiCZwhLuKMhhi4aXzZWb6mVIG+jDi6jCpz9XfEykMhZiGgXKGUI7Fci8T/+t1Ezm88lLC4kRihhYPDROqy0jPktEHhGMk6VQRiDhRf9XRGHKIpMqvpEKwlldeJS27atWq9p1Tqd/kcRTBCTgF58ACl6AObkEDNAECj+AZvII37Ul70d61j4W1oOUzx+APtM8f27OXEQ==</latexit>

کرد. حساب را پارش تابع آنجا از و کرد بندی دسته ͳسادگ به را ذره چهار به مربوط های دیاگرام تمام توان ͳم خوشه مفهوم از استفاده با :٨ ش΋ل

با: است برابر کرد انتخاب

N (m1,m2,m3 · · ·) =
N !

(1!)m1(2!)m2(3!)m3 · · ·m1!m2!m3! · · ·
(۴٢)

(. ١٣٩٩ ماه اردیبهشت ٩ تحویل (موعد تمرین: n

آیند. ͳم بدست (۴٢) رابطه از (٨) ش΋ل در عددی ضرایب که دهید نشان الف:

بنویسید. ها Cl حسب بر را Q5 عبارت (٨) ش΋ل با مطابق ب:

داریم بنویسیم: را پارش تابع توانیم ͳم حال

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N

∑
PN

PN (۴٣)

١۶



ml>4 = 0. اند. شده داده نشان طرح این برای ml اعداد طرح. Έی از ای نمونه :٩ ش΋ل

بنویسیم: تفصیل به را فوق عبارت توانیم ͳم ایم،  داده نشان تاکنون که آنچه به توجه با

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N
(C1)

m1(C2)
m2(C3)

m3 · · · (۴۴)

آوریم ͳم بدست ترتیب این به کنند. ͳم صدق (۴٠) شرط در که است هایی {mi} تمام روی جم΄ که است آن معنای به
∑′ علامت در که

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N

′∑
m1,m2,m3,···

N (m1,m2, · · ·ml, · · ·)
∏
l=1

(l!λ3l
V

λ3
bl)

ml (۴۵)

آوریم: ͳم بدست کردن ساده از پس

ZN (V, T ) =

′∑
m1,m2,m3,···

1

m1!
(b1

V

λ3
)m1

1

m2!
(b2

V

λ3
)m2

1

m3!
(b3

V

λ3
)m3 · · · (۴۶)

١٧



پارش تابع به قید این از شدن رها برای است. مقید جم΄ این اما بنویسیم. را آن حاصل ͳبراحت توانستیم ͳم بود نامقید جم΄ Έی فوق جم΄ اگر

پارش تابع به ͳیعن بریم ͳم پناه Έگراندکانونی

Z(z, V, T ) :=

∞∑
N=0

zNZN (V, T ) (۴٧)

رسیم: ͳم زیر نتیجه به مختلف های عبارت در آن کردن پخش و zN = z
∑

l=1 lml نوشتن با نتیجه در و

Z(z, V, T ) =

∞∑
m1=0,m2=0,m3=0,···

1

m1!
(zb1

V

λ3
)m1

1

m2!
(z2b2

V

λ3
)m2

1

m3!
(z3b3

V

λ3
)m3 · · · (۴٨)

با: شود ͳم برابر Έکانونی گراند پارش تابع بالاخره و

Z(z, V, T ) = e
V
λ3 zb1e

V
λ3 2b2e

V
λ3 z3b3 · · · = e

V
λ3

∑∞
l=1 zlbl (۴٩)

آوریم: ͳم بدست N = z ∂
∂z lnZ(z, V, T ) و PV

kT = lnZ(z, V, T ) روابط به توجه با

PV

kT
=
V

λ3

∞∑
l=1

zlbl, (۵٠)

و

N =
V

λ3

∞∑
l=1

lzlbl. (۵١)

کمیت بقیه به سپس و گاز حالت معادله به رابطه دو این بین z پارامتر کردن حذف با توان ͳم چΎونه که داد خواهیم نشان بعدی بخش در

در ای خوشه بسط و آوردیم بدست پیشین بخش در که ͳبسط بین ͳربط چه که بپرسیم توانیم ͳم کار این از قبل یافت. دست ͳ΋ترمودینامی های

زده جم΄ ها طرح ترین ساده روی ͳول ایم برده کار به ای خوشه بسط نیز (٢) ش΋ل و ( ٢٩) رابطه در که است این ΁پاس دارد؟  وجود بخش این

زیر: مشخصات با هستند هایی طرح ها طرح این ایم.

(m1,m2,m3, · · ·) = (N − k, k, 0, 0, 0 · · · 0), k = 0, 1, 2, · · · . (۵٢)

است دیاگرام نوع دو شامل انتگرال این در تایی سه خوشه کنیم. ͳم توجه b3 خوشه انتگرال به خوشه. های انتگرال مهم خاصیت Έی n

نوع این دلیل دهیم. ͳم نشان b3(irr) و b3(r) با ترتیب به را دیاگرام دو این به مربوط های انتگرال اند. شده داده نشان (۵) ش΋ل در که

شود: ͳم روشن زیر تعریف در نامΎذاری

١٨



در باشد. داشته وجود مختلف مسیر دو حداقل آن از ای نقطه دو هر بین اگر شود ͳم خوانده ۵ ناپذیر کاهش دیاگرام Έی تعریف: n

را دلخواه خط پاره Έی اگر ناپذیر کاهش دیاگرام Έی در دیΎر عبارت به شود. ͳم خوانده ۶ پذیر کاهش دیاگرام صورت این غیر

قط΄ با که دارد وجود ͳخط پاره همواره پذیر کاهش دیاگرام Έی در اما شد. نخواهد تبدیل مجزا تکه دو به دیاگرام کل کنیم، قط΄

دهد. ͳم نشان را پذیر کاهش دیاگرام Έی (١٠) ش΋ل شد. خواهد تبدیل مجزا تکه دو به دیاگرام آن کردن

با: است برابر (۵) ش΋ل پذیردر کاهش های دیاگرام از ͳ΋ی به مربوط خوشه انتگرال

⟨f12f23⟩ =
∫
dr1dr2dr3f(r1 − r2)f(r2 − r3) (۵٣)

آيد: ͳم در زیر صورت به انتگرال این R = 1
3 (r1 + r2 + r3) و r23 := r2 − r3 ، r12 := r1 − r2 متغیرِ تغییر با

⟨f12f23⟩ =
∫
dr12dr23dRf(r12)f(r23) =

(∫
drf(r)

)2

(۵۴)

Έکوچ خوشه های انتگرال به (۵) ش΋ل در چپ سمت دیاگرام مثل تایی سه به مربوط انتگرال که است این دیدیم مثال این در که آنچه

ای تجزیه چنین به منجر که دارد وجود خصوص به دیاگرام این در چیزی چه شد. داده نشان (؟؟) معادله در خاصیت این شد. تجزیه تر

شود. ͳم داده زیر قضیه در آن ΁پاس است؟ شده

شود. ͳم تجزیه تر Έکوچ های انتگرال به دیاگرام آن انتگرال همواره پذیر کاهش دیاگرام Έی برای قضیه: n

با: است برابر ͳل΋ش چنین مربوط انتگرال کنیم. ͳم توجه (١٠) ش΋ل به قضیه این اثبات برای

I := ⟨f12
∏
i ̸=1

f1,i
∏
j ̸=2

f2,j⟩

=

∫
dr1dr2f(r1 − r2)

∏
i ̸=1

driF (r1, {ri})

∏
j ̸=2

drjF (r2, {rj})

 (۵۵)

: متغیر تغییر با حال .{rj} نماد برای ͳمشابه معنای با است، ri متغیرهای همه معنای به {ri} ِ علامت آن در که

Irreducible۵

Reducible۶

١٩



1

2

i1
<latexit sha1_base64="Ub+3kjuQc2QSfgqAlIV/I0LAxPw=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hKYdDzvp3S2vrG5lZ5u7Kzu7d/4B4etUySacabLJGJ7oTUcCkUb6JAyTup5jQOJW+H49tZvf3EtRGJesRJyoOYDpWIBKNorQfR9/tu1at5c5FV8AuoQqFG3/3qDRKWxVwhk9SYru+lGORUo2CSTyu9zPCUsjEd8q5FRWNugny+6pScWWdAokTbp5DM3d8TOY2NmcSh7YwpjsxybWb+V+tmGF0HuVBphlyxxUdRJgkmZHY3GQjNGcqJBcq0sLsSNqKaMrTpVGwI/vLJq9C6qPmW7y+r9ZsijjKcwCmcgw9XUIc7aEATGAzhGV7hzZHOi/PufCxaS04xcwx/5Hz+APTJjZE=</latexit><latexit sha1_base64="Ub+3kjuQc2QSfgqAlIV/I0LAxPw=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hKYdDzvp3S2vrG5lZ5u7Kzu7d/4B4etUySacabLJGJ7oTUcCkUb6JAyTup5jQOJW+H49tZvf3EtRGJesRJyoOYDpWIBKNorQfR9/tu1at5c5FV8AuoQqFG3/3qDRKWxVwhk9SYru+lGORUo2CSTyu9zPCUsjEd8q5FRWNugny+6pScWWdAokTbp5DM3d8TOY2NmcSh7YwpjsxybWb+V+tmGF0HuVBphlyxxUdRJgkmZHY3GQjNGcqJBcq0sLsSNqKaMrTpVGwI/vLJq9C6qPmW7y+r9ZsijjKcwCmcgw9XUIc7aEATGAzhGV7hzZHOi/PufCxaS04xcwx/5Hz+APTJjZE=</latexit><latexit sha1_base64="Ub+3kjuQc2QSfgqAlIV/I0LAxPw=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hKYdDzvp3S2vrG5lZ5u7Kzu7d/4B4etUySacabLJGJ7oTUcCkUb6JAyTup5jQOJW+H49tZvf3EtRGJesRJyoOYDpWIBKNorQfR9/tu1at5c5FV8AuoQqFG3/3qDRKWxVwhk9SYru+lGORUo2CSTyu9zPCUsjEd8q5FRWNugny+6pScWWdAokTbp5DM3d8TOY2NmcSh7YwpjsxybWb+V+tmGF0HuVBphlyxxUdRJgkmZHY3GQjNGcqJBcq0sLsSNqKaMrTpVGwI/vLJq9C6qPmW7y+r9ZsijjKcwCmcgw9XUIc7aEATGAzhGV7hzZHOi/PufCxaS04xcwx/5Hz+APTJjZE=</latexit><latexit sha1_base64="Ub+3kjuQc2QSfgqAlIV/I0LAxPw=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hKYdDzvp3S2vrG5lZ5u7Kzu7d/4B4etUySacabLJGJ7oTUcCkUb6JAyTup5jQOJW+H49tZvf3EtRGJesRJyoOYDpWIBKNorQfR9/tu1at5c5FV8AuoQqFG3/3qDRKWxVwhk9SYru+lGORUo2CSTyu9zPCUsjEd8q5FRWNugny+6pScWWdAokTbp5DM3d8TOY2NmcSh7YwpjsxybWb+V+tmGF0HuVBphlyxxUdRJgkmZHY3GQjNGcqJBcq0sLsSNqKaMrTpVGwI/vLJq9C6qPmW7y+r9ZsijjKcwCmcgw9XUIc7aEATGAzhGV7hzZHOi/PufCxaS04xcwx/5Hz+APTJjZE=</latexit>

in
<latexit sha1_base64="yRevWoz34fieFcz5zdF8eFmRIbw=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hKYdDzvp3S2vrG5lZ5u7Kzu7d/4B4etUySacabLJGJ7oTUcCkUb6JAyTup5jQOJW+H49tZvf3EtRGJesRJyoOYDpWIBKNorQfRV3236tW8ucgq+AVUoVCj7371BgnLYq6QSWpM1/dSDHKqUTDJp5VeZnhK2ZgOedeiojE3QT5fdUrOrDMgUaLtU0jm7u+JnMbGTOLQdsYUR2a5NjP/q3UzjK6DXKg0Q67Y4qMokwQTMrubDITmDOXEAmVa2F0JG1FNGdp0KjYEf/nkVWhd1HzL95fV+k0RRxlO4BTOwYcrqMMdNKAJDIbwDK/w5kjnxXl3PhatJaeYOYY/cj5/AFFMjc4=</latexit><latexit sha1_base64="yRevWoz34fieFcz5zdF8eFmRIbw=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hKYdDzvp3S2vrG5lZ5u7Kzu7d/4B4etUySacabLJGJ7oTUcCkUb6JAyTup5jQOJW+H49tZvf3EtRGJesRJyoOYDpWIBKNorQfRV3236tW8ucgq+AVUoVCj7371BgnLYq6QSWpM1/dSDHKqUTDJp5VeZnhK2ZgOedeiojE3QT5fdUrOrDMgUaLtU0jm7u+JnMbGTOLQdsYUR2a5NjP/q3UzjK6DXKg0Q67Y4qMokwQTMrubDITmDOXEAmVa2F0JG1FNGdp0KjYEf/nkVWhd1HzL95fV+k0RRxlO4BTOwYcrqMMdNKAJDIbwDK/w5kjnxXl3PhatJaeYOYY/cj5/AFFMjc4=</latexit><latexit sha1_base64="yRevWoz34fieFcz5zdF8eFmRIbw=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hKYdDzvp3S2vrG5lZ5u7Kzu7d/4B4etUySacabLJGJ7oTUcCkUb6JAyTup5jQOJW+H49tZvf3EtRGJesRJyoOYDpWIBKNorQfRV3236tW8ucgq+AVUoVCj7371BgnLYq6QSWpM1/dSDHKqUTDJp5VeZnhK2ZgOedeiojE3QT5fdUrOrDMgUaLtU0jm7u+JnMbGTOLQdsYUR2a5NjP/q3UzjK6DXKg0Q67Y4qMokwQTMrubDITmDOXEAmVa2F0JG1FNGdp0KjYEf/nkVWhd1HzL95fV+k0RRxlO4BTOwYcrqMMdNKAJDIbwDK/w5kjnxXl3PhatJaeYOYY/cj5/AFFMjc4=</latexit><latexit sha1_base64="yRevWoz34fieFcz5zdF8eFmRIbw=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6hHL4tF8FQSEfRY9OKxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hKYdDzvp3S2vrG5lZ5u7Kzu7d/4B4etUySacabLJGJ7oTUcCkUb6JAyTup5jQOJW+H49tZvf3EtRGJesRJyoOYDpWIBKNorQfRV3236tW8ucgq+AVUoVCj7371BgnLYq6QSWpM1/dSDHKqUTDJp5VeZnhK2ZgOedeiojE3QT5fdUrOrDMgUaLtU0jm7u+JnMbGTOLQdsYUR2a5NjP/q3UzjK6DXKg0Q67Y4qMokwQTMrubDITmDOXEAmVa2F0JG1FNGdp0KjYEf/nkVWhd1HzL95fV+k0RRxlO4BTOwYcrqMMdNKAJDIbwDK/w5kjnxXl3PhatJaeYOYY/cj5/AFFMjc4=</latexit>j1

<latexit sha1_base64="+78hoOhAoZB1p/EjTqS0PhC55QI=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjRfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+CFw+KePUXefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8c2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqix1v1j3+uXK27VnYusgpdDBXI1+uWv3iBmaYTSMEG17npuYvyMKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtShqh9rP5qlNyZp0BCWNlnzRk7v6eyGik9SQKbGdEzUgv12bmf7VuasIrP+MySQ1KtvgoTAUxMZndTQZcITNiYoEyxe2uhI2ooszYdEo2BG/55FVoXVQ9y3eXlfp1HkcRTuAUzsGDGtThFhrQBAZDeIZXeHOE8+K8Ox+L1oKTzxzDHzmfP/ZPjZI=</latexit><latexit sha1_base64="+78hoOhAoZB1p/EjTqS0PhC55QI=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjRfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+CFw+KePUXefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8c2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqix1v1j3+uXK27VnYusgpdDBXI1+uWv3iBmaYTSMEG17npuYvyMKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtShqh9rP5qlNyZp0BCWNlnzRk7v6eyGik9SQKbGdEzUgv12bmf7VuasIrP+MySQ1KtvgoTAUxMZndTQZcITNiYoEyxe2uhI2ooszYdEo2BG/55FVoXVQ9y3eXlfp1HkcRTuAUzsGDGtThFhrQBAZDeIZXeHOE8+K8Ox+L1oKTzxzDHzmfP/ZPjZI=</latexit><latexit sha1_base64="+78hoOhAoZB1p/EjTqS0PhC55QI=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjRfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+CFw+KePUXefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8c2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqix1v1j3+uXK27VnYusgpdDBXI1+uWv3iBmaYTSMEG17npuYvyMKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtShqh9rP5qlNyZp0BCWNlnzRk7v6eyGik9SQKbGdEzUgv12bmf7VuasIrP+MySQ1KtvgoTAUxMZndTQZcITNiYoEyxe2uhI2ooszYdEo2BG/55FVoXVQ9y3eXlfp1HkcRTuAUzsGDGtThFhrQBAZDeIZXeHOE8+K8Ox+L1oKTzxzDHzmfP/ZPjZI=</latexit><latexit sha1_base64="+78hoOhAoZB1p/EjTqS0PhC55QI=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjRfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+CFw+KePUXefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8c2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqix1v1j3+uXK27VnYusgpdDBXI1+uWv3iBmaYTSMEG17npuYvyMKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtShqh9rP5qlNyZp0BCWNlnzRk7v6eyGik9SQKbGdEzUgv12bmf7VuasIrP+MySQ1KtvgoTAUxMZndTQZcITNiYoEyxe2uhI2ooszYdEo2BG/55FVoXVQ9y3eXlfp1HkcRTuAUzsGDGtThFhrQBAZDeIZXeHOE8+K8Ox+L1oKTzxzDHzmfP/ZPjZI=</latexit>

jm
<latexit sha1_base64="p7frP91yreJIUBU333VZp4gT7lQ=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFY0X5Au5RsOtvGJtklyQql9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1RwY33/21tZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHDZNkmmGdJSLRrYgaFFxh3XIrsJVqpDIS2IyGN9N68wm14Yl6sKMUQ0n7isecUeus+8eu7JbKfsWfiSxDkEMZctW6pa9OL2GZRGWZoMa0Az+14Zhqy5nASbGTGUwpG9I+th0qKtGE49mqE3LqnB6JE+2esmTm/p4YU2nMSEauU1I7MIu1qflfrZ3Z+Cocc5VmFhWbfxRngtiETO8mPa6RWTFyQJnmblfCBlRTZl06RRdCsHjyMjTOK4Hju4ty9TqPowDHcAJnEMAlVOEWalAHBn14hld484T34r17H/PWFS+fOYI/8j5/AFFOjc4=</latexit><latexit sha1_base64="p7frP91yreJIUBU333VZp4gT7lQ=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFY0X5Au5RsOtvGJtklyQql9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1RwY33/21tZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHDZNkmmGdJSLRrYgaFFxh3XIrsJVqpDIS2IyGN9N68wm14Yl6sKMUQ0n7isecUeus+8eu7JbKfsWfiSxDkEMZctW6pa9OL2GZRGWZoMa0Az+14Zhqy5nASbGTGUwpG9I+th0qKtGE49mqE3LqnB6JE+2esmTm/p4YU2nMSEauU1I7MIu1qflfrZ3Z+Cocc5VmFhWbfxRngtiETO8mPa6RWTFyQJnmblfCBlRTZl06RRdCsHjyMjTOK4Hju4ty9TqPowDHcAJnEMAlVOEWalAHBn14hld484T34r17H/PWFS+fOYI/8j5/AFFOjc4=</latexit><latexit sha1_base64="p7frP91yreJIUBU333VZp4gT7lQ=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFY0X5Au5RsOtvGJtklyQql9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1RwY33/21tZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHDZNkmmGdJSLRrYgaFFxh3XIrsJVqpDIS2IyGN9N68wm14Yl6sKMUQ0n7isecUeus+8eu7JbKfsWfiSxDkEMZctW6pa9OL2GZRGWZoMa0Az+14Zhqy5nASbGTGUwpG9I+th0qKtGE49mqE3LqnB6JE+2esmTm/p4YU2nMSEauU1I7MIu1qflfrZ3Z+Cocc5VmFhWbfxRngtiETO8mPa6RWTFyQJnmblfCBlRTZl06RRdCsHjyMjTOK4Hju4ty9TqPowDHcAJnEMAlVOEWalAHBn14hld484T34r17H/PWFS+fOYI/8j5/AFFOjc4=</latexit><latexit sha1_base64="p7frP91yreJIUBU333VZp4gT7lQ=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFY0X5Au5RsOtvGJtklyQql9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1RwY33/21tZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHDZNkmmGdJSLRrYgaFFxh3XIrsJVqpDIS2IyGN9N68wm14Yl6sKMUQ0n7isecUeus+8eu7JbKfsWfiSxDkEMZctW6pa9OL2GZRGWZoMa0Az+14Zhqy5nASbGTGUwpG9I+th0qKtGE49mqE3LqnB6JE+2esmTm/p4YU2nMSEauU1I7MIu1qflfrZ3Z+Cocc5VmFhWbfxRngtiETO8mPa6RWTFyQJnmblfCBlRTZl06RRdCsHjyMjTOK4Hju4ty9TqPowDHcAJnEMAlVOEWalAHBn14hld484T34r17H/PWFS+fOYI/8j5/AFFOjc4=</latexit>

شود. ͳم تبدیل مجزا خوشه دو به اتصال Έی کردن قط΄ با که پذیر کاهش خوشه Έی :١٠ ش΋ل

R :=
1

2
(r1 + r2) r := r1 − r2, ξi := r1 − ri, ηj := r2 − rj , (۵۶)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به بالا انتگرال

I :=

∫
dRdrf(r)

[∏
i

dξiF ({ξi})

]∏
j

dηjF ({ηj})


= ⟨f1,2⟩⟨

∏
i ̸=1

f1,i⟩⟨
∏
j ̸=2

f2,j⟩. (۵٧)

پذیر کاهش دلیل به فقط امر این که کنید دقت شود. ͳم تجزیه کوچ΋تر های انتگرال به پذیر کاهش دیاگرام این انتگرال ترتیب این به

به بعدی بخش در که شد خواهد ویریال ضرایب محاسبه در زیادی ͳخیل ͳسادگ به منجر بالا خاصیت است. شده پذیر ام΋ان دیاگرام بودن
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پرداخت. خواهیم آن

ویریال بسط ۴

(۵١) و (۵٠) ی رابطه دو بین را z بایست ͳم ͳ΋فیزی روابط آوردن بدست برای ایم، کرده کار Έگراندکانونی آنزامبل با که ͳمواقع همه مثل

ͳم خوانده حالت تابع ٧ ویریال بسط که درآید زیر صورت به سری Έی ش΋ل به گاز حالت معادله تصحیح که شود ͳم باعث کار این کرد. حذف

شود.

PV

kT
= N

∞∑
l=1

al(T )

(
λ3

v

)l−1

(۵٨)

دماهای در است. λ3 گرمایی حجم Έی در گاز مول΋ولهای یا ها اتم تعداد دهنده نشان پارامتر این است. λ3n یا λ3

v نسبت اینجا در بسط پارامتر

تصحیح آوردن بدست برای بنابراین است. زیاد آن مقدار زیاد های ͳالΎچ یا پایین دماهای در و Έکوچ پارامتر این مقدار پایین های ͳالΎچ یا بالا

ویریال بسط توان ͳم تفاصیل این با داشت. نگاه بسط در را بیشتری جملات بایست ͳم پارامتر، این مقدار به بسته گاز، حالت معادله از تری دقیق

زیر: مثل نوشت، مختلف های صورت به را

Pv

kT
=

∞∑
l=1

al(T )

(
λ3

v

)l−1

(۵٩)

یا و

Pv

kT
=

∞∑
l=1

al(T )
(
nλ3

)l−1 (۶٠)

بدست را رابطه این که این برای آیند. ͳم بدست bl ضرایب از ویریال ضرایب که است مسلم شوند. ͳم خوانده ٨ ویریال ضرایب al(T ) ضرایب .

آوریم: ͳم بدست (۵١) بر  (۵٠) رابطه تقیسم از بیاوریم، 

Virial Expansion٧

Virial Coefficients٨
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∑∞
l=1 z

lbl∑∞
l=1 lz

lbl
=
Pv

kT
(۶١)

داشت: خواهیم نتیجه در نویسیم. ͳم ویریال بسط حسب بر را رابطه این چپ سمت ͳطرف از

∑∞
l=1 z

lbl∑∞
l=1 lz

lbl
=

∞∑
l=1

al(T )
(
nλ3

)l−1 (۶٢)

داشت: خواهیم نتیجه در دهیم. قرار (۵١) رابطه از λ3

v جای به بازهم توانیم ͳم راست سمت در اما

∑∞
l=1 z

lbl∑∞
l=1 lz

lbl
=

∞∑
l=1

al

[ ∞∑
k=1

kzkbk

]l−1

. (۶٣)

به: رسیم ͳم رابطه این وسطین) (طرفین دستکاری با

∞∑
l=1

zlbl =

(∑
l=1

lzlbl

) ∞∑
l=1

al

[ ∞∑
k=1

kzkbk

]l−1

(۶۴)

یا و

∞∑
l=1

zlbl =

∞∑
l=1

al

[ ∞∑
k=1

kzkbk

]l
. (۶۵)

است: این اش ش΋ل کنیم باز را رابطه این اگر

z + z2b2 + z3b3 + z4b4 + · · · = a1(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · ·)

+ a2(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · ·)2

+ a3(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · ·)3

+ a4(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · ·)4 + · · · (۶۶)
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دهد: ͳم را زیر نتایج ͳسادگ به طرف دو در z ͳمتوال های توان مقایسه

a1 = 1

b2 = 2a1b2 + a2

b3 = 3a1b3 + 4a2b2 + a3

b4 = 4a1b4 + 6a2b3 + 4b22a2 + 3a3(2b2) + a4 · · · (۶٧)

رسیم: ͳم زیر روابط به ͳسادگ به پایین به بالا از معادلات این حل با

a1 = 1

a2 = −b2

a3 = 4b22 − 2b3

a4 = −20b32 + 18b2b3 − 3b4 · · · . (۶٨)

عبارت به اگر است. مشاهده قابل نیز مهم خاصیت Έی جا این در شوند. ͳم محاسبه bl ضرایب روی از Έی به Έی ویریال ضرایب ترتیب این به

که: شویم ͳم متوجه کنیم، توجه (؟؟) رابطه چنین هم و a3

a3 = 4b2
2 − 2b3 = 4b2

2 − 2(2b2
2 + b3

irr) = −2b3
irr, (۶٩)

برقرار نیز بالاتر های مرتبه ویریال ضرایب ͳتمام در خاصیت این است. مانده ͳباق ناپذیر کاهش خوشه تنها سوم ویریال ضریب در دهد ͳم نشان که

که کرد ثابت توان ͳم ͳکل طور به ͳیعن است.

al = −(l − 1)bl
irr (٧٠)

است. ناپذیر کاهش های خوشه شامل تنها که تفاوت این با دارد را bl تعریف همان blirr آن در که
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را آنها به مربوط انتگرال و کنید مشخص را چهارتایی ناپذیر کاهش های خوشه (١٣٩٩ ماه فروردین ١٧ تحویل: (موعد تمرین: n

کنید. محاسبه را ها انتگرال این نیست لازم بنویسید.

ͳواقع گاز Έی برای ویریال ضریب دومین محاسبه ۵

ͳخیل تقریب با اتم دو بین موثر نیروی بپردازیم. ͳواقع گاز Έی برای ویریال ضرایب محاسبه برای مثالهایی به توانیم ͳم ͳکل روابط این از پس

است: زیر ش΋ل به جونز لنارد پتانسیل است. لنارد‐جونز نیروی خوب

U(r) = U0

(
(
r0
r
)12 − 2(

r0
r
)6
)

(٧١)

اربیتال ͳقطبیدگ نیرو این جاذبه قسمت منشاء است. −U0 با برابر نقطه این در پتانسیل مقدار و دارد قرار r0 نقطه در پتانسیل این کمینه مقدار

کولومبی دافعه البته تر Έنزدی های فاصله در است. ی΋دیΎر با ها دوقطبی این کنش برهم سپس و ی΋دیΎر به آنها شدن Έنزدی هنگام ͳاتم های

دومین دقیق محاسبه است. شده داده نشان (١) ش΋ل در نیرو این پتانسیل شود. ͳم ها اتم بین قوی ͳخیل دافعه پیدایش باعث ͳپاوول طرد اصل و

پتانسیل مناسب تقریب Έی با اینکه یا و کرد اتکا عددی محاسبه به یا توان ͳم نیست. مم΋ن البته ͳتحلیل طریق به پتانسیل این برای ویریال ضریب

کرد. محاسبه ͳتحلیل صورت به را ویریال ضریب سپس و کرده ساده را

است: زیر ش΋ل به پتانسیل این برای خوب تقریب Έی

U(r) =


∞ , r < r0

−U0

(
r0
r

)6
, r > r0

(٧٢)

داشت: خواهیم آن نتیجه در که

f(r) =


−1 , r < r0

eβU0( r0
r )

6

− 1 ≈ βU0

(
r0
r

)6
, r > r0

(٧٣)
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کنیم:  محاسبه مجزا قسمت دو به انتگرال محدوده تقسیم با و زیر ترتیب به را ویریال ضریب دومین توانیم ͳم حال

a2 = −b2 = −1

2

1

λ3
1

V

∫
dr1dr2f(|r1 − r2|)

= −1

2

1

λ3
4π

∫
r2drf(r). (٧۴)

یا و

a2 =
2π

λ3

∫ r0

0

r2dr +
2π

λ3
U0

kT

∫ ∞

r0

r2
(r0
r

)6
(٧۵)

که: دهید نشان و کنید کامل را محاسبه این (١٣٩٩ ماه فروردین تحویل:١٧  (موعد تمرین: n

a2 =
1

3

2π

λ3
r30(1−

U0

kT
) (٧۶)

کامل را زیر مراحل اید آورده دست به ویریال ضریب دومین برای که مقداری از استفاده با (١٣٩٩ ماه فروردین ١٧ تحویل: (موعد تمرین:  n

کنید:

ͳیعن بنویسید، دو رتبه تا را ویریال بسط نخست الف:

Pv

kT
= 1 + a2

λ3

v
(٧٧)

درآورید: زیر صورت به را معادله این و

P =
kT

v

(
1 +

2π

3

r30
v
(1− U0

kT
)

)
≡ kT

v
(1 +

B2(T )

v
) (٧٨)

آن در که

B2(T ) :=
2πr30
3

(1− U0

kT
). (٧٩)
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ͳیعن وانداروالس حالت معادله ب:

(P +
a

v2
)(v − b) ≈ kT (٨٠)

کنید. ͳبازنویس زیر صورت به را معادله این b≪ v تقریب گرفتن نظر در با بΎیرید. نظر در

P =
kT

v

(
1 +

b− a
kT

v

)
. (٨١)

که: دهید نشان و کنید تعیین را b و a ͳشناخت پدیده پارامترهای مقادیر پ:

b =
2πr30
3

, a =
2πr30
3

U0. (٨٢)

گرفت: نظر در ها اتم بین را زیر پتانسیل تقریب با توان ͳم گاز Έی برای . (١٣٩٩ ماه فروردین ١٧ تحویل (موعد تمرین: n

U(r) =


∞, r < 0

−v0, 0 ≤ r ≤ r0

0 r0 < r.

(٨٣)

کنید. محاسبه نیز را گاز پذیری تراکم ضریب آورید. بدست گاز این برای را ویریال ضریب دومین

سخت های کره از گاز Έی برای ویریال ضرایب محاسبه ۶

با پتانسیل این تقریب با توان ͳم عددی. های روش با مΎر کنیم، حساب را بالاتر مرتبه ویریال ضرایب که است دشوار بسیار جونز لنارد پتانسیل با

دنباله Έی جونز لنارد پتانسیل که کنیم ͳم توجه تقریب این برای کرد. حساب تقریبی روش به را سوم و دوم ویریال ضرایب تر ساده پتانسیل Έی

با نیز را قوی ͳخیل دافعه نیروی و کنیم نظر صرف جاذبه دنباله این از توانیم ͳم دارد. کوتاه های فاصله در قوی ͳخیل دافعه نیروی Έی و جاذبه

اتم دو بین پتانسیل دارد. نام ٩ سخت کره گاز که آوریم ͳم بدست ͳواقع گاز Έی از تقریبی ترتیب این به کنیم. جایΎزین سخت ͳخیل کره Έی

است: زیر ش΋ل به گاز این از

U(r) =


∞, r < r0

0, r0 ≤ r.

(٨۴)

Hard Sphere Gas٩
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آید: ͳم در زیر ش΋ل به گاز این برای f(r) تابع نتیجه در است. کره هر شعاع a0 و است r0 = 2a0 رابطه این در

f(r) =


−1, r < r0

0, r0 ≤ r.

(٨۵)

ویریال: ضریب دومین محاسبه n

آید: ͳم دست به ͳسادگ به ویریال ضریب دومین گاز این برای

a2 = −b2 = − 1

2λ3

∫
drf(r) =

1

2λ3
4π

∫ r0

0

r2dr =
2πr30
3λ3

=
16πa30
3λ3

= 4
v0
λ3
, (٨۶)

است. اتم هر یا کره هر حجم v0 آن در که

که دانیم ͳم (٣٩) و (۶٩) رابطه از ویریال: ضریب سومین محاسبه n

a3 = −2b3
irr = −2

1

3!(λ3)2V
Cirr

3 (٨٧)

یا و

a3 = − 1

3λ6V

∫
dr1

∫
dr2

∫
dr3f(r12)f(r13)f(r23). (٨٨)

متغیر تغییر با

r1 = r1, r12 = r1 − r2, r13 = r1 − r3, (٨٩)

داشت: خواهیم

a3 = − 1

3λ6V

∫
dr1

∫
r12

∫
dr13f(r12)f(r13)f(r12 − r13)

= − 1

3λ6

∫
r12

∫
dr13f(r12)f(r13)f(r23), (٩٠)

فقط ما و دارد را −1 یا صفر ساده مقدار انتگرال زیر عبارت (٨۵) رابطه به توجه با است. r12 − r13 همان r23 از منظورمان آن در که

نگاه ثابت را r12 فاصله نخست توانیم ͳم انتگرال این محاسبه برای است. غیرصفر عبارت این که کنیم حساب را ای ناحیه حجم باید

تا صفر از مقداری هر تواند ͳم r12 که است مسلم بΎیریم. انتگرال r12 روی هم آخر دست و بΎیریم انتگرال 3 اتم موقعیت روی و داریم
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در که چرا باشد r0 از کمتر 2 اتم از اش فاصله چنین هم و 1 اتم از اش فاصله که باشد چنان بایست ͳم 3 اتم م΋ان اما کند. اختیار را r0

بایست ͳم 3 اتم موقعیت که است معلوم (١١) ش΋ل روی از دیΎر عبارت به شد. خواهد صفر با برابر انتگرال زیر عبارت صورت این غیر

با: است برابر انتگرال مقدار پس اند. شده مشخص ش΋ل این در ها فاصله و نقاط مشخصات باشد. کره دو بین رنگ پر ناحیه در

a3 =
1

3λ6

∫ r0

r12=0

4πr212dr12V (r12) (٩١)

کنید. حساب را دوار قسمت این حجم که کند ͳم Έکم شما به زیر تمرین است. کره دو بین رنگ پر قسمت حجم V (r12) آن در که

(. ٩٩ ماه اردیبهشت دوم تحویل: تمرین:(موعد n

.y0 :=

√
r20 −

r212
4 با است برابر فاصله این که دهید نشان و کنید حساب را c و a نقطه دو بین فاصله الف:

حجم صورت این در دارد. ͳبستگ y به که چرا دهیم ͳم نشان x(y) با را فاصله این کنید. حساب را d و b نقطه دو بین فاصله ب:

آید: ͳم بدست زیر رابطه از (١١) ش΋ل در پررنگ ناحیه این

V (r12) = 2

∫ y0

0

2πyx(y)dy = 2

∫ √
r20−

r212
4

0

2πyx(y)dy. (٩٢)

که دهید نشان و کنید حساب را a3 عبارت آنجا از و V (r12) حجم پ:

a3 =
5

8
a22. (٩٣)

Ίلودی توسط پیش سال صدوبیست کسͳ؟ چه توسط و موق΄ چه زنید ͳم حدس است. شده محاسبه دقیق صورت به نیز چهارم ویریال ضریب

محاسبه این در بولتزمان ش΋یبایی میزان به توانید ͳم شده، پدیدار آن در که ای عددی ضرایب از بخصوص و عبارت این ͳتحلیل ش΋ل از بولتزمان.

ببرید. پی دشوار

a4 =
[1283
8960

+
3

2

73
√
2 + 1377

[
arctan

√
2− π

4

]
1120π

]
a32 = 0.28695a32. (٩۴)

اند: شده محاسبه عددی صورت به ششم و پنجم ویریال ضرایب

a5 = (0.1103± 0.003)a42

a6 = (0.0386± 0.004)a52. (٩۵)
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1 2
r0

<latexit sha1_base64="7O3ZigrVsITyrultX24Kh8Cwyi4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUI9FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbud+54lrI2L1iNOE+xEdKREKRtFKD3rgDsoVt+ouQNaJl5MK5GgOyl/9YczSiCtkkhrT89wE/YxqFEzyWamfGp5QNqEj3rNU0YgbP1ucOiMXVhmSMNa2FJKF+nsio5Ex0yiwnRHFsVn15uJ/Xi/F8NrPhEpS5IotF4WpJBiT+d9kKDRnKKeWUKaFvZWwMdWUoU2nZEPwVl9eJ+2rqler1u9rlcZNHkcRzuAcLsGDOjTgDprQAgYjeIZXeHOk8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifPwREjaM=</latexit>

3r0

<latexit sha1_base64="7O3ZigrVsITyrultX24Kh8Cwyi4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUI9FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbud+54lrI2L1iNOE+xEdKREKRtFKD3rgDsoVt+ouQNaJl5MK5GgOyl/9YczSiCtkkhrT89wE/YxqFEzyWamfGp5QNqEj3rNU0YgbP1ucOiMXVhmSMNa2FJKF+nsio5Ex0yiwnRHFsVn15uJ/Xi/F8NrPhEpS5IotF4WpJBiT+d9kKDRnKKeWUKaFvZWwMdWUoU2nZEPwVl9eJ+2rqler1u9rlcZNHkcRzuAcLsGDOjTgDprQAgYjeIZXeHOk8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifPwREjaM=</latexit>

y

<latexit sha1_base64="oDzjQ5BjI9XIrQQiQtBpL5CUZlw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsp+3azSbsboQQ+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBZcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikraNEMWyxSESqG1CNgktsGW4EdmOFNAwEdoLp3dzvPKHSPJIPJo3RD+lY8hFn1FipmQ7KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHEkhClYYJq3fPc2PgZVYYzgbNSP9EYUzalY+xZKmmI2s8Wh87IhVWGZBQpW9KQhfp7IqOh1mkY2M6Qmole9ebif14vMaMbP+MyTgxKtlw0SgQxEZl/TYZcITMitYQyxe2thE2ooszYbEo2BG/15XXSvqp619Va87pSv83jKMIZnMMleFCDOtxDA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9lacPKZU/gD5/MH6vmNBw==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="ovYxS0ZEBNCaSXfehFmOsA/C/Qg=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNCR6JXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU147U+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqVcbVRKtZssjjycwTlcggdVqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOl1jQY=</latexit>

a

<latexit sha1_base64="v3LE1UFtM+Wj1MGKmriQd6KJJPA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipSQflilt1FyDrxMtJBXI0BuWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmpn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fkwipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmvDGz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20r6redbXWvK7Ub/M4inAG53AJHtSgDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBxpmM7w==</latexit>

b

<latexit sha1_base64="LzSzVn7MqexqQRtwyFLH0rdn1P0=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipGQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGNn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jppX1W962qteV2p3+ZxFOEMzuESPKhBHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kDyB2M8A==</latexit>

c

<latexit sha1_base64="wNOnVF5Kh+PJo9FGTgK14AR0/lk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipyQblilt1FyDrxMtJBXI0BuWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwFmpn2pMKJvQEfYslTRC7WeLQ2fkwipDEsbKljRkof6eyGik9TQKbGdEzVivenPxP6+XmvDGz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20r6redbXWvK7Ub/M4inAG53AJHtSgDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwByaGM8Q==</latexit>

d

<latexit sha1_base64="MKYmFGSBw76E/WuO1H7ZJxJtKzU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lspu3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5EPOqLFSMxyUK27VXYCsEy8nFcjRGJS/+mHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVVCMoyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNcMbP+MySQ1Ktlw0TAUxMZl/TUKukBkxtYQyxe2thI2poszYbEo2BG/15XXSvqp619Va87pSv83jKMIZnMMleFCDOtxDA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9lacPKZU/gD5/MHyyWM8g==</latexit>

(٩١) انتگرال تا بΎیرد قرار رنگ پر ناحیه در بایست ͳم ٣ شماره اتم سخت. کره گاز برای سوم ویریال ضریب محاسبه به مربوط ش΋ل :١١ ش΋ل

شود. صفر غیر

ͳکوانتوم های سیستم برای ای خوشه بسط ٧

به ͳکوانتوم های سیستم در اینکه اول نکته کنیم. توجه مهم نکته چند به بایست ͳم ͳکوانتم های سیستم به Έکلاسی ای خوشه بسط تعمیم برای

ͳناش دیΎری و ͳجنبش انرژی از ͳناش ͳ΋ی که مجزا قسمت دو به را پارش تابع توانیم ͳنم م΋ان و تکانه به مربوط عملΎرهای نشدن جابجا دلیل

ی΋سان ذرات از ای مجموعه هیلبرت فضای شود ͳم باعث که است ͳپاوول طرد اصل دوم نکته کنیم. تجزیه است ذرات بین های کنش برهم از

سیستم برای را ای خوشه بسط انجام ها تفاوت همین شود. محدود اند پادمتقارن کاملا یا متقارن کاملا یا ها حالت آن در که ͳخاص زیرفضای به

ی΋سان ذرات از که ای ذره N دستگاه Έی ͳهامیلتون که کنیم ͳم دقت نخست نکات این بهتر فهم برای کند. ͳم دشوار بسیار ͳکوانتوم های

دیΎر: عبارت به شود. ͳم جابجا جایΎشت عملΎرهای با شده تش΋یل
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[H,P ] = 0, P ∈ SN . (٩۶)

دهیم، نمایش V با را ذره Έی هیلبرت فضای اگر است. گروه این از ͳدلخواه عضو هر P و است ذرات این بین جایΎشت گروه SN اینجا در

از: عبارتند آن پایه بردارهای که VN := V ⊗ V ⊗ V · · ·V از است عبارت ذره N هیلبرت فضای آنگاه

{|r1, r2, · · · rN} (٩٧)

دو این فضاست. این از پادمتقارن کاملا یا متقارن کاملا زیرفضای ترتیب به بل΋ه نیست فضا این ͳتمام ها فرمیون و ها بوزون هیلبرت فضای اما

اند: خاصیت این دارای ترتیب به فضا دو این بردارهای دهیم. ͳم نشان V− و V+ با ترتیب به را زیرفضا

P |ψ⟩ = (±)|P ||ψ⟩, (٩٨)

فرمیون و ها بوزون به مربوط عملΎرهای و پایه های حالت چنین هم و فضاها تشخیص برای بعد به این از است. P جایΎشت درجه |P | آن در که

زیر صورت به توان ͳم را ͳقبل رابطه بنابراین است. −1 ها فرمیون برای و +1 با برابر ها بوزون برای علامت این بریم. ͳم کار به را ζ ِ علامت ها

نوشت:

P |ψ⟩ζ = ζ |P ||ψ⟩ζ . (٩٩)

شود: ͳم تعریف زیر ترتیب به فضاها این پایه بردارهای

|r1, r2, · · · rN ⟩ζ :=
1

N !

∑
P∈SN

ζ |P ||rP1, rP2, · · · rPN ⟩ (١٠٠)

تمرین: n

است: زیر ش΋ل به پایه بردارهای این بهنجارش که کنید ثابت

ζ⟨r′1, r′2, · · · r′N |r1, r2, · · · rN ⟩ζ =
1

N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δ(r1 − r′1) δ(r1 − r′2) δ(r1 − r′N )

δ(r2 − r′1) δ(r2 − r′2) δ(r2 − r′N )

δ(rN − r′1) δ(rN − r′2) δ(rN − r′N )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ζ

(١٠١)
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دترمینان عبارت همان ماتریس Έی پرمننت از منظور کنیم. ͳم محاسبه را دترمینان ها فرمیون برای و ١٠ پرمننت ها بوزون برای راست طرف در که

ندارد. وجود مختلف جملات بین ͳمنف علامت گونه هیچ که مهم تفاوت این با است

کنید. معین را آنها بهنجارش و بنویسید را ای ذره سه و ای ذره دو فضای پایه بردارهای تمرین: n

کنیم. ͳم تعریف را زیر ای ذره N عملΎر n

S =
1

N !

∑
P∈SN

(ζ)|P |P.

بنویسیم: توانیم ͳم ترتیب این به

|r1, r2, · · · rN ⟩ζ = S|r1, r2, · · · rN ⟩. (١٠٢)

ͳیعن تصویرگراست،  عملΎر Έی عملΎر این که دهید نشان (:١٣٩٩ ماه فروردین ٢۶ تحویل: تمرین:(موعد n

S2 = S.

S = 1
2 (I + P1,2). داریم: ذره دو برای مثلا بنویسید. را S عملΎر ای ذره سه و ای ذره دو سیستم برای

هستند: زیر بودن کامل رابطه دارای بردارها این که دهید نشان تمرین: n∫
dr1dr2 · · · drN |r1, r2, · · · rN ⟩ζ ζ⟨r1, r2, · · · rN | = S (١٠٣)

کند. ͳم عمل واحد عملΎر مثل Vζ فضای روی S عملΎر که کنید دقت

ای چندذره فضاهای روی که کنید ثابت ͳیعن کنید. تحقیق ͳبوزون و ͳفرمیون ای ذره دو زیرفضاهای برای را موضوع این ͳدرست تمرین:  n

کند. ͳم عمل واحد مثل S عملΎر

با: است برابر پارش تابع که دانیم ͳم پردازیم. ͳم پارش تابع محاسبه به حال

ZN = Trζ(e
−βH) (١٠۴)

داشت: خواهیم بنابراین است. Vζ فضای روی رد محاسبه معنای به Trζ آن در که

ZN = Trζ(e
−βH)

Permanent١٠
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= Tr(e−βH

∫
dr1dr2 · · · drN |r1, r2, · · · rN ⟩ζ ζ⟨r1, r2, · · · rN |)

=

∫
dr1dr2 · · · drN ⟩ζ⟨r1, r2, · · · rN |e−βH |r1, r2, · · · rN ⟩ζ (١٠۵)

قرار ی΋سان ͳخارج پتانسیل در و هستند هم مثل ذرات همه زیرا شود ͳم جابجا ای ذره بس ͳهامیلتون با S عملΎر که کنیم ͳم دقت حال

بنابراین دارند.

[H,S] = 0

بنویسیم: توانیم ͳم  (١٠٢) رابطه و (١٠۵) رابطه به توجه با بنابراین

ZN =

∫
dr1 · · · drN ⟨r1, · · · rN |Se−βHS|r1, · · · rN ⟩

=

∫
dr1 · · · drN ⟨r1, · · · rN |e−βHS2|r1, · · · rN ⟩

=

∫
dr1 · · · drN ⟨r1, · · · rN |e−βHS|r1, · · · rN ⟩ = Tr(e−βHS), (١٠۶)

این به ایم. کرده استفاده S2 = S رابطه از آخر سطر در بالاخره و [H,S] = 0 رابطه از دوم سطر در و  (١٠٢) رابطه از اول سطر در آن در که

روی جدید عملΎر Έی رد محاسبه به شود ͳم تبدیل ͳبوزون یا ͳفرمیون هیلبرت زیرفضای روی ای ذره بس سیستم Έی پارش تابع محاسبه ترتیب

:ͳیعن نیست). پادمتقارن یا پادمتقارن دیΎر که فضایی ͳیعن) ͳمعمول هیلبرت فضای کل

ZN = tr(e−βHS). (١٠٧)

پتانسیل و ͳجنبش انرژی از ͳناش همیشه مثل e−βH و ͳفرمیون یا ͳبوزون ذرات آمار از ͳناش S آن در که e−βHS از است عبارت جدید عملΎر این

انجام Έکوچ کار Έی توانیم ͳم مقایسه ͳراحت برای صرفا اند. شده Έتفکی ی΋دیΎر از ͳروشن به عامل دو این اثرات ترتیب این به است. ذرات

بنویسیم: زیر صورت به را آن و کنیم تقسیم و ضرب λ3NN ! در را پارش تابع اینکه آن و دهیم

ZN =
1

λ3NN !
Tr(λ3NN !e−βHS) :=

1

λ3NN !
QN , (١٠٨)

آن در که

QN := Tr(W ) := Tr(λ3NN !e−βHS). (١٠٩)
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ͳبوزون آمارخاص و باشند نداشته کنش برهم ذرات اگر که است این به اش ارزش ندارد. ͳمفهوم اهمیت و دارد سازی ساده ارزش Έی تنها کار این

پارش تابع و و است V N مقدارش که شد خواهد ͳمختصات پارش تابع همان با برابر QN پارش تابع ، ( S = I (اگر باشند نداشته نیز ͳفرمیون یا

شد. خواهد آل ایده گاز Έی پارش تابع نیز ZN

آوریم: گردهم اینجا در را پارش تابع دو هر است بهتر است.

QN =

∫
dr1dr2 · · · drNe−β

∑
i<j U(ri−rj) Έکلاسی آماری Έانی΋م (١١٠)

QN =

∫
dr1dr2 · · · drNW (r1, r2, · · · rN ) ͳکوانتوم آماری Έانی΋م (١١١)

آن در که

W (r1, r2, · · · rN ) := ⟨r1, r2, · · · rN |WN |r1, r2, · · · rN ⟩.

سخت بسیار دلیل دو به ͳماتریس عناصر این محاسبه بفهمیم. را WN ͳماتریس عناصرقطری بایست ͳم ای خوشه بسط بهتر فهم برای بنابراین

جز ای چاره بنابراین است. ای ذره بس ͳهامیلتون در کنش برهم وجود اش دوم دلیل و S عملΎر وجود اولش دلیل است. غیرمم΋ن واق΄ در و

نخست کرد. استفاده تقریب و محاسبه این برای ای خوشه بسط از توان ͳم که دهیم ͳم نشان فصل این در نیست. آن رتبه به رتبه و تقریبی محاسبه

داریم: احتیاج زیر ساده تمرین به

که دهید نشان تمرین: n

⟨r1|W1|r′1⟩ = e−
2π|r1−r′1|2

λ2 ,

شود: ͳم نتیجه آن از که

W (r1) = ⟨r1|W1|r1⟩ = 1.

عبارت به حال

⟨r1, r2|W2|r1, r2⟩ (١١٢)

کند: ͳم پیدا ای ساده ساختار عبارت این باشیم نداشته کنش برهم اگر کنیم. ͳم نگاه
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که: دهید نشان و کنید حساب را ⟨r1, r2|W2|r1, r2⟩ ͳماتریس عنصر ندارد. وجود ͳکنش برهم هیچ که کنید فرض تمرین این در تمرین: n

⟨r1, r2|W2|r1, r2⟩ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 f(r1 − r2)

f(r2 − r1) 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1± f(r1 − r2)
2 (١١٣)

آن در که

f(r) = e−2π r2

λ2 . (١١۴)

بنویسیم توانیم ͳم ⟨r1, r2|W2|r1, r2⟩ بجای ⟨1, 2|W2|1, 2⟩ ͳنویس خلاصه با و ͳقبل تمرین به توجه با

⟨1, 2|W2|1, 2⟩ = ⟨1|W1|1⟩⟨2|W1|2⟩+ ⟨1, 2|U2|1, 2⟩ (١١۵)

است: این اش ͳماتریس عنصر که است چیزی U2 جدید عملΎر ساده حالت این در که

⟨1, 2|U2|1, 2⟩ := f(r1 − r2)
2. (١١۶)

به دوتایی خوشه این وجود است. شده تجزیه دوتایی خوشه Έی و تایی Έی خوشه دو صورت به ⟨1, 2|W2|1, 2⟩ ͳماتریس عنصر ترتیب این به

دوتایی خوشه این باشند، دور ی΋دیΎر از ذره دو گاه هر واق΄ در است. ͳپاوول طرد اصل و ذرات بودن ی΋سان دلیل به بل΋ه نیست کنش برهم دلیل

و کنش برهم که ͳوقت هم ͳکل حالت در که داشت انتظار توان ͳم شود. ͳنم تش΋یل دوتایی خوشه دیΎر عبارت به یا است کردن نظر صرف قابل

تعریف (١١٧) رابطه با مطابق را U2 همواره توان ͳم واق΄ در داشت. خواهد وجود ای خوشه ساختار این بازهم دارد، وجود ذرات بین پتانسیل

نوشت: و کرد

⟨1, 2|W2|1, 2⟩ =: ⟨1|W1|1⟩⟨2|W1|2⟩+ ⟨1, 2|U2|1, 2⟩ (١١٧)

یا و

⟨1, 2|U2|1, 2⟩ := ⟨1, 2|W2|1, 2⟩ − ⟨1|W1|1⟩⟨2|W1|2⟩. (١١٨)

تعریف آن نظایر و ⟨i|W |i⟩ = W (i) ͳنویس خلاصه با و زیر روابط با مطابق استقرایی صورت به را بالاتر های خوشه توان ͳم ترتیب همین به

کرد:
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W (1) =: U(1)

W (1, 2) =: U(1)U(2) + U(1, 2)

W (1, 2, 3) =: U(1)U(2)U(3) + U(1, 2)U(3) + U(1, 3)U(2) + U(2, 3)U(1) + U(1, 2, 3)

W (1, 2, 3, 4) =: U(1)U(2)U(3)U(4)

+ U(1)U(2)U(3, 4) + U(1)U(3)U(2, 4) + U(1)U(4)(2, 3) · · ·

+ U(1, 2)U(3, 4) + U(1, 3)U(2, 4) + U(1, 4)U(2, 3)

+ U(1, 2, 3)U(4) + U(1, 2, 4)U(3) + U(1, 3, 4)U(2) + U(2, 3, 4)U(1)

+ U(1, 2, 3, 4). (١١٩)

کنند. ͳم تعریف گفتیم بالا ساده مورد در که ͳل΋ش همان به را ها U ͳماتریس عناصر روابط این دیΎر عبارت به

بنویسید. W ͳماتریس عناصر حسب بر را U ͳماتریس عناصر و کنید معکوس را بالا روابط تمرین: n

که آوریم ͳم یاد به حال

QN =

∫
dr1 · · · drNW (1, 2, · · ·N) (١٢٠)

نوشتیم: ͳم که کنیم ͳم توجه داشتیم درس ابتدای در که قراردادی به و

⟨A⟩ :=
∫
dr1dr2 · · · drlA(r1, r2, · · · rl). (١٢١)

دهیم ͳم قرار بنابراین

Cl := ⟨U(1, 2, · · · l)⟩ (١٢٢)

بنویسیم: توانیم ͳم نتیجه در و کنیم توجه انتگرال زیر در ها مختصه تقارن به چنین هم و

Q2 = C2
1 + C2

Q3 = C3
1 + 3C2

1C2 + C3
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Q4 = C4
1 + 6C2

1C2 + 3C2
2 + 4C1C3 + C4

· · · = · · · . (١٢٣)

ͳکل طور به و

QN =

′∑
m1,m2,···

N !∏
l=1 l!

mlml!
Cm1

1 Cm2
2 · · · . (١٢۴)

نحوه که تفاوت این با داشتند Έکلاسی ای خوشه بسط در Cl های عبارت که دارند را کارکردی همان دقیقا Cl عبارتهای این که کنید دقت

برقرارند. کاست و کم بی نیز اینجا در بردیم کار به جا آن در که ͳترکیبیات های استدلال ͳتمام واق΄ در تا که آنچه است. متفاوت آنها محاسبه

بود:  خواهد این نتیجه

ZN =
1

λ3NN !

′∑
{ml}

N !∏
l=1 l!

mlml!
Cm1

1 Cm2
2 · · ·Cml

l · · · (١٢۵)

∑∞
l=1 lml = N قید در که است هایی ml تمام روی جم΄ ،Έکلاسی حالت مثل آن در که

کنند. صدق

کرد: ساده زیر ترتیب به را (١٢۵) عبارت توان ͳم

ZN =

′∑
{ml}

∞∏
l=1

1

ml!
(
Cl

l!λ3l
)ml (١٢۶)

تعریف با

bl :=
1

l!λ3(l−1)V
Jl

ویا

bl :=
1

l!λ3(l−1)V
Cl (١٢٧)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به  (١٢۶) عبارت

ZN =

′∑
{ml}

∞∏
l=1

1

ml!
(
V bl
λ3

)ml (١٢٨)

بنویسیم: و کنیم استفاده Έگراندکانونی آنزامبل از توانیم ͳم است مقید جم΄ Έی جم΄ این که آنجا از
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Z(z, V, T ) =

∞∑
N=0

zNZN =

∞∑
{ml}=0

∞∏
l=1

1

ml!
(
zlV bl
λ3

)ml

=

∞∏
l=1

∞∑
ml=0

1

ml!
(
zlV bl
λ3

)ml

=

∞∏
l=1

exp(
V

λ3
zlbl)

= exp(
V

λ3

∞∑
l=1

zlbl) (١٢٩)

نتیجه در و

lnZ(z, V, T ) =
PV

kT
=
V

λ3

∞∑
l=1

zlbl (١٣٠)

و

N = z
∂ lnZ(z, V, T )

∂z
=
V

λ3

∞∑
l=1

lzlbl. (١٣١)

بسط نوع که آنجا از رسید. (۵٩) رابطه ͳیعن ویریال بسط به توان ͳم دیدیم، Έکلاسی گاز مورد در که ͳل΋ش همان به رابطه دو این ترکیب از

اینجا در (۶٨) روابط ͳیعن بود. خواهد Έکلاسی گاز ش΋ل همان به bl ضرایب با نیز ویریال ضرایب رابطه است ͳ΋ی Έکلاسی گاز با بالا های

ͳکوانتوم حالت در و (٣٧) رابطه توسط Έکلاسی حالت در که است bl ضرایب به مربوط های عبارت دارد تفاوت که چیزی تنها برقرارند. نیز

شوند. ͳم داده (١٢٧) رابطه توسط

ͳکوانتوم گاز برای ویریال ضرایب محاسبه ٨

بایست ͳم bl در موجود انتگرال محاسبه برای است. (١٢٧) تعریف با مطابق bl ضرایب محاسبه نیازمند ͳکوانتوم ای خوشه بسط که دیدیم

آنچه بنابراین شود. ͳم محاسبه k < l با Wk مشابه جملات و Wl(r1, r2, · · · rl) حسب بر عبارت این خود و کنیم تعیین را Ul(r1, r2, · · · rl)
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است: زیر عبارت کنیم محاسبه باید که

Il :=

∫
dr1r2 · · · rl⟨r1, r2 · · · rl|e−βH |r′1, r′2 · · · r′l⟩ (١٣٢)

بنویسیم توانستیم ͳم داشتیم ͳم را ای ذره بس ͳهامیلتون طیف اگر است. (r1, r2 · · · rl) از ͳشتΎجای (r′1, r
′
2 · · · r′l) آن در که است

Il :=
∑
a

∫
dr1r2 · · · rle−βEaΦa(r1, r2 · · · rl)Φ∗(r′1, r

′
2 · · · r′l), (١٣٣)

بالاتر ویریال ضریب مرتبه چه هر که است ͳطبیع کنیم. اکتفا تقریبی های روش به بایست ͳم بنابراین است. ناپذیر ام΋ان کار این که است مسلم و

طیف محاسبه از توان ͳم چΎونه که دهیم ͳم شرح و دهیم ͳم نشان را محاسبه ͳاساس اصول بخش این در شود. ͳم تر دشوار محاسبه این رود ͳم

کرد. حساب را ویریال ضرایب ͳاختلال های بسط از استفاده با چنان هم و کرد پرهیز ͳهامیلتون

که کنیم ͳم دقت نخست

b1 =
1

V

∫
drU1(r) =

1

V

∫
drW1(r) (١٣۴)

داریم همواره که دهید نشان تمرین: n

b1 = 1

.

داریم پردازیم. ͳم دوم ضریب محاسبه به سپس داریم. b1 برای ͳدقیق عبارت ترتیب ای به

b2 =
1

λ3V

∫
dr1dr2U(r1, r2)

=
1

2λ3V

∫
dr1dr2 [W (r1, r2)−W (r1)W (r2)] (١٣۵)

Pathria کتاب به تواند ͳم کامل حل مطالعه برای خواننده کنیم. ͳم ذکر را اش ͳکل راه فقط و دهیم ͳنم انجام کامل طور به را محاسبه این

ͳماتریس عنصر تعیین محاسبه این در ͳاصل عنصر کند. مراجعه

⟨r1, r2|Ŵ |r′1, r′2⟩ = 2λ6⟨r1, r2|e−βH2 |r′1, r′2⟩ = (١٣۶)

آن در که است

H2 =
p2
1

2m
+

p2
2

2m
+ U(|r1 − r2|)
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این اما است. ای ذره دو شرودینگر معادله موج توابع یافتن نیازمند مسئله این شد، گفته (١٣٣) رابطه در که همانطور است. ای ذره دو ͳهامیلتون

کرد. تبدیل ای ذره تک مسئله Έی به توان ͳم زیر متغیر تغییر با و ͳراحت به را مسئله

R =
1

2
(r1 + r2), r = r1 − r2, P = p1 + p2, p =

1

2
(p1 + p2) (١٣٧)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به ͳهامیلتون نتیجه در

H2 =
P2

4m
+

p2

m
+ U(|r|)

ش΋ل به آن موج توابع که

Φa(R, r) = Φk,n(R, r) = Aeik·Rϕn(r) (١٣٨)

کرد. محاسبه را ویریال دوم ضریب توان ͳم ترتیب این به آیند. ͳم بدست شرودینگر ای ذره تک مسئله کردن حل با ϕn(r) موج توابع هستند.

است. سرراست ͳول ͳطولان البته محاسبه این

محاسبات و کنیم ͳم اشاره ͳاصل نکات به فقط اختصار برای طبیعتا کنیم. اشاره ها bl ͳیعن بالاتر ضرایب محاسبه شیوه به خواهیم ͳم ادامه در

ضرایب به گیریم ͳم یاد اینجا در که آنچه تعمیم فهمید. b3 ضریب مطالعه با توان ͳم را ͳاصل موان΄ و ͳاصل نکات نویسیم. ͳنم کامل طور به را

است: زیر ͳماتریس عنصر محاسبه b3 محاسبه در ͳاصل عنصر است. ساده الاصول ͳعل بالاتر

⟨r1, r2, r3|e−βH |r′1, r′2, r′3⟩, (١٣٩)

تقلیل ای ذره تک شرودینگر معادله به را مسئله این توان ͳنم طبیعتا هستند. (r1, r2, r3) بردارهای از ͳشتΎجای (r′1, r
′
2, r

′
3) بردارهای آن در که

ما ͳاصل هدف آوریم. ͳم روی رتبه به رتبه و ͳاختلال حل راه Έی به ناچار به است. سخت بسیار نیز شرودینگر ای ذره چند مسئله کردن حل و داد

است. ذرات پتانسیل انرژی Ω و ذرات ͳجنبش انرژی T آن در که است e−β(T+Ω) عملΎر ͳماتریس عناصر محاسبه

T =

N∑
i=1

P 2
i

2m
Ω =

∑
i<j

Ωij (١۴٠)

همان از کار این برای بدهیم. ترتیب Ω ͳمتوال قوای حسب بر ͳاختلال بسط Έی توانیم ͳم و هستند Έکوچ ها کنش برهم که است این فرض

Έی تنها استفاده این که کنیم دقت باید بریم. ͳم کار به ͳکوانتوم Έانی΋م در دیراک تصویر یا کنش برهم تصویر در که کنیم ͳم استفاده ͳروش

منظور این به نیست. آماری Έانی΋م و ͳکوانتوم Έانی΋م بین ͳمفهوم ارتباط نوع هیچ دهنده نشان ش΋ل این به و است ͳمحاسبات و ͳفن استفاده

کنیم: ͳم تعریف را زیر عملΎر

٣٩



R(β) := eβT e−βH . (١۴١)

آوریم: ͳم بدست β به نسبت گیری مشتق با .R(0) = I که کنید دقت

dR

dβ
= eβTTe−βH + eβT (−H)e−βH

= −eβTΩe−βH (١۴٢)

تعریفِ  با یا و

ΩI(β) = eβTΩe−βT ,

dR

dβ
= −(eβTΩe−βT )R = −ΩI(β)R(β). (١۴٣)

پیدا ͳبستگ دما به عملΎر این داریم، ΩI(β) از که ͳتعریف با ͳول ندارند ͳبستگ دما به Ω =
∑

i<j Ωij ͳیعن ها کنش برهم خود که کنید دقت

مستقل پتانسیل ͳیعن افتد ͳم ١١ کنش برهم تصویر یا دیراک تصویر به شرودینگر تصویر از رفتن در که است ͳاتفاق همان شبیه درست این کند. ͳم

شود. ͳم زمان به وابسته زمان از

از: است عبارت (١۴٣) معادله فرمال حل

R(β) = I −
∫ β

0

ΩI(β1)R(β1)dβ1. (١۴۴)

رسیم: ͳم زیر ͳاختلال بسط به رابطه این تکرار با

R(β) = I −
∫ β

0

ΩI(β1)dβ1 +

∫ β

0

dβ1

∫ β1

0

dβ2ΩI(β1)ΩI(β2)− · · · . (١۴۵)

جملات باشند، Έکوچ kT به نسبت Ω همان یا ΩI های درایه اندازه ͳوقت که معنا این به بالاست، دمای بسط Έی رابطه این که گفت توان ͳم

R(β) = eβT e−βH تعریف به توجه با چنین هم و ΩI(β) = eβTΩe−βT که آنجا از بود. خواهند Έکوچ هستند Ωdβ مرتبه از که بسط ͳمتوال

Dirac Picture or Interaction Picture١١
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آوریم: ͳم بدست

e−βH = e−βTR(β) = e−βT

−
∫ β

0

dβ1e
−(β−β1)TΩe−β1T

+

∫ β

0

∫ β1

0

dβ1dβ2e
−(β−β1)TΩe−(β1−β2)TΩe−β2T

− · · · . (١۴۶)

صفرم رتبه در . کنیم استفاده ای ذره سه تابع محاسبه برای بسط این از بود قرار که آوریم ͳم یاد به اکنون اما است ͳکل کاملا بسط این چه اگر

داریم:

⟨r1, r2, r3|W |r′1, r′2, r′3⟩(0) = 3!λ9⟨r1, r2, r3|e−βTS|r′1, r′2, r′3⟩

= 3!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f(r1 − r′1) f(r1 − r′2) f(r1 − r′3)

f(r2 − r′1) f(r2 − r′2) f(r2 − r′3)

f(r3 − r′1) f(r3 − r′2) f(r3 − r′3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(١۴٧)

آن در که

f(r) = e−2π r2

λ2 . (١۴٨)

به بایست ͳم زیر جمله رتبه این در بΎیریم. نظر در را اول رتبه لااقل بایست ͳم و شود ͳنم دیده ها کنش برهم آثار صفرم رتبه در که است ͳطبیع

شود: اضافه (١۴٧)

⟨r1, r2, r3|W |r′1, r′2, r′3⟩(1) =
∫ β

0

dβ1⟨r1, r2, r3|e−(β−β1)TΩe−βT1 |r′1, r′2, r′3⟩. (١۴٩)

Ω و هستند قطری تکانه پایه در e−βT های عملΎر عنصر این در کنیم. محاسبه باید را بالا ͳماتریس عنصر ͳهامیلتون انرژی طیف محاسبه بجای

هم و بالاتر های رتبه در است داده رخ محاسبه این در که آنچه است. محاسبه قابل الاصول ͳعل انتگرال این بنابراین است. قطری م΋ان پایه در نیز

پیدا ویریال ضرایب محاسبه برای ͳطولان چه اگر سرراست ͳراه که است این مهم مسئله دهد. ͳم رخ هم ویریال ضرایب دیΎر محاسبه برای چنین

نیست. ای چندذره شرودینگر معادله طیف یافتن نیازمند که ایم کرده

۴١



Ω(ri − rj) = ωδ3(ri − rj) برای ͳیعن سخت هسته پتانسیل برای که دهید نشان  (:١٣٩٩ فروردین ٢۶ تحویل: (موعد تمرین: n

است: زیر ش΋ل به فوق ͳماتریس عنصر

⟨r1, r2, r3|W |r′1, r′2, r′3⟩(1) = ω3

∫
dx1dx2dx3e

− 2π
λ2 (

∑3
i=1 |ri−xi|2)− 2π

µ2 (
∑3

i=1 |r′i−xi|2) (١۵٠)

آن در که

λ =

√
h2(β − β1)

2πm
µ =

√
h2(β1)

2πm
. (١۵١)

بخش و است ͳطولان ͳول سرراست محاسبه این شود. ͳم ͳگاووس انتگرال Έی به منجر (١۴٩) انتگرال در ͳماتریس عنصر این دادن قرار

که دهد ͳم نشان مثال این آورد. بدست نیز را ویریال ضریب سومین توان ͳم ترتیب این به شود. انجام عددی صورت به بایست ͳم حتما آن نهایی

را مسئله نهایتا توان ͳم که معنا این به است پذیر ام΋ان الاصول ͳعل ای خوشه بسط طریق از ͳکوانتوم ͳواقع گاز Έی برای ویریال ضرایب محاسبه

پرزحمت و ͳطولان محاسبه روش این که پیداست اما پذیرند. انجام ͳشخص های رایانه توسط ͳبراحت که داد تقلیل هایی انتگرال عددی محاسبه به

به آینده های درس در و است مثبت سوال این ΁پاس دارد؟  وجود ی΋سان ذرات مطالعه برای موثرتری و بهتر فرمالیزم آیا که است این سوال است.

پرداخت. خواهیم آن شرح

اسپین مسئله ٩

اختلاف اصولا که است ͳحال در این و ایم گرفته نادیده را آزادی درجه این که رسد ͳم نظر به و ایم نبرده ذرات اسپین از ͳاسم هیچ کنون تا

تغییر با ایم داده ارایه کنون تا که ای بندی صورت تمام توان ͳم ͳول آنهاست ͳاسپین آزادی درجه اساس بر ͳفرمیون یا باشند ͳبوزون که ذرات آمار

را (|1⟩, |2⟩, · · ·) خلاصه نماد کنیم نگاه قبل های بخش روابط به اگر بΎیرد. بر در نیز را اسپین آزادی درجه که نحوی به داد تعمیم ͳ΋کوچ

به (|r1, α1⟩, |r2, α2⟩, · · ·) پایه بردارهای به اشاره برای توانیم ͳم را خلاصه نمادهای همین ایم. برده ب΋ار نظایرآن و (|r1⟩, |r2⟩, · · ·) برای

اندک ͳتغییرات با ͳقبل روابط همه صورت این در هستند. ͳاسپین آزادی درجه به متعلق پایه بردارهای مجموعه Έی |α⟩ = |±⟩ آن در که ببریم کار

داشت: خواهیم (١٠٠) رابطه جای به مثال عنوان به برقرارند. مناسب و

|1, 2, · · ·N⟩ζ :=
1

N !

∑
P∈SN

ζ |P ||P1, P2, · · ·PN⟩. (١۵٢)
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است: این N = 2 برای مثلا اش ͳتفصیل معنای

|1, 2⟩ζ ≡ |r1, α1, r2, α2⟩ζ =
1

2
|r1, α1; r2, α2⟩ ±

1

2
|r2, α2; r1, α1⟩ (١۵٣)

از: عبارتند پایه بردارهای ͳفرمیون ذره دو برای ترتیب این به

|r1,+; r2,+⟩ − |r2,+⟩|r1,+⟩

|r1,−; r2,−⟩ − |r2,−⟩|r1,−⟩

|r1,+; r2,−⟩ − |r2,−⟩|r1,+⟩

|r1,−; r2,+⟩ − |r2,+⟩|r1,−⟩. (١۵۴)

بردارهای همان ͳبازنویس جز چیزی دوم و اول بردار دو که کنید (توجه ساخت. زیر ش΋ل به پایه چهاربردار توان ͳم پایه بردارهای این ترکیب با

نیستند:) بالا دوم و اول

(|r1, r2⟩ − |r2, r1⟩)|+,+⟩

(|r1, r2⟩ − |r2, r1⟩)|−,−⟩

(|r1, r2⟩+ |r2, r1⟩)(|+,−⟩ − |−,+⟩)

(|r1, r2⟩ − |r2, r1⟩)(|+,−⟩+ |−,+⟩). (١۵۵)

از که هستند بردارهایی که معنا این به بینیم ͳم ͳکوانتوم Έانی΋م ابتدایی های درس در معمولا که اند شده نوشته ͳل΋ش همان به بردارها این

است. پادمتقارن کاملا کل حاصل اما است پادمتقارن یا متقارن قسمت هر که اند شده ساخته ͳاسپین و ͳان΋م بردارهای تانسوری ضرب

(١٣٩٩ ماه اردیبهشت ٩ تحویل: (موعد تمرین: n

دارند: را زیر ͳهامیلتون که بΎیرید نظر در آزاد ͳفرمیون ذره دو

H =
p2
1

2m
+

p2
2

2m
− Jσ1 · σ2 (١۵۶)

چهاربعدی ماتریس Έی به را خود جای ⟨r1, r2|W |r1, r2⟩ ͳماتریس عنصر است. ͳپاوول های ماتریس بردار σ = (σx, σy, σz) آن در که

چهاربعدی ماتریس دارد. نیز ͳاسپین های درایه که دهد ͳم

⟨1, 2|W |1, 2⟩ (١۵٧)
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کنید. حساب را

ها مسئله ١٠

عبارت در صورت این در بΎیرید. نظر در ͳبوزون یا ͳفرمیون آل ایده گاز Έی (:١٣٩٩ ماه اردیبهشت ٩ تحویل: (موعد تمرین: n

از: است عبارت ͳهامیلتون (١٠۶)

H =

N∑
i=1

P 2
i

2m
. (١۵٨)

عملΎر دادن قرار با الف:

I =

∫
dp1dp2 · · · dpN |p1,p2, · · ·pN ⟩⟨p1,p2, · · ·pN |

کنید. حساب N = 2 برای را عبارت این کرد. حساب را پارش تابع توان ͳم الاصول ͳعل راست طرف انتگرال در

دشوار بسیار دلخواه ذرات تعداد برای روش این از پارش تابع محاسبه که است ΀واض دهید. انجام N = 3 برای را محاسبه همان ب:

خود (که ذرات بودن ی΋سان دلیل به پارش تابع محاسبه نیز، آل ایده گاز برای ͳحت که شویم ͳم متوجه محاسبه این با واق΄ در شد. خواهد

فضای پایه به ͳمختصات پایه جای به قبل های فصل در که است دلیل همین به شود. ͳم مواجه دشواری با ( دهد، ͳم نشان S عملΎر در را

را ذرات کل انرژی توان ͳنم و نیستند آزاد ذرات چون جا این در بردیم. پناه |n1, n2, · · ·⟩ یا ها حالت شمارش پایه همان ͳیعن ١٢ فوک

کار آن توانیم ͳنم فعلا شناسد، ͳم را مختصات که پتانسیل وجود دلیل به واق΄ در و بΎیریم نظر در ذرات تک تک انرژی مجموع مثابه به

دارد. نام دوم کوانتش که کنیم ͳم پیدا برایش موثر ͳراه آینده های فصل در ͳول دهیم انجام را
Fock Space١٢
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: که دهید نشان نداریم، کنش برهم که ͳوقت برای بازهم تمرین: n

⟨r1, r2, · · · rN |WN |r′1, r′2, · · · r′N ⟩ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f(r1 − r′1) f(r1 − r′2) · · · f(r1 − r′N )

f(r2 − r′1) f(r2 − r′2) · · · f(r2 − r′N )

· · · · · · · · · · · ·

f(rN − r′1) f(rN − r′2) · · · f(rN − r′N )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(١۵٩)

.f(r) = e−2π r2

λ2 آن در که

تمرین: n

بΎیرید: نظر در را زیر ͳماتریس عنصر

W3(r1, r2, r3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(r1 − r2) f(r1 − r3)

f(r2 − r1) 1 f(r2 − r3)

f(r3 − r1) f(r3 − r2) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(١۶٠)

داریم: حد این در که دهید نشان کنید. مطالعه است |r1−r2| ≫ λ , |r1−r3⟩ ≫ λ که ͳوقت که ͳوقت را ͳعنصرماتریس این رفتارحدی

W3(r1, r2, r3) −→W2(r2, r3). (١۶١)

حالت Έی در که دهید نشان و بΎیرید نظر در را W4(r1, r2, r3, r4) ≡ ⟨r1, r2, r3, r4|W4|r1, r2, r3, r4⟩ ͳماتریس عنصر تمرین: n

داریم: است، λ از بیشتر ͳخیل ۴ و ٣ ذرات جفت از ٢ و ١ ذرات جفت فاصله ͳوقت حدی

W4(r1, r2, r3, r4) −→W2(r1, r2)W2(r3, r4). (١۶٢)

از بیشتر ͳخیل ی΋دیΎر از آنها فاصله که بΎیرند قرار B و A جداگانه گروه دو در ذرات مجموعه هرگاه که کنید ثابت ͳکل طور به تمرین: n

است:  برقرار زیر رابطه باشد، گرمایی فاصله

(١۶٣)

W (r1, · · · ri · · · rNA
; rNA+1, · · · , rj , rNA+NB

) ≈W (r1, · · · , ri, · · · rNA
)W (rNA+1, · · · , rj , · · · rNA+NB

),
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