
کنش برهم و پخش فرآیندهای

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم
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مقدمه ١

فرایندها این برای ͳمارکوف معادله که آموختیم یادگرفتیم. را ͳتصادف فرایندهای به مربوط ͳکل های ایده مثال Έی بر تمرکز با گذشته درس در

١ کنش برهم و پخش فرایندهای ͳکل نام که نهیم ͳم فرایندها این از ͳوسیع دسته بر خود تمرکز درس این در شود. ͳم حل چΎونه و نوشته چΎونه

باهم حال درعین و ولΎشت) (مثل شوند ͳم پخش محیط Έی در ذرات پیداست، آنها نام از که همانگونه فرایندها، نوع این در شده. نهاده بر آنها

مم΋ن یا شوند تولید جدیدی ذرات اینکه یا بروند بین از ذرات است مم΋ن ها واکنش این در شیمیایی). های واکنش (مثل کنند ͳم نیز واکنش

Έدینامی قبلا دهند. ͳم انجام ولΎشت بعدی Έی شب΋ه Έی در که بΎیرید نظر در را ͳذرات مثال عنوان به کنند. کنش برهم هم با فقط که است

Έی مثلا گذراند. ͳم تاثیر هم بر و بینند ͳم را ی΋دیΎر که مواجهیم ذره چند با حالا اما ایم. کرده مطالعه دقت به را ذرات این از ͳ΋ی ͳتصادف

ام΋ان که است ͳطبیع باشد پر آن راست سمت جایΎاه اگر اما رود، ͳم چپ سمت یا راست سمت جایΎاه به مساوی احتمال با عادی حالت در ذره

از ͳنوع با مثال این در ما و دارد وجود کنش برهم نوع Έی ذرات بین که است این حرف این معنای ندارد. وجود ذره این برای جلو به حرکت

نوع چند نه داریم ذره نوع Έی فقط که کنید فرض ͳسادگ برای کنند. ͳم نیز کنش برهم هم با ذرات آن در که داریم سروکار ذرات برای ولΎشت

.(١) ش΋ل بΎیرد. قرار پر یا ͳخال وضعیت دو در تواند ͳم جایΎاه هر .

Reaction Diffusion١
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شوند. ͳم پدیدار مختلف ابعاد در فرایندها نوع این بعدی. Έی شب΋ه Έی روی ذرات از دلخواه پی΋ربندی Έی :١ ش΋ل

چهاروضعیت در توانند ͳم مجموعاً بΎیریم، نظر در را هم سر پشت جایΎاه دو اگر بنابراین دهیم. ͳم نشان 1 و 0 با ترتیب به را وضعیت دو این

مجموعه کنند. پیدا تغییر دیΎر مختلف وضعیت چهار به توانند ͳم کدام هر وضعیت چهار این از هرکدام ͳزمان واحد هر در بΎیرند. قرار مختلف

فرایندها از ͳخیل البته باشند. داشته وجود توانند ͳم فرایند ترین ͳکل در که کنند ͳم بیان را ای ͳموضع فرایندهای کلیه ها پرش یا تغییرات این

را ͳموضع های واکنش این کلیه بیایید مثالها این مطالعه از قبل شوند. ͳم تعریف ͳموضع های واکنش این از بیشتر ͳکم یا دو با تنها که هستند

است: شده نوشته آنها رایج نام نیز آنها از ͳبعض در اند. شده نوشته مم΋ن های واکنش کلیه زیر در کنیم: مرور

0 0 −→ 00 قطری جمله

0 0 −→ 01 راست سمت در ذره خلق

0 0 −→ 10 چپ سمت در ذره خلق

0 0 −→ 11 ذره جفت خلق (١)

0 1 −→ 00 راست در ذره نابودی

0 1 −→ 01 قطری جمله
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0 1 −→ 10 چپ به ذره پرش

0 1 −→ 11 چپ سمت در ذره خلق (٢)

1 0 −→ 00 چپ سمت در ذره نابودی

1 0 −→ 01 راست به ذره پرش

1 0 −→ 10 قطری جمله

1 0 −→ 11 راست در ذره خلق (٣)

1 1 −→ 00 ذره جفت نابودی

1 1 −→ 01 چپ سمت در ذره نابودی

1 1 −→ 10 راست سمت در ذره نابودی

1 1 −→ 11 قطری جمله (۴)

بدهیم، نشان N با را شب΋ه های جایΎاه تعداد اگر بنابراین کند. ͳم تغییر و نیست ثابت ذرات تعداد ͳکل طور به فرایند، نوع این در که است معلوم

: از است عبارت هستیم آن جستجوی در که ͳاحتمال تابع آنگاه

P (n1, n2, · · ·nN ; t) ni = 0, 1. (۵)

مم΋ن های واکنش کلیه بالا گانه شانزده های واکنش که کنید دقت دهد. ͳم بدست t زمان در را ای پی΋ربندی هر وجود احتمال واق΄ در تابع این

صفر است مم΋ن ها نرخ این از ͳبعض و دهند ͳم رخ خود به مخصوص احتمال نرخ با هرکدام ها واکنش این دهد. ͳم نشان را جایΎاه دو در

پخش نامتقارن فرایند فرایندها این ترین مهم از ͳ΋ی شوند. ͳم تعریف فرایندها از خاص دسته Έی باشند، چΎونه ها نرخ این اینکه به بسته باشند.

پدیده از بسیاری بر اش پذیری انطباق در هم و است آن ͳسادگ در هم اهمیت این دلیل دارد. ای ویژه اهمیت فرایندها همه بین از که است ٢ طرد و

است:  زیر نرخ غیرقطری احتمال نرخ تنها فرایند این در دیΎر. های

1 0 −→ 01 λ (۶)

Asymmetric Simple Exclusion Process (ASEP)٢
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در ͳیعن) پرد ͳم راست سمت به λ نرخ با باشد ͳخال آن راست سمت جایΎاه اینکه شرط به ای ذره هر فرایند این در است. گذار نرخ λ آن در که

صورت پرش این باشد، پر ذره راست سمت جایΎاه چنانچه و پرند) ͳم راست سمت به هستند، وضعیت این در که ͳذرات از درصد λ dt dt زمان

نام است. شده انتخاب طرد و پخش نام واکنش این برای که است دلیل همین به گیرد. ͳنم جای ذره Έی از بیش جایΎاه هر در زیرا گیرد ͳنم

صفر غیر های نرخ نامتقارن واکنش و پخش فرایند در کنند. ͳم پرش راست سمت به فقط ذرات که است شده انتخاب دلیل این به نیز «نامتقارن»

هستند: ها این

1 0 −→ 0 1 λ

0 1 −→ 1 0 µ. (٧)

با و دهیم ͳم نشان B و A با را آنها که ذره نوع دو با فرایندهایی مثلا کرد. ͳبررس را ذرات از ͳمختلف انواع با فرایندهایی توان ͳم چنین هم

زیر: مثل هایی واکنش

A B −→ 0 0

B A −→ 0 0

A 0 −→ 0 A

B 0 −→ 0 B

0 A −→ A 0

0 B −→ B 0, (٨)

ͳم جای ذره Έی از تر بیش شب΋ه جایΎاه هر در آنها در که هستند فرایندهایی دیΎر نوع Έی گیرند. ͳم صورت متفاوت های نرخ با کدام هر که

به ͳاصل های واکنش مجموعه Έی فرایندهایی چنین برای دهد. ͳم جای خود در را تا p مثلا ذره ای بیشینه تعداد جایΎاه هر نهایتا ͳول گیرند

هستند: زیر ش΋ل

k l −→ k − 1 l + 1 with rate µk,l if l < p (٩)

هستند. صفر مساوی همه غیرقطری های نرخ بقیه و
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طرد و پخش نامتقارن کاملا فرآیند ٢

است. وابسته مرزی شرایط به کاملا فرایند این رفتار کنیم. ͳم معطوف واکنش و پخش نامتقارن کاملا فرایند حل به را خود توجه بخش این در

رفتاری شوند خارج آن از یا و وارد شب΋ه به توانند ͳم ذرات که ͳوقت ͳیعن باز مرزی شرایط در و دارد ای ساده ͳخیل رفتار بسته مرزی شرایط در

کنیم. ͳم ͳبررس را بسته مرزی شرایط نخست داشت. خواهد پیچیده و ͳغن

تناوبی مرزی شرایط ٢ . ١

صورت به ͳمارکوف معادله است. ثابت ذرات تعداد شرایط این در دهد. ͳم رخ ش΋ل ای دایره شب΋ه Έی روی فرایند کل که کنید تصور توانید ͳم

شود: ͳم نوشته زیر

∂

∂t
P (n1, n2, · · ·nN ) = λ

N∑
i=1

P (n1, n2, · · ·ni−1 + 1, ni − 1, · · ·nN )− λ

N∑
i=1

P (n1, n2, · · ·nN ). (١٠)

هم راست طرف دوم جمله و شوند تبدیل P (n1, n2, · · ·ni · · ·nN ) هیئت به توانند ͳم هایی هیئت چه که کند ͳم بیان راست طرف اول جمله

فرایند که ͳحالت ͳیعن ، است سیستم این ٣ پایای حالت کردن پیدا ما هدف شود. ͳم تبدیل دیΎر های هیئت به چΎونه هیئت این که کند ͳم بیان

مورد این در اش ΁پاس کرد؟ حل را ای پیچیده معادله چنین توان ͳم چΎونه کند. ͳنم تغییر زمان با چیزی دیΎر و رسد ͳم آن به ͳطولان زمان در

نوع به و است زمان از مستقل ثابت مقدار Έی احتمال تابع اینکه آن و زنیم ͳم حدس Έی است. ساده ͳخیل بسته مرزی شرایط در ͳیعن خاص

دهیم: ͳم قرار بنابراین هستند. احتمال هم ها هیئت همه بهتر عبارت به ندارد، ͳبستگ هیئت

P (n1, n2, · · ·nN , t) = c. (١١)

معادله جواب تنها این که معلوم کجا از اما کند. ͳم 0 = 0 به تبدیل را معادله زیرا است مثبت ΁پاس است؟ (١٠) معادله حل چیزی چنین آیا

است. قضیه Έی در اش ΁پاس باشد؟ (١٠)

های حرکت با که است این بودن همبند معنای ی΋تاست. پایایش حالت باشد، همبند هایش هییت فضای که ای کاتوره دستگاه هر قضیه: n

کرد. متصل هم به بتوان ها هیئت فضای از را ای نقطه دو هر ( است، آمده (١) روابط در که آنچه (نظیر مارکوف ابتدایی

Steady State٣
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حال ایم. یافته که است ͳهمان و ی΋تا سیستم این پایای حالت بنابراین و است متصل ها هیئت فضای که شود ͳم معلوم فرایند این به نگاه Έی با

با: است برابر ها هیئت کل تعداد شود. ͳم یافته ها هیئت کل تعداد از c مقدار ͳول کنیم. پیدا را c مقدار که است مانده ͳباق

Ω =

(
N

m

)
(١٢)

بنابراین اند. داشته وجود شب΋ه در ابتدا از که است ͳذرات تعداد m آن در که

Ps(n1, n2, · · ·nN ) = c =
1(
N
m

) . (١٣)

دهیم. ͳم نشان ⟨nk⟩ با را آن که ام k جایΎاه در ذرات تعداد متوسط مقدار نخست کنیم. حساب را ͳمختلف های کمیت متوسط توانیم ͳم حال

داریم

⟨nk⟩ =
∑

n1,n2,···1···nN

P (n1, n2, · · · 1 · · ·nN ) (١۴)

ها هیئت این تعداد اند. شده پخش نقاط بقیه در ذرات بقیه و دارد قرار ذره Έی ام k خانه در که بشمریم را هایی هیئت همه باید راست طرف در

داشت: خواهیم بنابراین .
(
N−1
m−1

)
با: است برابر

⟨nk⟩ = c

(
N − 1

m− 1

)
=

(
N−1
m−1

)(
N
m

) =
m

N
. (١۵)

کنیم. حساب را جریان خواهیم ͳم حال است. ی΋سان شب΋ه تمام در ذرات ͳالΎچ که است این کننده بیان زیرا هست هم انتظار مورد نتیجه این

طرف به آنها حرکت سرعت در ضرب ذرات ͳالΎچ دهنده نشان جریان این دهیم. ͳم نشان Jk با را k + 1 جایΎاه به k جایΎاه از ذرات جریان

به k جایΎاه از ذره Έی عبور احتمال dt ͳزمان بازه در که بΎوییم توانیم ͳم کنیم نگاه کمیت این به که می΋روس΋وپی صورت به است. راست

یا ام، k + 1 جایΎاه بودن ͳخال حال عین در و ام k جایΎاه پربودن احتمال در ضرب λ عبور نرخ با است برابر احتمال این است. k + 1 جایΎاه

Jk = λP (nk = 1, nk+1 = 0) (١۶)

با: است برابر نتیجه کنیم. هیئت هر احتمال در ضرب و بشمریم هستند سازگار شرط این با که هایی هیئت کل تعداد باید بازهم

Jk = λ×
(
N−2
m−1

)(
N
m

) = λ
M(N −M)

N(N − 1)
. (١٧)

جایΎاه به وابسته جریان ͳیعن نباشد، چنین اگر و هستیم پایا حالت ͳبررس حال در ما زیرا کند پیدا ͳوابستگ نباید k اندیس به جریان که است ͳطبیع

ρ با را ͳالΎچ بزرگ های N حد در اگر ندارد. ͳهمخوان حالت بودن پایا با که اند شدن انباشته حال در جایی در ذرات که معناست این به باشد،
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با بود خواهد برابر جریان آنگاه دهیم، نشان

J = λρ(1− ρ). (١٨)

طرف در که ͳکمیت کنیم دقت خوب اگر واق΄ در است. مثبت سوال این ΁پاس گرفت؟ نظر در هایی کمیت متوسط صورت به را جریان توان ͳم آیا

بنویسیم: توانیم ͳم واق΄ در و است ͳهمبستگ تابع نوع Έی ایم نوشته (١۶) رابطه راست

Jk = λ⟨nk(1− nk+1)⟩. (١٩)

شود: ͳم نوشته زیر ش΋ل به نیز جریان این برای ͳپیوستگ رابطه

∂

∂t
⟨nk⟩ = λ⟨nk−1(1− nk⟩ − λ⟨nk(1− nk+1⟩ = Jk−1 − Jk. (٢٠)

با ͳانباشتگ این و آید ͳم بوجود نقاط از ͳ΋ی در ͳالΎچ ͳانباشتگ باشد، وابسته م΋ان به جریان که ͳصورت در دهد ͳم نشان چنین هم رابطه این

کند. ͳم پیدا ادامه زمان

⟨nk⟩ تعریف و ͳمارکوف معادله از توانید ͳم اول راه در کنید: ͳط توانید ͳم متفاوت راه دو اثبات برای کنید. ثابت را بالا رابطه تمرین: n

است. ͳالΎچ و جریان ͳپیوستگ معادله بر ͳمبتن که است شهودی راه Έی دوم راه کنید. استفاده

باز مرزی شرایط ٢ . ٢

زنجیره روی در کنیم. ͳم توجه فرایند این تعریف به نخست است. ͳغن بسیار ساختاری دارای باز بعدی Έی شب΋ه در نامتقارن طرد و پخش فرایند

پرش نرخ این توانیم ͳم همواره زمان مقیاس تغییر با پرد. ͳم راست سمت به λ احتمال نرخ با باشد ͳخال آن راست سمت جایΎاه که ای ذره هر

β نرخ با رسد ͳم راست سمت جایΎاه آخرین به ذره که ͳوقت داد. خواهیم انجام درس این ادامه در و اینجا در که کاری بΎیریم. Έی با برابر را

این مقدار دو این به بسته شود. ͳم وارد جایΎاه این به ای ذره α نرخ با باشد، ͳخال چپ سمت جایΎاه آخرین که هرگاه و شود ͳم خارج شب΋ه از

آماری Έانی΋م در گوییم. ͳم ۴ مرز از شده القا های گذارفاز را ها پدیده نوع این دلیل همین به بΎیرد. قرار ͳمختلف فازهای در تواند ͳم سیستم

مهم تنها نه مرزی شرایط و داریم سروکار تعادل عدم پدیده Έی با اینجا در اما ندارد ͳ΋ترمودینامی رفتار در اثری مرزی شرایط که دانیم ͳم ͳتعادل

مثلا است. درک قابل کاملا شهودی و ͳ΋فیزی نظر از پدیده این البته شوند. شب΋ه درون در مختلف فازهای ظهور به منجر توانند ͳم بل΋ه هستند

شب΋ه وارد α >> 1 کنند حرکت بتوانند ذرات آنکه از بیشتر ͳنرخ با ذرات صورت این در است. α >>> 1 >>> β که کنید تصور را ͳحالت

Boundary Induced Phase Transitions۴
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کل که است ͳحالت فرایند این پایای حالت که است ΀واض بنابراین است. 1 >> β چون شوند ͳم خارج ندرت به هم شب΋ه از ذرات و شوند ͳم

نهایتا ها اتوموبیل همه که است اتومبیل از پر اتوبان Έی مثل درست این است. صفر نیز شب΋ه درون در ذرات جریان و است شده پر ذرات با شب΋ه

ذرات از ͳخال حالت Έی پایا حالت صورت این در است. α <<< 1 <<< β که کنید فرض دیΎر حد Έی در اند. رسیده کامل توقف به

ذرات هم انتها در و α << 1 رساند ͳم انتها به را خود زود ͳخیل شود ͳم وارد ای ذره هم ͳوقت و شود ͳم وارد شب΋ه به ندرت به ذره زیرا است.

ندرت به که است ͳخال کاملا اتوبان Έی مثل درست این است. ͳخال کاملا شب΋ه Έی اینجا در پایه حالت .β << 1 شوند ͳم تخلیه زود ͳخیل

فاز دیاگرام که بپرسیم خود از و بΎیریم فاصله حدی حالت دو این از که است ͳوقت مطالعه قابل و جالب وضعیت اما شود. ͳم دیده ͳاتومبیل آن در

از فاصله با چΎونه ذرات ͳالΎچ چقدر؟ ذرات ͳالΎچ و است چقدر جریان فاز هر در چیست. β و α مقادیر تمام برحسب مدل این یا فرایند این

بΎوییم. ΁پاس ها آن به باید که است ͳمهم سوالات ها این کند. ͳم تغییر شب΋ه انتهای دو

ای مسئله چنین حل برای ͳتعادل آماری Έانی΋م مثل بزنیم. حرف نیز حل های روش باره در بجاست ایم کرده بحث ها سوال باره در که حال

دست به فرایند این ͳکل کیفیات از ͳدقیق چندان نه ͳول قبول قابل جواب روش این که داریم انتظار رویم. ͳم متوسط میدان روش سراغ به نخست

ذره Έی همسایΎان تعداد یا دستگاه Έی بعد که کند ͳم فراهم خوبی های ΁پاس ͳوقت معمولا متوسط میدان نظریه که داریم هم یاد به البته دهد.

ͳول باشند. نادرست ی΋سره بل΋ه غیردقیق تنها نه است مم΋ن مقدار کمترین همسایΎان تعداد که بعد Έی در بسا چه آن های جواب و باشد زیاد

اصلاح را متوسط میدان روش اش΋الات تا رویم ͳم تر دقیق های روش سراغ به سپس کنیم. نگاه آن به حل راه اولین عنوان به نیست بد حال هر به

کنیم.

متوسط میدان روش ٣

تعادل عدم آماری Έانی΋م در چه و ͳتعادل آماری Έانی΋م در چه ای ذره بس مسایل حل برای که است تقریبی اولین همواره متوسط میدان تقریب

با را آن که مواجهیم ای ذره بس احتمال تابع Έی با همواره ما مسایل گونه این در شود. ͳم برده کار به

P (s1, s2, · · · sN ) (٢١)

و بود یا ذره Έی اسپین دهنده نشان تواند ͳم وضعیت این باشند. ذرات از کدام هر وضعیت دهنده نشان توانند ͳم si متغیرهای دهیم. ͳم نشان

فرض متوسط میدان تقریب در است دشوار بسیار احتمال تابع این کردن پیدا که آنجا از باشد. دیΎری متغیر هر یا شب΋ه جایΎاه Έی در ذره آن نبود

٨



↵

<latexit sha1_base64="MmiC13il+j/rEQ0mZF3fuzKucTA=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0J6DHoxWME84BkCb2TSTJmdmaZmRXCkn/w4kERr/6PN//GSbIHTSxoKKq66e6KEsGN9f1vb219Y3Nru7BT3N3bPzgsHR03jUo1ZQ2qhNLtCA0TXLKG5VawdqIZxpFgrWh8O/NbT0wbruSDnSQsjHEo+YBTtE5qdlEkI+yVyn7Fn4OskiAnZchR75W+un1F05hJSwUa0wn8xIYZasupYNNiNzUsQTrGIes4KjFmJszm107JuVP6ZKC0K2nJXP09kWFszCSOXGeMdmSWvZn4n9dJ7eA6zLhMUsskXSwapIJYRWavkz7XjFoxcQSp5u5WQkeokVoXUNGFECy/vEqal5WgWqneV8u1mzyOApzCGVxAAFdQgzuoQwMoPMIzvMKbp7wX7937WLSuefnMCfyB9/kDjcePHw==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="89SGxWKm0LsV6on2ceVIXVcjhKg=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeiF48VTFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+hu8eFDEqz/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJXCoOt+O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzSNkmmGfdZIhPdDanhUijuo0DJu6nmNA4l74STu7nfeeLaiEQ94jTlQUxHSkSCUbSS3w850kG15tbdBcg68QpSgwKtQfWrP0xYFnOFTFJjep6bYpBTjYJJPqv0M8NTyiZ0xHuWKhpzE+SLY2fkwipDEiXalkKyUH9P5DQ2ZhqHtjOmODar3lz8z+tlGN0EuVBphlyx5aIokwQTMv+cDIXmDOXUEsq0sLcSNqaaMrT5VGwI3urL66R9Vfca9cZDo9a8LeIowxmcwyV4cA1NuIcW+MBAwDO8wpujnBfn3flYtpacYuYU/sD5/AHGHI6r</latexit>

1

<latexit sha1_base64="RSOBfsC0h9n0lPM3VbiR0pceZig=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1Fip6Q3KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGNn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jppX1W9WrXWrFXqt3kcRTiDc7gED66hDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBfOOMvA==</latexit>

باز. شب΋ه Έی در نامتقارن طرد و پخش فرایند :٢ ش΋ل

دارد: را زیر ساده ش΋ل تابع این که کنیم ͳم

P (s1, s2, · · · sN ) = P1(s1)P2(s2) · · ·PN (sN ). (٢٢)

تقریب این با است. ی΋سان هم با توابع این که کنیم ͳم فرض معمولا همΎن های سیستم در ͳول باشند نیز متفاوت هم با توانند ͳم Pi احتمال توابع

زیر شرط حتما جدید تابع این با زیرا گیرد ͳم نادیده را ها ͳهمبستگ که است این کننده ساده فرض این ͳاصل خاصیت شود. ͳم ساده بسیار مسئله

است: برقرار

⟨SiSj⟩ = ⟨Si⟩⟨Sj⟩. (٢٣)

میدان روش خواهیم ͳم ͳوقت واکنش و پخش مسئله در باشد. زیاد بسیار ذره Έی های همسایه تعداد که است خوبی تقریب ͳوقت البته تقریب این

ذرات ͳالΎچ و گیریم ͳم نظر در x مثل پیوسته کمیت Έی را نقطه هر مختصه و کنیم ͳم فراموش را شب΋ه بودن گسسته ببریم کار به را متوسط

جریان از مستقیم ͳتابع ͳالΎچ که کنیم ͳم فرض دیΎر تقریب Έی عنوان به دهیم. ͳم نشان J(x) با را ذرات جریان و ρ(x) با نقطه این در را

ͳیعن است

J(x) = J(ρ(x)). (٢۴)

از: است عبارت که رسیم ͳم ͳپیوستگ معادله به سپس

∂ρ

∂t
+
∂J

∂x
= 0 (٢۵)

٩



آید: ͳم در زیر ش΋ل به (٢۴) رابطه به توجه با که

∂ρ

∂t
+ J ′(ρ)

∂ρ

∂x
= 0 (٢۶)

تعریف با توانیم ͳم

vg := J ′(ρ)

بنویسیم: زیر صورت به را بالا رابطه ، ۵ گروه سرعت عنوان به

∂ρ

∂t
+ vg(ρ)

∂ρ

∂x
= 0. (٢٧)

است: زیر صورت به معادله این ͳکل حل

ρ(x, t) = f(x− vg(ρ), t) (٢٨)

چرا نیست کامل حل ش΋ل همین به معادله این خوب کند. حرکت راست سمت به vg سرعت با ۶ اولیه ͳالΎچ طرح که است این دهنده نشان که

ͳم دقت نخست دهیم. انجام آن حل برای کارهایی توانیم ͳم ͳول دارد. ͳالΎچ به ͳبستگ خود که دارد وجود vg(ρ) کمیت راست طرف در که

کند: ͳم صدق زیر رابطه در ͳالΎچ طرح اولیه ش΋ل که کنیم

ρ(x, 0) = f(x). (٢٩)

داریم: سروکار سرعت نوع دو با بنابراین شود. ͳم تعیین J = cρ رابطه از ذرات سرعت که دانیم ͳم ͳطرف از

c =
J

ρ
vg =

dJ

dρ
= J ′(ρ). (٣٠)

است: قرار این از نیز دو این رابطه است. موج جبهه سرعت ͳدوم و ذرات سرعت ͳاول

vg =
dJ

dρ
=

d

dρ
(cρ) =

dc

dρ
+ c (٣١)

که داریم انتظار بنابراین باشد. تر کم ذرات حرکت سرعت است) زیاد ازدحام (یا بالاست ذرات ͳالΎچ که ͳوقت داریم انتظار شهودی نظر از

dc

dρ
< 0. (٣٢)

Group Velocity۵

Density Profile۶

١٠



داشت: خواهیم ͳقبل رابطه به توجه با نتیجه در

vg(ρ) < c. (٣٣)

شوک موج Έی ایجاد باعث ͳمدت از پس امر همین و است ذرات حرکت سرعت از کمتر موج جبهه حرکت سرعت که است این رابطه این معنای

در ͳشلوغ Έترافی هر در که است ͳوضعیت همان این کند. ͳم جدا خلوت ناحیه Έی از را چΎال ͳخیل ناحیه Έی که ای دیواره ͳیعن شود ͳم

بینیم. ͳم ها اتوبان

ͳم نشان را شوک دیواره Έی ش΋ل این کنیم. ͳم نگاه (۴) ش΋ل به کار این برای کنیم. محاسبه را شوک موج حرکت سرعت توانیم ͳم حال

شوک دیواره dt ͳزمان فاصله Έی در گیریم. ͳم vs را شوک دیواره این حرکت سرعت است. کرده جدا هم از را رقیق و چΎال ناحیه دو که دهد

به ρ2 از اش ͳالΎچ و شده تبدیل چΎال کم ناحیه Έی به پرچΎال ناحیه Έی از شده مشخص ناحیه فاصله این در است. رفته جلو vgdt اندازه به

نویسیم: ͳم ناحیه این برای را ͳپیوستگ معادله شده. تبدیل ρ1

J1dt = شوند. ͳم وارد ناحیه این به که ͳذرات تعداد

J2dt = شوند. ͳم خارج ناحیه این از که ͳذرات تعداد (٣۴)

بود: خواهد زیر ش΋ل به ͳپیوستگ معادله بنابراین

J1dt− J2dt = (ρ1 − ρ2)vs dt (٣۵)

نتیجه در و

vs =
J1 − J2
ρ1 − ρ2

. (٣۶)

آوریم: ͳم بدست بالا روابط به توجه با بنابراین J = ρ(1− ρ) که یافتیم میدان نظریه حل در

vg = 1− 2ρ, vs = 1− ρ1 − ρ2. (٣٧)

زیربخش در که است کاری این کنیم. مشخص را واکنش و پخش نامتقارن کاملا فرایند فاز دیاگرام و کنیم استفاده توانیم ͳم روابط این از

دهیم. ͳم انجام بعدی

١١



⇢(x, t)

<latexit sha1_base64="xwi9ECG1Gpa3RDfJJsjHsz7oRVE=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBAiSNiVgB6DXjxGMA9JljA7mSRD5rHMzIphyVd48aCIVz/Hm3/jJNmDJhY0FFXddHdFMWfG+v63t7K6tr6xmdvKb+/s7u0XDg4bRiWa0DpRXOlWhA3lTNK6ZZbTVqwpFhGnzWh0M/Wbj1QbpuS9Hcc0FHggWZ8RbJ300NFDVXo6t2fdQtEv+zOgZRJkpAgZat3CV6enSCKotIRjY9qBH9swxdoywukk30kMjTEZ4QFtOyqxoCZMZwdP0KlTeqivtCtp0Uz9PZFiYcxYRK5TYDs0i95U/M9rJ7Z/FaZMxomlkswX9ROOrELT71GPaUosHzuCiWbuVkSGWGNiXUZ5F0Kw+PIyaVyUg0q5clcpVq+zOHJwDCdQggAuoQq3UIM6EBDwDK/w5mnvxXv3PuatK142cwR/4H3+AAj2j+k=</latexit>

⇢(x, t+�)

<latexit sha1_base64="5Ec6BpGcMgkuJoqmiJLSqMafz48=">AAAB+XicbVBNS8NAEN3Ur1q/oh69LBahopRECnos6sFjBfsBTSib7aZdutmE3UmxhP4TLx4U8eo/8ea/cdvmoNUHA4/3ZpiZFySCa3CcL6uwsrq2vlHcLG1t7+zu2fsHLR2nirImjUWsOgHRTHDJmsBBsE6iGIkCwdrB6Gbmt8dMaR7LB5gkzI/IQPKQUwJG6tm2p4Zx5fEczrxbJoCc9uyyU3XmwH+Jm5MyytHo2Z9eP6ZpxCRQQbTuuk4CfkYUcCrYtOSlmiWEjsiAdQ2VJGLaz+aXT/GJUfo4jJUpCXiu/pzISKT1JApMZ0RgqJe9mfif100hvPIzLpMUmKSLRWEqMMR4FgPuc8UoiIkhhCpubsV0SBShYMIqmRDc5Zf/ktZF1a1Va/e1cv06j6OIjtAxqiAXXaI6ukMN1EQUjdETekGvVmY9W2/W+6K1YOUzh+gXrI9vVDyS0Q==</latexit>

⇢(x, t = 1)

<latexit sha1_base64="xdy0SMEDhIi0Si0rtNVIO/A3Wy4=">AAAB+XicbVBNS8NAEN3Ur1q/oh69BItQQUoiBb0IRS8eK9gPaELZbDft0s1u2J0US+g/8eJBEa/+E2/+G7dtDtr6YODx3gwz88KEMw2u+20V1tY3NreK26Wd3b39A/vwqKVlqghtEsml6oRYU84EbQIDTjuJojgOOW2Ho7uZ3x5TpZkUjzBJaBDjgWARIxiM1LNtXw1l5ekCbnwmIpic9+yyW3XncFaJl5MyytHo2V9+X5I0pgIIx1p3PTeBIMMKGOF0WvJTTRNMRnhAu4YKHFMdZPPLp86ZUfpOJJUpAc5c/T2R4VjrSRyazhjDUC97M/E/r5tCdB1kTCQpUEEWi6KUOyCdWQxOnylKgE8MwUQxc6tDhlhhAiaskgnBW355lbQuq16tWnuoleu3eRxFdIJOUQV56ArV0T1qoCYiaIye0St6szLrxXq3PhatBSufOUZ/YH3+ANHlkyM=</latexit>

x

<latexit sha1_base64="iVBDhzQ/C2qpjAOYJm0i4GlIvKw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeiF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+RmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1VrzVqlfp3HUYQTOIVz8OAS6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f6H+NAw==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="iVBDhzQ/C2qpjAOYJm0i4GlIvKw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeiF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+RmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1VrzVqlfp3HUYQTOIVz8OAS6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f6H+NAw==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="iVBDhzQ/C2qpjAOYJm0i4GlIvKw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeiF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+RmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1VrzVqlfp3HUYQTOIVz8OAS6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f6H+NAw==</latexit>

c

<latexit sha1_base64="HUNT2gzF9wIAZV56fF5AyhgLiv0=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgaZnVqPEW9OIxAfOAZAmzk9lkzOyDmVkhLPkCLx4U8eonefNvnGxWUNGChqKqm+4uLxZcaYw/rMLS8srqWnG9tLG5tb1T3t1rqyiRlLVoJCLZ9YhigoespbkWrBtLRgJPsI43uZ77nXsmFY/CWz2NmRuQUch9Tok2UpMOyhVsn2Hn8hwjbOMMGak5pw5ycqUCORqD8nt/GNEkYKGmgijVc3Cs3ZRIzalgs1I/USwmdEJGrGdoSAKm3DQ7dIaOjDJEfiRNhRpl6veJlARKTQPPdAZEj9Vvby7+5fUS7dfclIdxollIF4v8RCAdofnXaMglo1pMDSFUcnMromMiCdUmm5IJ4etT9D9pn9hO1a42q5X6VR5HEQ7gEI7BgQuoww00oAUUGDzAEzxbd9aj9WK9LloLVj6zDz9gvX0C+iSNEA==</latexit>

است. dc
dρ < 0 که ͳوقت شوک موج ایجاد ͳونگΎچ :٣ ش΋ل

فاز دیاگرام آوردن بدست ٣ . ١

Έی که کنیم ͳم فرض واق΄ در هستند. وصل بعدی Έی شب΋ه ابتدای به که دهد ͳم نشان را منبع دو ش΋ل این گیریم. ͳم نظر در را (۵) ش΋ل

دارد. قرار شب΋ه N + 1 جایΎاه در 1− β ثابت ͳالΎچ با منبع Έی و دارد قرار شب΋ه صفرم جایΎاه در α ͳالΎچ با منبع

ذرات خروج و ورود نرخ که است این منبع دو این برای ها ͳالΎچ این انتخاب دلیل ماند. ͳم ثابت همواره فرایند طول در منبع دو این ͳالΎچ

هر که کنیم ͳم (یادآوری فهمید: β و α های نرخ تعریف و فهمید زیر محاسبات از توان ͳم را تساوی این دلیل باشد. β و α ترتیب به شب΋ه از

: کند) ͳم ترک را جایΎاه این β نرخ با باشد، پر ام N جایΎاه هرگاه و شود ͳم وارد آن به α نرخ با ذره Έی باشد ͳخال Έی شماره جایΎاه گاه

J0 ≡ ⟨n0(1− n1)⟩ = ⟨α(1− 0)⟩ = α, JN ≡ ⟨nN (1− nN+1)⟩ = ⟨1(1− (1− β)⟩ = β. (٣٨)

١٢



x

<latexit sha1_base64="iVBDhzQ/C2qpjAOYJm0i4GlIvKw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeiF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+RmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1VrzVqlfp3HUYQTOIVz8OAS6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f6H+NAw==</latexit>

vg �t

<latexit sha1_base64="wtiaQ7IGcpqA51XbPwwgsANTRO8=">AAAB9HicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0i0ar0V9eCxgq2FJpTNdtsu3Wzi7qRQQn+HFw+KePXHePPfuE0jqOiDgcd7M8zMC2LBNTjOh1VYWFxaXimultbWNza3yts7LR0lirImjUSk2gHRTHDJmsBBsHasGAkDwe6C0eXMvxszpXkkb2ESMz8kA8n7nBIwkj/uDjzsXTEBBEO3XHHsE8c9P3WwYzsZMlJzj13s5koF5Wh0y+9eL6JJyCRQQbTuuE4MfkoUcCrYtOQlmsWEjsiAdQyVJGTaT7Ojp/jAKD3cj5QpCThTv0+kJNR6EgamMyQw1L+9mfiX10mgX/NTLuMEmKTzRf1EYIjwLAHc44pREBNDCFXc3IrpkChCweRUMiF8fYr/J60j263a1ZtqpX6Rx1FEe2gfHSIXnaE6ukYN1EQU3aMH9ISerbH1aL1Yr/PWgpXP7KIfsN4+ASj9kbc=</latexit>

⇢1, J1

<latexit sha1_base64="eXL+N9jtZWMK6zz6g2C6PoOLZ5M=">AAAB8nicdVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwISGjVeuu6EZcVbAPSEOYTCft0EkmzEyEEvoZblwo4tavceffOE0jqOiBC4dz7uXee4KEM6Ud58MqLSwuLa+UVytr6xubW9XtnY4SqSS0TQQXshdgRTmLaVszzWkvkRRHAafdYHw187v3VCom4js9SagX4WHMQkawNpLblyPhoyN44yO/WnPsUwddnDnQsZ0cOWmgEwRRodRAgZZffe8PBEkjGmvCsVIuchLtZVhqRjidVvqpogkmYzykrqExjqjysvzkKTwwygCGQpqKNczV7xMZjpSaRIHpjLAeqd/eTPzLc1MdNryMxUmqaUzmi8KUQy3g7H84YJISzSeGYCKZuRWSEZaYaJNSxYTw9Sn8n3SObVS367f1WvOyiKMM9sA+OAQInIMmuAYt0AYECPAAnsCzpa1H68V6nbeWrGJmF/yA9fYJ/rWQbA==</latexit>

⇢2, J2

<latexit sha1_base64="E38pdXj2XUtrsLtWEejbc/e3Sl4=">AAAB8nicdVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAguJCS1at0V3YirCvYBaQiT6aQdOpkJMxOhhH6GGxeKuPVr3Pk3TtMIKnrgwuGce7n3njBhVGnH+bAWFpeWV1ZLa+X1jc2t7crObkeJVGLSxoIJ2QuRIoxy0tZUM9JLJEFxyEg3HF/N/O49kYoKfqcnCfFjNOQ0ohhpI3l9ORJB7RjeBLWgUnXsU8e9OHOgYzs5ctJwT1zoFkoVFGgFlff+QOA0JlxjhpTyXCfRfoakppiRabmfKpIgPEZD4hnKUUyUn+UnT+GhUQYwEtIU1zBXv09kKFZqEoemM0Z6pH57M/Evz0t11PAzypNUE47ni6KUQS3g7H84oJJgzSaGICypuRXiEZIIa5NS2YTw9Sn8n3Rqtlu367f1avOyiKME9sEBOAIuOAdNcA1aoA0wEOABPIFnS1uP1ov1Om9dsIqZPfAD1tsnAdGQbg==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="iVBDhzQ/C2qpjAOYJm0i4GlIvKw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeiF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+RmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1VrzVqlfp3HUYQTOIVz8OAS6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f6H+NAw==</latexit>

vg �t

<latexit sha1_base64="wtiaQ7IGcpqA51XbPwwgsANTRO8=">AAAB9HicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0i0ar0V9eCxgq2FJpTNdtsu3Wzi7qRQQn+HFw+KePXHePPfuE0jqOiDgcd7M8zMC2LBNTjOh1VYWFxaXimultbWNza3yts7LR0lirImjUSk2gHRTHDJmsBBsHasGAkDwe6C0eXMvxszpXkkb2ESMz8kA8n7nBIwkj/uDjzsXTEBBEO3XHHsE8c9P3WwYzsZMlJzj13s5koF5Wh0y+9eL6JJyCRQQbTuuE4MfkoUcCrYtOQlmsWEjsiAdQyVJGTaT7Ojp/jAKD3cj5QpCThTv0+kJNR6EgamMyQw1L+9mfiX10mgX/NTLuMEmKTzRf1EYIjwLAHc44pREBNDCFXc3IrpkChCweRUMiF8fYr/J60j263a1ZtqpX6Rx1FEe2gfHSIXnaE6ukYN1EQU3aMH9ISerbH1aL1Yr/PWgpXP7KIfsN4+ASj9kbc=</latexit>

⇢1, J1

<latexit sha1_base64="eXL+N9jtZWMK6zz6g2C6PoOLZ5M=">AAAB8nicdVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwISGjVeuu6EZcVbAPSEOYTCft0EkmzEyEEvoZblwo4tavceffOE0jqOiBC4dz7uXee4KEM6Ud58MqLSwuLa+UVytr6xubW9XtnY4SqSS0TQQXshdgRTmLaVszzWkvkRRHAafdYHw187v3VCom4js9SagX4WHMQkawNpLblyPhoyN44yO/WnPsUwddnDnQsZ0cOWmgEwRRodRAgZZffe8PBEkjGmvCsVIuchLtZVhqRjidVvqpogkmYzykrqExjqjysvzkKTwwygCGQpqKNczV7xMZjpSaRIHpjLAeqd/eTPzLc1MdNryMxUmqaUzmi8KUQy3g7H84YJISzSeGYCKZuRWSEZaYaJNSxYTw9Sn8n3SObVS367f1WvOyiKMM9sA+OAQInIMmuAYt0AYECPAAnsCzpa1H68V6nbeWrGJmF/yA9fYJ/rWQbA==</latexit>

⇢2, J2

<latexit sha1_base64="E38pdXj2XUtrsLtWEejbc/e3Sl4=">AAAB8nicdVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAguJCS1at0V3YirCvYBaQiT6aQdOpkJMxOhhH6GGxeKuPVr3Pk3TtMIKnrgwuGce7n3njBhVGnH+bAWFpeWV1ZLa+X1jc2t7crObkeJVGLSxoIJ2QuRIoxy0tZUM9JLJEFxyEg3HF/N/O49kYoKfqcnCfFjNOQ0ohhpI3l9ORJB7RjeBLWgUnXsU8e9OHOgYzs5ctJwT1zoFkoVFGgFlff+QOA0JlxjhpTyXCfRfoakppiRabmfKpIgPEZD4hnKUUyUn+UnT+GhUQYwEtIU1zBXv09kKFZqEoemM0Z6pH57M/Evz0t11PAzypNUE47ni6KUQS3g7H84oJJgzSaGICypuRXiEZIIa5NS2YTw9Sn8n3Rqtlu367f1avOyiKME9sEBOAIuOAdNcA1aoA0wEOABPIFnS1uP1ov1Om9dsIqZPfAD1tsnAdGQbg==</latexit>

A

B

است. آمده درس متن در جزییات شوک. موج سرعت محاسبه ͳونگΎچ :۴ ش΋ل

داریم: شب΋ه انتهای و ابتدا در گروه سرعت برای ترتیب این به

vg(0) = 1− 2α vg(N) = 1− 2(1− β) = 2β − 1. (٣٩)

طرف در که افتد ͳم راه چپ طرف از vg(0) سرعت با موج جبهه Έی دیΎر عبارت به است. راست طرف به نیز سرعت دو هر قراردادی جهت

ͳالΎچ با ͳذرات راستش طرف در که افتد ͳم راه vg(N) سرعت با راست طرف از نیز موج جبهه Έی و دارند قرار α ͳالΎچ با ͳذرات اش چپ

شود. پدیدار تواند ͳم ͳمختلف فازهای موج، جبهه دو این سرعت جهت نتیجه در و پارامتر دو این مقادیر به بسته دارند. قرار 1− β

داریم: حالت این در اول: حالت

α < 1/2, β < 1/2

١٣



⇢ = ↵

<latexit sha1_base64="oPFpMr9RZgAXD70nmu8N5AKmg4A=">AAAB8nicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSJ4KokU9CIUvXisYD8gCWWy3TRLN7thdyOU0J/hxYMiXv013vw3btsctPXBwOO9GWbmRRln2rjut7O2vrG5tV3Zqe7u7R8c1o6Ou1rmitAOkVyqfgSaciZoxzDDaT9TFNKI0140vpv5vSeqNJPi0UwyGqYwEixmBIyV/EAl8iYAniUwqNXdhjsHXiVeSeqoRHtQ+wqGkuQpFYZw0Nr33MyEBSjDCKfTapBrmgEZw4j6lgpIqQ6L+clTfG6VIY6lsiUMnqu/JwpItZ6kke1MwSR62ZuJ/3l+buLrsGAiyw0VZLEozjk2Es/+x0OmKDF8YgkQxeytmCSggBibUtWG4C2/vEq6lw2v2Wg+NOut2zKOCjpFZ+gCeegKtdA9aqMOIkiiZ/SK3hzjvDjvzseidc0pZ07QHzifPzCWkTM=</latexit>

⇢ = 1� �

<latexit sha1_base64="yhiJq23ZuE4xNceUF5Up4+pHXkg=">AAAB83icbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69BIvgxZJIQS9C0YvHCvYDmlA220m7dLMbdidCKf0bXjwo4tU/481/47bNQVsfDDzem2FmXpQKbtDzvp3C2vrG5lZxu7Szu7d/UD48ahmVaQZNpoTSnYgaEFxCEzkK6KQaaBIJaEeju5nffgJtuJKPOE4hTOhA8pgzilYKAj1UN/5FEAHSXrniVb053FXi56RCcjR65a+gr1iWgEQmqDFd30sxnFCNnAmYloLMQErZiA6ga6mkCZhwMr956p5Zpe/GStuS6M7V3xMTmhgzTiLbmVAcmmVvJv7ndTOMr8MJl2mGINliUZwJF5U7C8Dtcw0MxdgSyjS3t7psSDVlaGMq2RD85ZdXSeuy6teqtYdapX6bx1EkJ+SUnBOfXJE6uScN0iSMpOSZvJI3J3NenHfnY9FacPKZY/IHzucPRT+RMQ==</latexit>

راست سمت در ذرات تخلیه یا چپ سمت در ذره تزریق عوامل که دارند را اثری همان ͳخروج و ورودی در ثابت های ͳالΎچ با منبع دو :۵ ش΋ل

دارند.

.

حرکت سرعت شود. ͳم تش΋یل شوک دیواره Έی و رسند ͳم هم به وسط در موج جبهه دو بنابراین .vg(N) < 0 و vg(0) > 0 حالت این در

با: است برابر دیواره این

vs ≡ 1− ρ1 − ρ2 = 1− α− (1− β) = β − α. (۴٠)

ͳم ٧ کم‐تراکم فاز را فاز این از که شود ͳم پر α ͳالΎچ از محیط تمام و کند ͳم حرکت راست سمت به شوک موج آنگاه β > α اگر نتیجه در

داریم فاز این در نامیم.

ρ = α <
1

2
Low Density Phase (۴١)

نامیم. ͳم ٨ پرتراکم فاز را فاز این شود. ͳم پر 1− β ͳالΎچ از محیط تمام و کند ͳم حرکت چپ سمت به شوک موج آنگاه ، β < α اگر

داریم فاز این در

Low Density (LD)٧

High Density (HD)٨

١۴



Low Density

Low Density

High Density High Density

⇢ = 1� �

<latexit sha1_base64="Bid6iTAKuXxzxzw2o2SwQgnO0Bw=">AAAB83icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4ccho1boQim5cVrAP6Awlk2ba0EwyJBmhDP0NNy4UcevPuPNvTKcVVPTAhcM593LvPWHCmTYIfTiFhcWl5ZXiamltfWNzq7y909IyVYQ2ieRSdUKsKWeCNg0znHYSRXEcctoOR9dTv31PlWZS3JlxQoMYDwSLGMHGSr6vhvLSO/JDanCvXEHuKfIuzhBELsqRk5p34kFvrlTAHI1e+d3vS5LGVBjCsdZdDyUmyLAyjHA6KfmppgkmIzygXUsFjqkOsvzmCTywSh9GUtkSBubq94kMx1qP49B2xtgM9W9vKv7ldVMT1YKMiSQ1VJDZoijl0Eg4DQD2maLE8LElmChmb4VkiBUmxsZUsiF8fQr/J61j16u61dtqpX41j6MI9sA+OAQeOAd1cAMaoAkISMADeALPTuo8Oi/O66y14MxndsEPOG+fdriRUw==</latexit>

⇢ = ↵

<latexit sha1_base64="8ac100rF+02Gn/T3PF2OLuMiV1U=">AAAB8nicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU9ho1XoQil48VrC1kISy2W6apZts2N0IJfRnePGgiFd/jTf/jds0goo+GHi8N8PMvCDlTGmEPqzKwuLS8kp1tba2vrG5Vd/e6SmRSUK7RHAh+wFWlLOEdjXTnPZTSXEccHoXjK9m/t09lYqJ5FZPUurHeJSwkBGsjeR6MhIXHuZphAf1BrJPkHN+iiCyUYGCtJxjBzql0gAlOoP6uzcUJItpognHSrkOSrWfY6kZ4XRa8zJFU0zGeERdQxMcU+XnxclTeGCUIQyFNJVoWKjfJ3IcKzWJA9MZYx2p395M/MtzMx22/JwlaaZpQuaLwoxDLeDsfzhkkhLNJ4ZgIpm5FZIIS0y0SalmQvj6FP5Peke207SbN81G+7KMowr2wD44BA44A21wDTqgCwgQ4AE8gWdLW4/Wi/U6b61Y5cwu+AHr7RNiD5FV</latexit>

⇢ =
1

2

<latexit sha1_base64="Y9bBQ8hJO/2fQd1sGnemS/BHTOg=">AAAB+XicdVDLSsNAFJ34rPUVdelmsAiuSqZWrQuh6MZlBfuAJpTJdNIOnUzCzKRQQv7EjQtF3Pon7vwbp2kEFT1w4XDOvdx7jx9zprTjfFhLyyura+uljfLm1vbOrr2331FRIgltk4hHsudjRTkTtK2Z5rQXS4pDn9OuP7mZ+90plYpF4l7PYuqFeCRYwAjWRhrYtivH0ZUbSExSlKW1bGBXnOqZgy7PHehUnRw5aaBTBFGhVECB1sB+d4cRSUIqNOFYqT5yYu2lWGpGOM3KbqJojMkEj2jfUIFDqrw0vzyDx0YZwiCSpoSGufp9IsWhUrPQN50h1mP125uLf3n9RAcNL2UiTjQVZLEoSDjUEZzHAIdMUqL5zBBMJDO3QjLGJgVtwiqbEL4+hf+TTq2K6tX6Xb3SvC7iKIFDcAROAAIXoAluQQu0AQFT8ACewLOVWo/Wi/W6aF2yipkD8APW2yeRPpOh</latexit>

J =
1

4

<latexit sha1_base64="Oy3Xn8nXaZTV+JTlFcFTaJnnj6Q=">AAAB9HicdVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwFTIatS6EohtxVcE+oA1lMp20QyeTODMplJDvcONCEbd+jDv/xmlaQUUPXDiccy/33uPHnCntOB9WYWFxaXmluFpaW9/Y3Cpv7zRVlEhCGyTikWz7WFHOBG1opjltx5Li0Oe05Y+upn5rTKVikbjTk5h6IR4IFjCCtZG8m4tuIDFJUZa6Wa9ccewTB52fOtCxnRw5qaJjBNFcqYA56r3ye7cfkSSkQhOOleogJ9ZeiqVmhNOs1E0UjTEZ4QHtGCpwSJWX5kdn8MAofRhE0pTQMFe/T6Q4VGoS+qYzxHqofntT8S+vk+ig6qVMxImmgswWBQmHOoLTBGCfSUo0nxiCiWTmVkiG2KSgTU4lE8LXp/B/0jyykWu7t26ldjmPowj2wD44BAicgRq4BnXQAATcgwfwBJ6tsfVovVivs9aCNZ/ZBT9gvX0CjL2R+Q==</latexit>

Maximum Current

↵

<latexit sha1_base64="VG4r2XDgj4Vvw8IzTn+HFYIO3SA=">AAAB7XicdVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbB07KrVeut6MVjBfsB7VKyabaNZpMlyQpl6X/w4kERr/4fb/4b020FFX0w8Hhvhpl5YcKZNp734RQWFpeWV4qrpbX1jc2t8vZOS8tUEdokkkvVCbGmnAnaNMxw2kkUxXHIaTu8u5z67XuqNJPixowTGsR4KFjECDZWavUwT0a4X6547onnn596yHO9HDmp+cc+8udKBeZo9MvvvYEkaUyFIRxr3fW9xAQZVoYRTielXqppgskdHtKupQLHVAdZfu0EHVhlgCKpbAmDcvX7RIZjrcdxaDtjbEb6tzcV//K6qYlqQcZEkhoqyGxRlHJkJJq+jgZMUWL42BJMFLO3IjLCChNjAyrZEL4+Rf+T1pHrV93qdbVSv5jHUYQ92IdD8OEM6nAFDWgCgVt4gCd4dqTz6Lw4r7PWgjOf2YUfcN4+Ab9Aj0E=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="ChCgK5UnrZmdd51c/fRYZFcmQHs=">AAAB7HicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0i0ar0VvXisYNpCG8pmu2mXbjZhdyKU0N/gxYMiXv1B3vw3btMIKvpg4PHeDDPzgkRwDY7zYZWWlldW18rrlY3Nre2d6u5eW8eposyjsYhVNyCaCS6ZBxwE6yaKkSgQrBNMrud+554pzWN5B9OE+REZSR5ySsBIXj9gQAbVmmOfOe7luYMd28mRk4Z76mK3UGqoQGtQfe8PY5pGTAIVROue6yTgZ0QBp4LNKv1Us4TQCRmxnqGSREz7WX7sDB8ZZYjDWJmSgHP1+0RGIq2nUWA6IwJj/dubi395vRTChp9xmaTAJF0sClOBIcbzz/GQK0ZBTA0hVHFzK6ZjoggFk0/FhPD1Kf6ftE9st27Xb+u15lURRxkdoEN0jFx0gZroBrWQhyji6AE9oWdLWo/Wi/W6aC1Zxcw++gHr7RP3lY7N</latexit>

1

2

<latexit sha1_base64="5zUwDUWdSnQRHaTj3WQG4p0Z5wk=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXZVKr1l3RjcsK9gHToWTSTBuaSYYkI5RhPsONC0Xc+jXu/BvT6QgqeuDC4Zx7ufeeIOZMG9f9cJaWV1bX1ksb5c2t7Z3dyt5+V8tEEdohkkvVD7CmnAnaMcxw2o8VxVHAaS+YXs/93j1VmklxZ2Yx9SM8FixkBBsreYNQYZKiLK1nw0rVrZ256PLchW7NzZGTJjpFEBVKFRRoDyvvg5EkSUSFIRxr7SE3Nn6KlWGE06w8SDSNMZniMfUsFTii2k/zkzN4bJURDKWyJQzM1e8TKY60nkWB7Yywmejf3lz8y/MSEzb9lIk4MVSQxaIw4dBIOP8fjpiixPCZJZgoZm+FZIJtCsamVLYhfH0K/yfdeg01ao3bRrV1VcRRAofgCJwABC5AC9yANugAAiR4AE/g2THOo/PivC5al5xi5gD8gPP2CWz/kVw=</latexit>

1

2

<latexit sha1_base64="5zUwDUWdSnQRHaTj3WQG4p0Z5wk=">AAAB8nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXZVKr1l3RjcsK9gHToWTSTBuaSYYkI5RhPsONC0Xc+jXu/BvT6QgqeuDC4Zx7ufeeIOZMG9f9cJaWV1bX1ksb5c2t7Z3dyt5+V8tEEdohkkvVD7CmnAnaMcxw2o8VxVHAaS+YXs/93j1VmklxZ2Yx9SM8FixkBBsreYNQYZKiLK1nw0rVrZ256PLchW7NzZGTJjpFEBVKFRRoDyvvg5EkSUSFIRxr7SE3Nn6KlWGE06w8SDSNMZniMfUsFTii2k/zkzN4bJURDKWyJQzM1e8TKY60nkWB7Yywmejf3lz8y/MSEzb9lIk4MVSQxaIw4dBIOP8fjpiixPCZJZgoZm+FZIJtCsamVLYhfH0K/yfdeg01ao3bRrV1VcRRAofgCJwABC5AC9yANugAAiR4AE/g2THOo/PivC5al5xi5gD8gPP2CWz/kVw=</latexit>

نامتقارن. کاملا واکنش و پخش فرایند فاز دیاگرام :۶ ش΋ل

ρ = 1− β >
1

2
High Density Phase (۴٢)

داریم: حالت این در دوم: حالت

α <
1

2
β >

1

2
−→ vg(0) > 0, vg(N) > 0 (۴٣)

یا شود ͳم پدیدار تراکم کم فاز بنابراین و شود ͳم پر α ͳالΎچ از محیط تمام آن در که

α >
1

2
β <

1

2
−→ vg(0) < 0, vg(N) < 0 (۴۴)

شود. ͳم پدیدار تراکم پر فاز نتیجه در و شود، ͳم پر 1− β چΎای از محیط تمام آن در که

سوم: حالت

داریم: حالت این در

α >
1

2
β >

1

2
−→ vg(0) < 0, vg(N) > 0. (۴۵)

١۵



در شب΋ه وضعیت تعیین برای ندارند. شب΋ه داخل در جریان و ͳالΎچ تعیین در تاثیری که است ای گونه به موج های جبهه حرکت جهت اینجا در

که دهد ͳم نشان دقیق حل کرد. کسب ͳگاه آ گرفته ش΋ل فاز مورد در توان ͳم دقیق حل با تنها و رفت پیش توان ͳنم این از بیشتر حالت این

داریم شرایط این تحت

ρ =
1

2
J =

1

4
. (۴۶)

است. شده داده نشان (۶) ش΋ل در که شود ͳم فازی دیاگرام به منجر ملاحظات این مجموعه

ͳالΎچ طرح تعیین ٣ . ٢

معادله به نخست بپردازیم. موضوع این به که رسیده فرا آن زمان حال ایم. نگفته شب΋ه طول در آن تغییرات و ͳالΎچ طرح باره در چیزی کنون تا

دهد: ͳم بدست نقطه آن از شده خارج و نقطه آن به شده وارد های جریان حسب بر را نقطه Έی ͳالΎچ تغییرات که پردازیم ͳم ͳپیوستگ

∂⟨ni⟩
∂t

= ⟨ni−1(ni − 1)⟩ − ⟨ni(ni+1 − 1)⟩ = Ji−1 − Ji. (۴٧)

داریم متوسط میدان تقریب در

⟨ni−1ni⟩ = ρi−1ρi. (۴٨)

آید:  ͳم در زیر ش΋ل به ͳپیوستگ معادله نتیجه در

∂ρi
∂t

= ρi−1(ρi − 1)− ρi(ρi+1 − 1) = Ji−1 − Ji. (۴٩)

که: معنا این به باشد. ی΋سان شب΋ه طول در جریان نتیجه در و باشد صفر با برابر بایست ͳم ͳالΎچ ͳزمان تغییرات پایا حالت در که دانیم ͳم اما

Ji = J = ρi(1− ρi+1). (۵٠)

زیر رابطه ͳیعن این، از م΋رر استفاده با توانیم ͳم ρ0 مثلا باشیم داشته نقطه Έی در را ͳالΎچ اگر ترتیب این به

ρi+1 = 1− J

ρi
(۵١)

١۶



گیریم: ͳم نظر در را زیر معادله موضوع، این بهتر فهم برای آوریم. بدست ρ0 حسب بر دیΎر نقاط همه در را ͳالΎچ

f(x) = 1− J

x
. (۵٢)

J

داریم

f(0) = −∞, f(J) = 0, f(∞) = 1. (۵٣)

چنین هم

df

dx
= 1 +

J

x2
≥ 0. (۵۴)

.ρi+1 ≈ ρi که بΎوییم توانیم ͳم خوبی تقریب با (Έترمودینامی حد در ͳیعن) است نهایت بی ها جایΎاه تعداد و است بزرگ ͳخیل شب΋ه که ͳوقت

رابطه آیا که هستیم این جستجوی در نتیجه در

f(x) = x یا 1− J

x
= x (۵۵)

است: این اش ΁پاس اخیر معادله نه. یا دارد جوابی

x =
1±

√
1− 4J

2
, (۵۶)

دارد: وجود x برای جواب دو باشد، J < 1
4 اگر دهد ͳم نشان که

x1 =
1−

√
1− 4J

2
x2 =

1 +
√
1− 4J

2
, J <

1

4
. (۵٧)

است. زیاد ͳالΎچ دهنده نشان ρ = x2 جواب و کم ͳالΎچ دهنده نشان ρ = x1 جواب

با است برابر ترتیب به جریان راست و چپ ی مرزها در اینکه و فوق آنالیز به توجه با (١٣٩٨ ماه فروردین ١٠ تحویل: (موعد تمرین: n

آورید: بردست زیر های حالت در بعدی Έی شب΋ه Έی روی در را ͳالΎچ طرح تقریبی شمای ، J = 1− β و J = α

است،  J < 1
4 که ͳوقت ‐ Έی

است. J > 1
4 که ͳوقت ب‐

١٧



HD

LD

⇢i

<latexit sha1_base64="JKvasVIiMwF7HAfR4LvQ9Jzi7vQ=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0J6DHoxWME84BkCbOTTjJmdmaZmRXCkn/w4kERr/6PN//GSbIHTSxoKKq66e6KEsGN9f1vb219Y3Nru7BT3N3bPzgsHR03jUo1wwZTQul2RA0KLrFhuRXYTjTSOBLYisa3M7/1hNpwJR/sJMEwpkPJB5xR66RmV49Uj/dKZb/iz0FWSZCTMuSo90pf3b5iaYzSMkGN6QR+YsOMasuZwGmxmxpMKBvTIXYclTRGE2bza6fk3Cl9MlDalbRkrv6eyGhszCSOXGdM7cgsezPxP6+T2sF1mHGZpBYlWywapIJYRWavkz7XyKyYOEKZ5u5WwkZUU2ZdQEUXQrD88ippXlaCaqV6Xy3XbvI4CnAKZ3ABAVxBDe6gDg1g8AjP8ApvnvJevHfvY9G65uUzJ/AH3ucPnqCPKg==</latexit>

⇢i+1

<latexit sha1_base64="Bg1fA/wr+Wz0a0WjfBM0p1KJRTs=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIsgCGVXCnosevFYwX5gu5Rsmm1Ds8mSZIWy9F948aCIV/+NN/+NabsHbX0w8Hhvhpl5YSK4sZ73jQpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZVSqKWtSJZTuhMQwwSVrWm4F6ySakTgUrB2Ob2d++4lpw5V8sJOEBTEZSh5xSqyTHnt6pPoZv/Cn/XLFq3pz4FXi56QCORr98ldvoGgaM2mpIMZ0fS+xQUa05VSwaamXGpYQOiZD1nVUkpiZIJtfPMVnThngSGlX0uK5+nsiI7Exkzh0nTGxI7PszcT/vG5qo+sg4zJJLZN0sShKBbYKz97HA64ZtWLiCKGau1sxHRFNqHUhlVwI/vLLq6R1WfVr1dp9rVK/yeMowgmcwjn4cAV1uIMGNIGChGd4hTdk0At6Rx+L1gLKZ47hD9DnD0GfkKY=</latexit>

⇢i

<latexit sha1_base64="JKvasVIiMwF7HAfR4LvQ9Jzi7vQ=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0J6DHoxWME84BkCbOTTjJmdmaZmRXCkn/w4kERr/6PN//GSbIHTSxoKKq66e6KEsGN9f1vb219Y3Nru7BT3N3bPzgsHR03jUo1wwZTQul2RA0KLrFhuRXYTjTSOBLYisa3M7/1hNpwJR/sJMEwpkPJB5xR66RmV49Uj/dKZb/iz0FWSZCTMuSo90pf3b5iaYzSMkGN6QR+YsOMasuZwGmxmxpMKBvTIXYclTRGE2bza6fk3Cl9MlDalbRkrv6eyGhszCSOXGdM7cgsezPxP6+T2sF1mHGZpBYlWywapIJYRWavkz7XyKyYOEKZ5u5WwkZUU2ZdQEUXQrD88ippXlaCaqV6Xy3XbvI4CnAKZ3ABAVxBDe6gDg1g8AjP8ApvnvJevHfvY9G65uUzJ/AH3ucPnqCPKg==</latexit>

⇢i+1

<latexit sha1_base64="Bg1fA/wr+Wz0a0WjfBM0p1KJRTs=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIsgCGVXCnosevFYwX5gu5Rsmm1Ds8mSZIWy9F948aCIV/+NN/+NabsHbX0w8Hhvhpl5YSK4sZ73jQpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZVSqKWtSJZTuhMQwwSVrWm4F6ySakTgUrB2Ob2d++4lpw5V8sJOEBTEZSh5xSqyTHnt6pPoZv/Cn/XLFq3pz4FXi56QCORr98ldvoGgaM2mpIMZ0fS+xQUa05VSwaamXGpYQOiZD1nVUkpiZIJtfPMVnThngSGlX0uK5+nsiI7Exkzh0nTGxI7PszcT/vG5qo+sg4zJJLZN0sShKBbYKz97HA64ZtWLiCKGau1sxHRFNqHUhlVwI/vLLq6R1WfVr1dp9rVK/yeMowgmcwjn4cAV1uIMGNIGChGd4hTdk0At6Rx+L1gLKZ47hD9DnD0GfkKY=</latexit>

a : J <
1

4

<latexit sha1_base64="S83d2on8dwoTnwJjv7y6NwBg5ow=">AAAB+nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/Uj16WSyCp5JIQREPRS/iqYL9gDaUzXbTLt1swu5GKTE/xYsHRbz6S7z5b9y2OWjrg4HHezPMzPNjzpR2nG+rsLK6tr5R3Cxtbe/s7tnl/ZaKEklok0Q8kh0fK8qZoE3NNKedWFIc+py2/fH11G8/UKlYJO71JKZeiIeCBYxgbaS+XcYX6PYS9QKJSepmaS3r2xWn6syAlombkwrkaPTtr94gIklIhSYcK9V1nVh7KZaaEU6zUi9RNMZkjIe0a6jAIVVeOjs9Q8dGGaAgkqaERjP190SKQ6UmoW86Q6xHatGbiv953UQH517KRJxoKsh8UZBwpCM0zQENmKRE84khmEhmbkVkhE0K2qRVMiG4iy8vk9Zp1a1Va3e1Sv0qj6MIh3AEJ+DCGdThBhrQBAKP8Ayv8GY9WS/Wu/Uxby1Y+cwB/IH1+QO+ypMK</latexit>

b : J >
1

4

<latexit sha1_base64="o8dK/Vb3UM6yozad0Vd2DYJtUfw=">AAAB+nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/Uj16WSyCp5JIQfEgRS/iqYL9gDaUzXbTLt1swu5GKTE/xYsHRbz6S7z5b9y2OWjrg4HHezPMzPNjzpR2nG+rsLK6tr5R3Cxtbe/s7tnl/ZaKEklok0Q8kh0fK8qZoE3NNKedWFIc+py2/fH11G8/UKlYJO71JKZeiIeCBYxgbaS+XfYv0O0l6gUSk9TN0lrWtytO1ZkBLRM3JxXI0ejbX71BRJKQCk04VqrrOrH2Uiw1I5xmpV6iaIzJGA9p11CBQ6q8dHZ6ho6NMkBBJE0JjWbq74kUh0pNQt90hliP1KI3Ff/zuokOzr2UiTjRVJD5oiDhSEdomgMaMEmJ5hNDMJHM3IrICJsUtEmrZEJwF19eJq3Tqlur1u5qlfpVHkcRDuEITsCFM6jDDTSgCQQe4Rle4c16sl6sd+tj3lqw8pkD+APr8wfDfpMN</latexit>

J است. J < 1
4 که ͳوقت چپ: سمت دیاگرام .(۵١) معادله حل برای Έدیاگراماتی روش :٧ ش΋ل

واکنش و پخش فرآیند دقیق حل ۴

دیده قبلا که چرا بود، مان اولیه انتظار از بیش ͳخیل که ͳبراست آوردیم بدست متوسط میدان تقریب روش از استفاده با قبل بخش در که آنچه

بود این هم اش دلیل رود. ͳم خطا راه به ͳتعادل آماری Έانی΋م در بعدی Έی های مدل برای فاز گذار ͳبین پیش در متوسط میدان روش بودیم

Έی سیستم Έی فازهای دقیق توصیف به قادر متوسط میدان تقریب که است ͳطبیع و است کم ͳخیل بعد Έی در ذره Έی همسایΎان تعداد که

اش دلیل بتواند شاید دهد. ͳم دست به خوبی نتیجه متوسط میدان تقریب بعد Έی در که است جالب ͳخیل خود خودی به بنابراین نیست. بعدی

رفتار Έی نتیجه در و شوند ͳم متوقف آن سر پشت ذرات تمام شود، متوقف راه بین در ذره Έی اگر فرایند این در فهمید. کردن فکر ͳکم با را

مثال همین ͳطرف از کرد. استفاده متوسط میدان تقریب ͳیعن ⟨ninj⟩ = ⟨ni⟩⟨nj⟩ تقریب از توان ͳم که است دلیل همین به شاید کنند. ͳم پیدا

ها اتومبیل او سر پشت متر ده چند تا کند ͳم کم را اش سرعت اتومبیل Έی که ͳوقت) است بعد Έی در برد بلند ͳهمبستگ نوع Έی دهنده نشان

میدان تقریب که باشیم داشته هم را انتظار این باید بنابراین شود. ͳم گرفته نادیده کاملا متوسط میدان تقریب در که کنند،) ͳم کم را سرعتشان

Έی کنیم ͳسع خواهیم ͳم کامل و دقیق تصویری پیداکردن برای و جزییات این محاسبه برای برنیاید. فرایند این جزئیات محاسبه پس از متوسط

داریم: کنیم. ͳم استفاده مسئله این حل برای اپراتوری بندی صورت از کار این برای آوریم. بدست فرایند این از دقیق حل راه

d

dt
|P ⟩ = −H|P ⟩, (۵٨)

١٨



معادله در پایا حالت کند. ͳم توصیف را فرایند این ای کاتوره تحول که است ای ͳهامیلتون H آن در که

H|P ⟩ = 0

های حالت کلیه و دارد حالت دو تایی N شب΋ه این از جایΎاه هر دهیم نشان 0 با را ذره Έی غیبت و 1 با را ذره Έی وجود اگر کند. ͳم صدق

از: عبارتند اش پایه بردارهای که دهد ͳم تش΋یل بعدی 2N برداری فضای Έی فوق شب΋ه طول در فرایند این برای مم΋ن

|n1, n2, · · ·nN ⟩ ni = 0, 1. (۵٩)

هستند: زیر ش΋ل به جایΎاه هر های حالت برداری فضای این در

|0⟩ = empty site =

 0

1

 , |1⟩ = filled site =

 1

0

 . (۶٠)

اند: ͳخال جای و پر جای شمارنده که کنیم ͳم تعریف را زیر های عملΎر چنین هم

n̂ =

 1 0

0 0

 1− n̂ =

 0 0

0 1

 , (۶١)

کنند: ͳم صدق زیر روابط در که

n̂|0⟩ = 0 n̂|1⟩ = |1⟩. (۶٢)

کنیم: تعریف توانیم ͳم را زیر فنای و خلق عملΎرهای چنین هم

σ+ =

 0 1

0 0

 σ− =

 0 0

1 0

 . (۶٣)

کنند: ͳم صدق زیر روابط در که

σ+|0⟩ = |1⟩ σ+|1⟩ = 0 σ−|0⟩ = 0 σ−|1⟩ = |0⟩. (۶۴)

ͳم عمل مجاور جایΎاه دو بین که ای ͳهامیلتون ͳیعن ͳموضع ͳهامیلتون که دهید نشان (١٣٩٩ ماه فروردین ١٠ تحویل: (موعد تمرین: n

ش΋ل به را آن سپس و بنویسید ͳموضع فرایندهای از استفاده با را ͳهامیلتون این ͳماتریس ش΋ل نخست (راهنمایی: است: زیر ش΋ل به کند

بنویسید.) اپراتور Έی

h = −σ− ⊗ σ+ + n̂⊗ (1− n̂). (۶۵)

١٩



با: است برابر مرزها) گرفتن نظر در (بدون شب΋ه درون ͳهامیلتون ترتیب این به

Hbulk =

N−1∑
i=1

−σ−
i σ

+
i+1 + n̂i(1− n̂i+1). (۶۶)

از: اند عبارت ترتیب به راست و چپ مرزهای به مربوط های ͳهامیلتون که دهید نشان : (١٣٩٩ ماه فروردین ١٠ تحویل: (موعد تمرین: n

( بنویسید. اپراتور Έی ش΋ل به را آن سپس و بنویسید ͳموضع فرایندهای از استفاده با را ͳهامیلتون این ͳماتریس ش΋ل خست (رهنمایی:

hL := −α(σ+
1 − (1− n̂1)) hR := −β(σ−

N − n̂N ) (۶٧)

شود: ͳم نوشته زیر ش΋ل به مرزها در و شب΋ه طول در فرایند این کل ͳهامیلتون ترتیب این به

H = −α(σ+
1 − (1− n̂1)) +

N−1∑
i=1

N−1∑
i=1

[
− σ−

i σ
+
i+1 + n̂i(1− n̂i+1)]− β(σ−

N − n̂N ). (۶٨)

سیستم این پایای حالت دارد. جایΎاه دو فقط که بΎیرید نظر در ای شب΋ه ͳسادگ برای : (١٣٩٩ ماه فروردین ١٠ تحویل: (موعد تمرین: n

کنید. حساب پایا حالت در را ذرات جریان آورید. بدست دوم و اول جایΎاه در را ͳالΎچ اورید. بدست را

سیستم این پایای حالت دارد. جایΎاه سه فقط که بΎیرید نظر در ای شب΋ه ͳسادگ برای : (١٣٩٩ ماه فروردین ١٠ تحویل: (موعد تمرین: n

کنید. حساب پایا حالت در را ذرات جریان آورید. بدست سوم و دوم و اول جایΎاه در را ͳالΎچ اورید. بدست را

این پایه حالت کردن پیدا برای .ͳهامیلتون این پایه حالت یافتن به شود ͳم تبدیل فرایند این پایای حالت کردن پیدا ͳیعن ما ͳاصل سوال حال

این هم شب΋ه بودن Έکوچ دلیل .Έکوچ های شب΋ه برای عددی حل مثل هایی روش مثلا برد. کار به را ͳمتفاوت های روش توان ͳم ͳهامیلتون

که بΎیریم نظر در را هایی شب΋ه بایست ͳم فرایند این فازهای دقیق ͳبین پیش برای اما بود. خواهد کم ها شب΋ه این برای ͳهامیلتون بعد که است

هم دقیق حل دارد. دقیق حل به احتیاج کار این ببریم. نهایت بی سمت به را ها) جایΎاه (تعداد نقاط تعداد سپس و است دلخواه آنها نقاط تعداد

است: زیر مقاله مورد این در مروری مقاله Έی شده. پرداخته آن به متعدد مقالات در که است ͳپرزحمت و پیچیده کار

[1]: R A Blythe and M R Evans, Nonequilibrium steady states of matrix-product form: a solver’s guide,

https://arxiv.org/pdf/0706.1678.pdf.

پردازیم. ͳم موضوع این به اختصار به درس ادامه در
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حل این مسیر در که چرا ارزد ͳم اش زحمت به ͳول ͳول برسد نظر به زحمت پر اول نگاه در است مم΋ن فوق فرایند دقیق حل گفتیم چنانکه

به دارد. نام ٩ ͳماتریس ضرب روش گیریم ͳم پی مسئله این حل برای که ای شیوه شد. خواهیم آشنا ͳنوین کاملا های شیوه و ها Έتکنی با دقیق

ای ذره بس های سیستم پایه حالت یافتن برای ͳمفهوم و بنیادی ͳتغییرات با و رود ͳم کار به Έاستوکاستی فرایندهای برای هم روش این ͳکل طور

و گرفته قرار ͳبررس و تحقیق مورد شدت به موضوع این اخیر سالهای ر و است گسترده نیز کاربردها این دامنه است. شده واق΄ استفاده مورد نیز

است. شده نوشته آن باره در مقاله هزار چندین

و پخش فرایندهای در ما هدف شود. آشنا موضوع این مقالات با ͳماتریس ضرب کلیدی کلمات جستجوی با تواند ͳم علاقمند دانشجوی

حالت ͳیعن کنیم، پیدا را ͳحقیق ͳول ͳهرمیت غیر ͳهامیلتون Έی پایه حالت که است این واکنش

زیر معادله در را |P ⟩

H|P ⟩ = 0. (۶٩)

نوشت: زیر صورت به را |P ⟩ حالت توان ͳم و است شده تعریف ای ذره بس فضای Έی در نیز ͳهامیلتون این

|P ⟩ =
∑

n1,n2,···nN

Pn1,n2,···nN
|n1, n2, · · ·nN ⟩. (٧٠)

حالت ضرایب که شود ͳم شروع ١١ نهاده یا فرض این با شود ͳم گفته نیز ١٠ ͳماتریس ضرب نهاده آن به اوقات ͳگاه که ͳماتریس ضرب فرمالیزم

نویسیم: ͳم زیر صورت به را پایه

Pn1,n2,···nN
=

1

Z
⟨W |An1An2An3 · · ·AnN

|V ⟩, (٧١)

در بردارها و ها ماتریس این بعد است. بهنجارش ضریب Έی Z و هستند بردار دو ⟨W | و |V ⟩ و ماتریس دو An n = 0, 1 آن در که

داشت: خواهیم باشد N = 2 اگر مثال بعنوان شد. خواهند تعیین حل روش

P00 =
1

Z
⟨W |A0A0|V ⟩, P01 =

1

Z
⟨W |A0A1|V ⟩, P10 =

1

Z
⟨W |A1A0|V ⟩, P11 =

1

Z
⟨W |A1A1|V ⟩. (٧٢)

Matrix Product Formalism٩

Matrix Product Ansatz١٠

Ansatz١١
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نوشت: نیز تری فشرده ش΋ل به را نهاده این توان ͳم که دهد ͳم نشان مثال این

|P ⟩ =



P00

P01

P10

P11


=

1

Z
⟨W |



A0A0

A0A1

A1A0

A1A1


|V ⟩ = 1

Z
⟨W |

 A0

A1

⊗

 A0

A1

 |V ⟩. (٧٣)

نوشت: توان ͳم ͳکل حالت در ترتیب این به

|P ⟩ = 1

Z
⟨W |A ⊗ A⊗A⊗ · · ·A|V ⟩, (٧۴)

آن در که

A =

 A0

A1

 (٧۵)

به ای معادله ͳیعن کنیم حل را (۶٩) معادله که است این ما هدف حال . ١٢ است ماتریس Έی کدام هر آن عناصر که است بعدی دو بردار Έی

را: زیر ش΋ل

(h1 + h12 + h23 + · · ·hN−1,N + hN )|P ⟩ = 0, (٧۶)

ایم کرده فرض پایه حالت برای که ای نهاده به توجه با که

(hL + h12 + h23 + · · ·hN−1,N + hN )⟨W |A ⊗ A⊗A⊗ · · ·A|V ⟩ = 0. (٧٧)

کنند صدق زیر شرط در ها ماتریس این که کنیم ͳم تقاضا حال ایم. نگذاشته A0, A1 های ماتریس یا A بردارهای روی ͳشرط هیچ کنون تا

h(A⊗A) = X ⊗A−A⊗X . (٧٨)

شوند. پیدا بعدا بایست ͳم ها درایه این شود. ͳم داده نشان زیر صورت به و است ͳماتریس های درایه با بردار Έی X آن در که

X =

 X0

X1

 (٧٩)

Matrix-Valued-Matrix١٢
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به ١٣ ͳمیان ͳهامیلتون اثر شد. خواهند حذف ای ذره بس مسئله این در ͳمیان جملات همه باشد برقرار (٧٨) رابطه اگر که است این مهم نکته

شود. ͳم محاسبه زیر صورت

(h12 + h23 + h34 + · · ·)⟨W |A ⊗ A⊗A⊗A⊗A⊗ · · · |V ⟩

= ⟨W |
(
X ⊗A−⊗A⊗X

)
⊗A⊗A⊗ · · · |V ⟩

+ ⟨W |A ⊗
(
X ⊗A−⊗A⊗X

)
⊗A⊗A⊗ · · · |V ⟩

+ ⟨W |A ⊗ A⊗
(
X ⊗A−⊗A⊗X

)
⊗ · · · |V ⟩

= ⟨W |X ⊗ A⊗A⊗A⊗ · · · |V ⟩ − ⟨W |A ⊗ A⊗A⊗ · · · X |V ⟩. (٨٠)

بود: خواهد زیر صورت به نیز مرزی ͳهامیلتون اثرات

(hL + hR)⟨W |A ⊗ A⊗A⊗A⊗ · · · |V ⟩ = ⟨W |
(
hLA

)
⊗A⊗A⊗A⊗ · · · |V ⟩

+ ⟨W |A ⊗ A⊗A⊗ · · · ⊗
(
hRA

)
|V ⟩. (٨١)

روابط که آنچنان |V ⟩ و ⟨W | بردارهای و A0, A1 های ماتریس یافتن مسئله به شد خواهد تبدیل (۶٩) معادله حل که بریم ͳم پی ترتیب این به

باشند: برقرار زیر

⟨W |(hLA+ X ) = 0 (hRA−X )|V ⟩ = 0 h(A⊗A) = X ⊗A−A⊗X . (٨٢)

روابط حل به کند ͳم تبدیل را ای ذره بس مسئله Έی فرمالیزم این است. سودمند Έاستوکاستی فرایند نوع هر برای دادیم توضیح که ͳفرمالیزم

آنها مقیاس نحوه و دارد وجود ای ذره بس مسئله در که ای آزادی درجات تعداد از ساده شمارش Έی اما ترند. ساده مراتب به که (٨٢) جبری

حل به تنها ͳماتریس ضرب نهاده این موارد از ͳبعض در کرد. حل طریق این به توان ͳنم را ای مسئله هر که دهد ͳم نشان شب΋ه اندازه ͳیعن N با

پخش نامتقارن کاملا فرایند انجامد. ͳم دقیق حل به نیز موارد از ͳبعض در و کند ͳم هموار عددی حل جستجوی برای را راه و انجامد ͳم تقریبی

کنیم. ͳم نگاه جایΎاه دو بین ͳهامیلتون ͳماتریس فرم به نخست کار این برای دارد. دقیق حل چارچوب این در که است فرایندهایی ان از واکنش و

نام تغییر با و (٨٢) و (۶۵) های رابطه از الف: (١٣٩٩ فروردین ١٠ تحویل: (موعد تمرین: n

A0 = D, A1 = E (٨٣)

Bulk Hamiltonian١٣
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که: آورید بدست

[X0, D] = 0 [X1, E] = 0, X0D −X1E = DE. (٨۴)

که آورید بدست ها رابطه همان از ب:

⟨W |

 −αE +X0

αE +X1

 ⟨

 βD −X0

−βD −X1

 |V ⟩ = 0. (٨۵)

توان ͳم مناسب انتخاب با که دهید نشان نزند) لطمه روابط سازگاری به جایی΋ه (تا شود انتخاب دلخواه به تواند ͳم X که آنجا از پ:

آورد: در زیر ش΋ل به را نهایی روابط

DE = D + E D|V ⟩ = 1

β
|V ⟩ ⟨W |E =

1

α
⟨W |. (٨۶)

فوق. معادلات از ͳحل یافتن به شود ͳم تبدیل فرایند این پایای حالت کردن پیدا مسئله بنابراین

(١٣٩٩ ماه فروردین ١٠ تحویل: (موعد تمرین:  n

با است برابر Z بهنجارش ضریب که دهید نشان

Z = ⟨W |CN |V ⟩ (٨٧)

.C = D + E آن در که

ͳکمیت همان تابع این هم ͳفن نظر از شوند. ͳم استخراج تابع این از ͳ΋فیزی مهم های کمیت که چرا خوانیم ͳم پارش تابع را Z نیز اینجا در

است. موجه کاملا نامΎذاری این دلیل همین به کند، ͳم بهنجار را احتمالات که است

در را ͳالΎچ متوسط خواهیم ͳم کنید فرض مثال عنوان به کرد. محاسبه ͳبراحت نیز را ͳهمبستگ توابع توان ͳم ͳماتریس ضرب فرمالیزم در

نویسیم: ͳم صورت این در کنیم. پیدا شب΋ه از ام k نقطه

⟨nk⟩ =
∑

n1,n2,···nN

nkψn1,n2···nN
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=
∑

n1,n2,···nN

nk
1

Z
⟨W |An1

An2
· · ·AnN

|V ⟩. (٨٨)

که: کنیم ͳم استفاده نکته این از حال

∑
n

An = D + E = C,
∑
n

nAn = D (٨٩)

نتیجه در و

⟨nk⟩ =
⟨W |Ck−1DCN−k|V ⟩

⟨W |CN |V ⟩
. (٩٠)

که دهید نشان تمرین: n

< Jk >= ⟨Nk(1− nk+1)⟩ =
⟨W |CN−1|V ⟩
⟨W |CN |V ⟩

. (٩١)

شب΋ه که شرایط این در بپردازیم. Έپریودی مرزی شرایط در ͳماتریس ضرب روش کاربرد به و کنیم توقف ͳکم است بهتر حل راه این ادامه از قبل

گیرد: ͳم خود به ͳل΋ش چنین ͳماتریس ضرب نهاه ندارد انتهایی و ابتدایی دیΎر

Pn1,n2,···nN
=

1

Z
Tr(An1

An2
· · ·AnN

). (٩٢)

ماند ͳم ͳباق زیر معادله فقط (٨٢) معادله سه از شرایط این در .Z = Tr(CN ) آن در که

DE = D + E. (٩٣)

این رابطه که است ͳکاف نتیجه در دهیم. ͳم نشان e و d با را اعداد این شود. ͳم حل اعداد توسط ͳیعن بعدی Έی های ماتریس توسط معادله این

باشد: زیر ش΋ل به عدد دو

de = d+ e −→ d =
e

d+ e
. (٩۴)

اعداد که آنجا از چنین هم است. ثابت شب΋ه در ذرات تعداد شود، ͳنم خارج آن از و وارد سیستم به ای ذره Έپریودی مرزی شرایط در که آنجا از

گرفته قرار شب΋ه کجای در ذرات که نیست مهم بهتر عبارت به است. برابر باهم ها هیئت همه احتمال شوند، ͳم جابجا هم با ها ماتریس برخلاف

داریم: آنگاه باشد،  2 با برابر ذرات تعداد و N = 4 اگر مثال عنوان به دارند. احتمال Έی ها حالت این همه پایا حالت در باشند،

P (1100) = P (1010) = P (1001) = P (0110) = P (0101) = P (0011) =
1

Z
d2e2 (٩۵)
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که است ͳکاف آورد. بدست را هرکدام احتمال ͳراحت به توان ͳم هستند احتمال هم ها هیيئت همه که این به توجه با .Z = (d + e)4 درآن که

نتیجه در و
(
N
M

)
با: است برابر مم΋ن های هیئت کل تعداد باشد، M ذرات تعداد و N شب΋ه نقاط تعداد اگر آوریم. بدست را ها هیئت کل تعداد

با: است برابر ͳهیئت هر احتمال

P =
1(
N
M

) . (٩۶)

چنین هم کنید. حساب پایا حالت در را ذرات جریان و ͳالΎچ ͳسیستم چنین برای .(١٣٩٩ ماه فروردین ١٠) تحویل موعد تمرین: n

کنید: حساب را زیر کمیت

را. شب΋ه از نقطه دو در ͳالΎچ ͳهمبستگ ͳیعن ⟨nk · · ·nl⟩

دارد باز مرزی شرایط که خود اولیه مسئله به شود، ͳم حل ͳسادگ به که است مسئله دیدیم که Έپریودی مرزی شرایط در کوتاه توقف این از پس

کنند: صدق زیر روابط در که کنیم پیدا بردارهایی و ها ماتریس بایست ͳم مسئله این در گردیم. ͳم باز

DE = D + E D|V ⟩ = 1

α
|V ⟩ ⟨W |E =

1

β
⟨W |. (٩٧)

ͳیعن پارش تابع کنیم حساب باید که ͳکمیت مهمترین

ZN = ⟨W |CN |V ⟩ = ⟨W |(D + E)N |V ⟩ (٩٨)

دهیم: انجام توانیم ͳم روش چند به را کار این است.

.Έکوچ های شب΋ه برای ها ماتریس مستقیم کردن جابجا اول: روش n

داریم: N = 2 برای مثلا Έکوچ های N برای

C = D + E C2 = D2 + E2 +DE + ED = D2 + E2 + ED +D + E (٩٩)

داشت: خواهیم (٩٧) روابط به توجه با آنگاه باشد، ⟨W |V ⟩ = 1 که ͳل΋ش به کنیم بهنجار را بردارها اگر نتیجه در

Z1 =
1

α
+

1

β
Z2 =

1

α2
+

1

β2
+

1

αβ
+

1

α
+

1

β
. (١٠٠)
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های کمیت آن روی از سپس و کنید حساب را پارش تابع روش همین به N = 4 برای .(١٣٩٩ ماه فروردین ١٠) تحویل موعد تمرین: n

کنید: حساب را زیر

⟨nk⟩ for k = 1, 2, 3, 4 and J. (١٠١)

کنیم. محاسبه دلخواه N برای را (D + E)N بتوانیم بایست ͳم کنیم استفاده روش این از آنکه برای

آورید. بدست DnE برای ساده عبارت Έی الف: تمرین: n

آورید. بدست DEn برای ساده عبارت Έی ب:

جوابش اما گفت. نخواهیم را آن آوردن بدست روش نیز درس این در نیست. ساده چندان (D + E)N برای ساده عبارت Έی آوردن بدست

است: این

(D + E)N =

N∑
p=0

p(2N − p− 1)!

N !(N − p)!

p∑
q=0

EqDp−q (١٠٢)

کنید. حساب دلخواه اندازه با شب΋ه Έی برای را پارش تابع بالا رابطه به توجه با تمرین: n

.C ماتریس کردن قطری دوم: روش n

نخست کنیم. ͳم محاسبه را پارش تابع سپس و رسانیم ͳم توان به و کرده قطری را آن سپس و آوریم ͳم بدست را C ماتریس روش این در

آن در که کردیم ͳمعرف قبلا که است ͳهمان که بعدی Έی نمایش Έی باشد. داشته نمایش نوع دو تواند ͳم تنها (٩٧) جبر که دهیم ͳم نشان

نمایش جز به محدود بعد با ͳنمایش هیچ جبر این دیΎر بیان به بعدی. نهایت بی نمایش Έی دیΎری و شوند ͳم داده نشان اعداد با ها ماتریس

کنیم: ͳم تعریف زیر ش΋ل به جدیدی های ماتریس کار این برای ندارد. بعدی Έی

D = I +D′, E = I + E′. (١٠٣)

آوریم: ͳم بدست (٩٧) جبر به توجه با

D′E′ = I, D′|V ⟩ = (
1

β
− 1)|V ⟩, ⟨W |E′ = (

1

α
− 1)⟨W |. (١٠۴)

٢٧



با است. صفر غیر آنها دترمینان چون پذیرند، وارون ها ماتریس این که گیریم ͳم نتیجه D′E′ = I رابطه از باشد محدود ها ماتریس بعد اگر

که شود ͳم معلوم D′ = E′−1 قراردادن

D′E′ = E′D′

آنجا از و

⟨W |V ⟩ = ⟨W |D′E′|V ⟩ = ⟨W |E′D′|V ⟩ = (
1

α
− 1)(

1

β
− 1)⟨W |V ⟩ (١٠۵)

نتیجه در و

(
1

α
− 1)(

1

β
− 1) = 1 −→ α+ β = 1. (١٠۶)

بهتر عبارت به باشد. داشته وجود β و α پارامترهای روی فوق قید که است جواب Έی ͳوقت فقط بعدی Έی نمایش که معناست این به نتیجه این

از که باشیم داشته خاطر به باید آید. ͳم بدست (٩٧) جبر بعدی Έی نمایش از که است ͳحالت پایا حالت خط این روی مدل این فاز دیاگرام در

گرفت. توان ͳنم ای نتیجه چنین نهایت بی بعد در پذیرند. وارون ماتریس دو این که گرفت نتیجه توان ͳم ͳمتناه بعد در تنها D′E′ = I رابطه

است: این حل راه Έی بعدی نهایت بی فضای در واق΄ در

D′ =

∞∑
n=0

|n⟩⟨n+ 1| E′ =

∞∑
n=0

|n+ 1⟩⟨n|. (١٠٧)

نیستند. مساوی هم با که دهید نشان و کنید حساب را E′D′ و D′E′ تمرین: n

کنیم. تعیین را |W ⟩ و |V ⟩ بردارهای باید حال

دهیم ͳم قرار تمرین: n

|V ⟩ =
∞∑

n=0

vn|n⟩ (١٠٨)

و

⟨W | =
∞∑

n=0

wn⟨n|. (١٠٩)

برقرارند: زیر روابط کردیم، پیدا E و D برای که ͳحل به توجه با که دهید نشان الف: 

vn = (
1

β
− 1)nv0, wn = (

1

α
− 1)nw0. (١١٠)
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باشیم: داشته باید باشد، ⟨W |V ⟩ = 1 اینکه برای دهید نشان ب:

v0 = w0 =

√
α+ β + 1

αβ
. (١١١)

دهیم: ͳم نشان κ با بعدی های استفاده برای را ثابت این

κ :=

√
α+ β + 1

αβ
(١١٢)

که دانیم ͳم کنیم، محاسبه را پارش تابع توانیم ͳم حال

ZN = ⟨W |CN |V ⟩.

دارد: را زیر ش΋ل نیز C ماتریس

C =



2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

. . .


(١١٣)

(١٣٩٩ فروردین ١٠ تحویل:  (موعد تمرین: n

هستند: زیر ش΋ل به ماتریس این بردارهای ویژه و مقدارها ویژه که دهید نشان

C|eθ⟩ = 2(1 + cos θ)|eθ⟩ (١١۴)
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آن در که

|eθ⟩ =
1

sin θ



sin θ

sin 2θ

sin 3θ

sin 4θ

·

·

·



(١١۵)

مثل بردار ویژه Έی راهنمایی: .θ ∈ [0, 2π] آن در که

|x⟩ =



x0

x1

x2

x3

·

·

·


شود: ͳم زیر روابط به منجر C|x⟩ = λ|x⟩ برداری ویژه معادله بΎیرید. نظر در را

xn−1 + 2xn + xn+1 = λxn (١١۶)

بمانند. ͳباق محدود آورید ͳم دست به که برداری ویژه های درایه که کنید تقاضا و کنید حل x−1 = 0 مرزی شرایط با را معادله این

که دهید نشان تمرین: n

⟨W |eθ⟩ =
κa

1 + a2 − 2a cos θ
(١١٧)

آن در که

a =
1

α
− 1.

٣٠



که دهید نشان چنین هم

⟨eθ|V ⟩ = κb

1 + b2 − 2b cos θ
. (١١٨)

است: زیر صورت به که داریم نیاز C ماتریس بردارهای ویژه بودن کامل رابطه Έی به نهایتا

است: برقرار زیر بودن کامل رابطه قضیه: n

1

π

∫ 2π

0

sin2 θ|eθ⟩⟨eθ| = I. (١١٩)

با: است برابر چپ طرف دهیم: ͳم بسط را بالا تساوی چپ طرف ها حالت ویژه تعریف به توجه با اثبات:

1

π

∫ 2π

0

∞∑
n=0

∞∑
m=0

sin(n+ 1)θ sin(m+ 1)θ|m⟩⟨n|dθ

=
1

π

∫ 2π

0

∞∑
n=0

∞∑
m=0

1

2

[
cos(n−m)θ − cos(m+ n− 2)θ

]
|m⟩⟨n|dθ

=
1

π

∞∑
n=0

∞∑
m=0

1

2

[
2πδn,m

]
|m⟩⟨n| =

∞∑
n=0

|n⟩⟨n| = I. (١٢٠)

آید: ͳم در انتگرال Έی صورت به پارش تابع ترتیب این به

ZN = ⟨W |CN |V ⟩ = 1

π

∫ 2π

0

⟨W |CN |eθ⟩⟨eθ|V ⟩ sin2 θdθ

=
1

π

∫ 2π

0

⟨W |eθ⟩⟨eθ|V ⟩(1 + cos θ)N2N sin2 θ

=
2N

π
κ2ab

∫ 2π

0

(1 + cos θ)N sin2 θ

(1 + a2 − 2a cos θ)(1 + b2 − 2b cos θ)
dθ. (١٢١)

اینکه یادآوردن به با

κ2 =
α+ β + 1

αβ
, a = (

1

α
− 1) b = (

1

β
− 1)

از: است عبارت واکنش و پخش فرایند پارامترهای حسب بر پارش تابع نهایی ش΋ل

ZN (α, β) =
2N

π

(1− α)(1− β)(α+ β + 1)

α2β2

∫ 2π

0

(1 + cos θ)N sin2 θ

(1 + a2 − 2a cos θ)(1 + b2 − 2b cos θ)
dθ. (١٢٢)

اول نگاه در تابع این متغیره. Έی تابع Έی انتگرال محاسبه به است شده تبدیل پیچیده ای ذره بس مسئله Έی پارش تابع محاسبه ترتیب این به

انتگرال این توان ͳم مختلف های روش به است. ساده غایت به ای ذره بس مسئله ͳیعن اولیه مسئله به نسبت ͳول نباشد ای ساده تابع است مم΋ن

٣١



از توان ͳم حد این در و هستیم N −→ ∞ حد در انتگرال این رفتار به علاقمند ما که است مهم نکته این به توجه خصوص به کرد. محاسبه را

این از استفاده با توان ͳم دهیم. ͳم نشان Z∞(α, β) با را پارش تابع حد این در کرد. مطالعه را انتگرال رفتار و کرد استفاده ͳزین نقطه تقریب

دیاگرام β و α به ها کمیت این ͳتحلیل غیر ͳبستگ کرد. حساب را ͳالΎچ طرح چنین هم و جریان نظیر ͳ΋ترمودینامی های کمیت کلیه عبارت

ͳتخصص مقالات به مراجعه با تواند ͳم علاقمند خواننده داد. نخواهیم انجام را محاسبات این ما کرد. خواهد تعیین دقیق طور به را فرایند این فاز

کند. کامل را موضوع این

٣٢


