
ͳکوانتوم آماری Έانیم : پنجم درس

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانشده پور‐ ͳکریم وحید

١٣٩٨ دی ١٨

مقدمه ١

نادیده تقریباً را میروسوپی دنیای ͳکوانتوم خصوصیات و است بوده Έکلاسی های سیستم آماری Έانیم به منحصر کنون تا ما بحث همه

گرفت نظر در ͳکوچ های گوی مثل را ها اتم و ها مولول گاز، Έی آماری Έانیم مطالعه در توان ͳم آیا است؟ مجاز کار این آیا ایم. گرفته

گرفت؟ نادیده را انرژی سطوح بودن گسسته نوسانگرها، از ای مججموعه ِ آماری Έانیم مطالعه در توان ͳم آیا هستند؟ نیوتن حرکت قوانین تابع که

که است ممن دارد. آن نظایر و فشار و دما شرایط به بسته ͳکوانتوم Έانیم از استفاده واق΄ در نه؟ هم و است آری هم سوال این پاس

بسیار تقریب میروسوپی ذرات رفتار توصیف برای Έکلاسی تقریب که باشد ای گونه به دما و  ( فشار یا ) ͳالΎچ نظیر ماکروسوپی شرایط

kT >> ℏω که باشد چنان دما هرگاه دارند، یسان فرکانس ͳΎهم که Έهارمونی نوسانگرهای از مجموعه Έی برای مثال عنوان به باشد. خوبی

Έانیم که دهد ͳم بدست را ͳنتایج همان دما از حد این در Έکلاسی آماری Έانیم و شوند ͳنم دیده نوسانگر انرژی سطوح بودن گسسته ،

.ͳکوانتوم آماری

ͳکوانتوم آماری Έانیم از بایست ͳم و نیست ͳکاف Έکلاسی آماری Έانیم که است ͳمعین شرایط تحت تنها هم مایع یا گاز Έی مورد در

با است برابر T دمای در آنها دوبروی موج طول ͳیعن آنها گرمایی موج طول که دانیم ͳم باشند، m جرم دارای گاز ذرات اگر کرد. استفاده
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گوی مثل را ذرات ͳیعن کرد، نظر صرف ͳکوانتوم زاثرات ا توان ͳم باشد، کمتر بسیار ذرات بین فاصله از موج طول این هرگاه .λ = h√
2πmkT

کند ͳم تعیین که ͳملاک بنابراین ندارد. فضایی ͳگستردگ گونه هیچ آنها فضایی موج تابع که گرفت نظر در جایΎزیده و Έکلاسی Έکوچ های

؛ l = n1/3 که دانیم ͳم است. λ ͳیعن گرمایی موج طول به l ͳیعن ذرات بین متوسط فاصله نسبت ͳکلاسی یا است ͳکوانتوم گاز Έی رفتار آیا

رسیم: ͳم زیر ملاک به بنابراین است. ͳالΎچ n آن در که

λn3 << 1 −→ Classical Behaviour

λn3 >> 1 −→ Quantum Behaviour. (١)

سمت شل است. Έکوچ ذرات بین فاصله با مقایسه در گرمایی موج طول پایین، ͳالΎچ یا و بالا دمای در گاز چپ: سمت شل :١ شل

گاز و Έکلاسی اول گاز است. مقایسه قابل یا بزرگ ذرات بین فاصله با مقایسه در گرمایی موج طول بالا، ͳالΎچ یا پایین دمای در گاز راست:

است. ͳکوانتوم دوم
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ͳالΎچ ماتریس ‐ ͳکوانتوم های میروحالت ٢

نقطه این شود. ͳم توصیف بعدی 6N فاز فضای در نقطه Έی با لحظه هر در است، شده تشیل ذره N از که Έکلاسی سیستم Έی وضعیت

احتمال ͳالΎچ که دیدیم Έکانونی آنزامبل در و Έکلاسی آماری Έانیم در شود. ͳم مشخص (r1, r2, · · · rN , p1, p2, · · · pN ) مختصات با

با: است برابر باشد نقطه این در سیستم تعادل حالت در که این

P (r, p) =
1

Z
tr(e−βH) =

1

Z
e−βE(r,p) (٢)

های کنش برهم این است. نشده گرفته نظر در ذرات بین ͳجزئ بسیار های کنش برهم آن در که است آل ایده سیستم Έی ͳهامیلتون H آن در که

برهم این اگر شوند. ͳم Έارگودی خاصیت ایجاد و فاز فضای تمام در شدن پخش و سیستم ͳتصادف رفتار باعث که هستند هایی همان ١ جزیی

مسیرش شد،؛ ͳم توصیف H =
∑3N

i=1
p2
i

2m ͳهامیلتون با که ͳسیستم نبود، ظرف) های دیواره با با یدیΎر با ذرات برخورد ) ͳجزئ های کنش

توصیف آل ایده ͳهامیلتون Έی های انرژی ویژه با ها میروحالت ͳکوانتوم سیستم Έی در مشابه طریق به شد. ͳم راست خط Έی فاز فضای در

ͳهامیلتون با که ͳسیستم نباشند، ها کنش برهم این اگر است. نشده گرفته نظر در آن در باقیمانده های کنش برهم Έکلاسی حالت مثل که شوند ͳم

باقیمانده های کنش برهم اما ماند. ͳم ͳباق حالت ویژه همان در همواره بΎیرد قرار انرژی حالت ویژه Έی در هرگاه شود، ͳم توصیف H آل ایده

نداشته ͳمعین حالت و شده پخش ها حالت ویژه تمام روی نهایتا و شود جابجا ͳهامیلتون های حالت ویژه روی دائما سیستم که شوند ͳم باعث

کردن مشخص برای لازم ͳکوانتم اعداد تمام دهنده نشان i اندیس آن در که دهیم نشان |ψi⟩ با را ͳهامیلتون های حالت ویژه اگر بنابراین باشد.

ͳیعن هاست، حالت ویژه

H|ψi⟩ = Ei|ψi⟩, (٣)

حالت Έی در سیستم گوییم ͳم ͳحالت چنین در است. |ψi⟩ حالت در Pi =
1
Z e

−βEi احتمال با سیستم T ثابت دمای در و تعادل حالت در آنگاه

ͳم قرار کنیم: ͳم عمل زیر ترتیب به بΎیریم اندازه را A مثل ͳکمیت متوسط بخواهیم هرگاه ماست. ٣ آمیخته حالت Έی در بله نیست ٢ خالص

دهیم:

A =
∑
i

Pi⟨ψi|Â|ψi⟩, (۴)

Residual Interactions١

Pure State٢

Mixed State٣
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معین A پذیر مشاهده مقدار بازهم باشد، |ψi⟩ معین حالت Έی در سیستم که ͳوقت ͳحت زیرا است، ͳکوانتوم متوسط Έی ⟨ψi|Â|ψi⟩ آن در که

از نوشت. بهتری صورت به را ٣ عبارت توان ͳم است. شده گرفته گرمایی آنزامبل روی متوسط ͳکوانتوم متوسط از بعد بالا عبارت در نیست.

بنویسیم: توانیم ͳم دهند، ͳم تشیل متعامد پایه Έی ها |ψi⟩ که آنجا

A = tr(
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi|) = tr(ρ̂Â) (۵)

آن در که

ρ̂ :=
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi| (۶)

ͳم تعریف {|ψi⟩} بردارهای مجموعه هر برای و {Pi} توزیع تابع هر برای ͳالΎچ ماتریس که کنیم دقت باید شود. ͳم خوانده ۴ ͳالΎچ ماتریس

«ͳکوانتوم رایانش » درسنامه به تواند ͳم کند، پیدا ͳالΎچ ماتریس باره در تری دقیق و تر کامل دانش بخواهد خواننده که ͳصورت در ) شود.

با: شود ͳم برابر ͳالΎچ ماتریس بنابراین .Pi =
1
Z e

−βEi داریم: Έکانونی آنزامبل برای کند.). مراجعه

ρ̂ =
1

Z

∑
i

e−βEi |ψi⟩⟨ψi| (٧)

یا و

ρ̂ =
1

Z
e−βĤ (٨)

آن در که

Z =
∑
i

e−βEi = tr(e−βĤ). (٩)

ای ذره بس های سیستم هیلبرت فضای ٣

Έانیم نامه درس در تواند ͳم خواننده را تری مفصل شرح دهیم. ͳم شرح را ای ذره بس سیستم Έی هیلبرت فضای اختصار به بخش این در

بیابد. ͳکوانتوم

Density Matrix۴
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نشان VN با پذیراست تمیز ذره N از متشل که را ای ذره N سیستم Έی هیلبرت فضای و دهیم ͳم نشان V با را ذره Έی هیلبرت فضای

با: است برابر VN هیلبرت فضای ͳکوانتوم Έانیم بنابر صورت این در دهیم. ͳم

VN = V ⊗ V ⊗ V · · ·V ≡ V ⊗N (١٠)

|ei1⟩⊗|ei2⟩⊗ صورت به V ⊗N پایه بردارهای دهیم نشان |ei⟩ با را V پایه بردارهای هرگاه فضاهاست. تانسوری ضرب دهنده نشان ⊗ آن در که

ذره Έی هیلبرت فضای در را Â مثل عملΎری هرگاه بود. خواهد dN با برابر V ⊗N بعد باشد، d با برابر V بعد هرگاه بود. خواهد · · · |eiN ⟩

بود: خواهد زیر صورت به و است ام i ذره روی Â اثر دهنده نشان Ai عملΎر کنیم، تصور

Âi = I ⊗ I ⊗ · · · Â⊗ · · · I, (١١)

. ÂiÂj = ÂjÂi انگاه i ̸= j اگر که داینم ͳم تانسوری ضرب خواص از

محیط با هرکدام توانند ͳم البته ذرات این ندارند. کنش برهم یدیΎر با ذرات آن در که داریم کار سرو ͳسیستم با که کنید فرض مثال: n

شود: ͳم نوشته زیر شل به ͳهامیلتون ͳشرایط چنین در کنند. کنش برهم خارج

H(N) =

N∑
i=1

Hi (١٢)

با: بود خواهد برابر پارش تابع صورت این در کنند. ͳم عمل ذرات بقیه روی I عملΎرهای بقیه و کند ͳم عمل ام i مان در H آن در که

ZN = tr(e−βH(N)

) = tr(e−β(H1+H2+···HN )). (١٣)

داشت: خواهیم شوند ͳم جابجا باهم ها Hi که آنجا از

ZN = tr(e−βH1e−βH2 · · · e−βHN ). (١۴)

که دید توان ͳم ͳبراحت اما

e−βH1 = e−βH ⊗ I ⊗ I · · · ⊗ I, (١۵)

: تانسوری ضرب خواص از استفاده با و

e−βH1e−βH2 · · · e−βHN = e−βH ⊗−βH ⊗−βH · · · e−βH . (١۶)
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نتیجه در

ZN = tr(e−βH ⊗−βH ⊗−βH · · · e−βH = tr(e−βH)N . (١٧)

آن در که ZN = ZN
1 ͳیعن است ای ذره Έی پارش تابع ام N توان ای ذره N پارش تابع هم حالت این در Έکلاسی حالت مثل بنابراین

.Z1 = tr(e−βH)

داریم: ͳسیستم چنین برای پذیر: تمیز آزاد ذرات مثال: n

ZN = ZN
1 (١٨)

آن در که

Z1 = tr(e−β P2

2m ) (١٩)

با: است برابر Z1 بالا رابطه بنابر

Z1 =
∑
i

e−βEi (٢٠)

d چاه Έی در که ذره Έی برای است. ذره Έی ͳکوانتوم اعداد دهنده نشان i و است آزاد ذره Έی انرژی مقدارهای ویژه ها Ei آن در که

با: است برابر انرژی و دارد وجود ͳکوانتوم عدد تا d،کند ͳم ͳزندگ L طول به ͳاضلاع با بعدی

En =
ℏ2π2

2mL2

(
n21 + n22 + · · ·n2d

)
. (٢١)

با: است برابر ͳحالت ویژه چنین به مربوط موج تابع سخت، نهایت بی های دیواره مرزی شرایط در

ψn = A sin
n1π

L
x1 sin

n1π

L
x2 · · · sin

n1π

L
xd, (٢٢)

با: شود ͳم برابر پارش تابع بنابراین است. بهنجارش ثابت Έی A آن در که

Z1 =
∑

n1,n2,···nd

e−β ℏ2π2

2mL2 (n2
1+n2

2+···n2
d) := Qd (٢٣)

با: است برابر Q آن در که

Q =

∞∑
n=1

e−β ℏ2pi2

2mL2 n2

. (٢۴)
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کنیم: تعریف زیر صورت به را k متغیر اگر کرد. محاسبه را آن و تبدیل ͳگاووس انتگرال ی به توان ͳم خوبی تقریب با را جم΄ این

k =
ℏπ
L
n, (٢۵)

به را جم΄ توان ͳم زیر مطابق بنابراین است. اندک بسیار k تغییر کند، ͳم تغییر n که ͳوقت L بودن بزرگ به توجه با که شویم ͳم متوجه

داد: انجام زیر صورت

Q =

∞∑
k=0

(
∆n

∆k
)∆ke−β ℏ2k2

2m , (٢۶)

بنابراین آورد. بدست k = π
Ln ی رابطه از استفاده با توان ͳم را تعداد این است. ∆k ی بازه Έی درون نقاط تعداد ∆n

∆k آن در که

داریم نتیجه در ∆n
∆k = L

π .

Q =

∞∑
k=0

L

π
∆ke−β ℏ2k2

2m =
L

π

∫ ∞

0

dke−β ℏ2k2

2m

=
L

2π

∫ ∞

−∞
dke−β ℏ2k2

2m =
L

2π

√
2πm

ℏ2β
=
L

λ
, (٢٧)

: با است برابر تعریف بنابر که است گرمایی موج طول λ آن در که

λ :=
h√

2πmkT
. (٢٨)

با: شود ͳم برابر Z1 ͳیعن ذره Έی پارش تابع نتیجه در

Z1 =
V

λd
(٢٩)

با: شد خواهد برابر ای ذره N گاز پارش تابع و

ZN = (
V

λd
)N . (٣٠)

فضای حجم تبدیل برای و Έکلاسی های سیستم برای Έکانونی آنزامبل ͳبررس در قبلا که h ضریب که است این جا این در توجه قابل نکته

و ͳبدیه طور به جا این در بودیم کرده استفاده قطعیت عدم اصل به مربوط شهودی های استدلال از آنجا در و بود شده وارد تعداد به فاز

در بودیم کرده وارد ذرات ناپذیری تمیز خاطر به آنجا در که 1
N ! ضریب که باشیم داشته انتظار نباید اما شود. ͳم وارد پارش تابع در ͳطبیع

بیاوریم بدست ͳپارش تابع بخواهیم اگر بنابراین . پذیرند تمیز ذرات که ایم کرده فرض ابتدا همان از جا این در زیرا شود ظاهر نیز جا این
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تابع و کنیم اضافه جا این در را 1
N ! ضریب همچنان باید باشد، داشته بر در نیز را ذرات ناپذیری تمیز و باشد معتبر کم های ͳالΎچ در که

بنویسیم: زیر صورت به را پارش

ZN =
1

N !
(
V

λd
)N . (٣١)

کنیم. ͳم ͳبررس ͳکوانتوم دقیق دیدگاه از را آن و پردازیم ͳم یسان ذرات مهم مسئله به مقدمات این از پس

ͳکوانتوم Έانیم در یسان ذرات ۴

توصیف این است. دوم ذره مان r2 و اول ذره مان r1 آن در که نویسیم ͳم ψ(r1, r2) صورت به را ای ذره دو سیستم Έی موج تابع

Έکلاسی Έانیم در چه اگر تشخیص این بدهیم. تمیز هم از را 2 و 1 ذرات هویت بتوانیم ما ͳذهن نظر از لااقل که است درست ͳوقت

همواره شوند ͳم توصیف موج های بسته با ذرات که ͳکوانتوم Έانیم در ͳول است، پذیر امان هستند Έکوچ های گوی مثل ذرات که

تابع زمان گذشت اثر در کنیم گذاری شماره ͳذهن طور به را ها آن و بدهیم تمیز هم از را ذرات لحظه Έی در اگر ͳحت نیست. پذیر امان

به نکته این کنیم. شناسایی را ذرات توانیم ͳنم دیΎر موج های بسته شدن جدا از بعد و روند ͳم فرو هم در و شده پخش ذرات این موج

دانیم ͳنم واقعاً ما ذره دو برخورد از بعد دهد. ͳم نشان را یسان ذره دو برخورد که است شده داده نشان (١) شل در Έشماتی صورت

شود داده ͳموج تابع توسط بایست ͳم ای ذره دو سیستم Έی از درست توصیف بنابراین است. 2 ی ذره ذره کدام و 1 ی ذره ذره کدام که

احتمال بتواند تنها بایست ͳم ψ(r1, r2) مثل ای ذره دو موج تابع Έی بنابراین باشد. شده گرفته نظر در آن در ذرات ناپذیری تمیز این که

داشته بایست ͳم نتیجه در است. نقطه کدام در ذره کدام بΎوید که این نه کند معین r2 نقطه در را ذره Έی و r1 نقظه در را ذره Έی وجود

باشیم:

|ψ(r1, r2)|2 = |ψ(r2, r1)|2 (٣٢)

که است این معنای به که

ψ(r2, r1) = eiθψ(r1, r2). (٣٣)

٨



که رسیم ͳم رابطه این به کنیم تکرار دیΎر بار Έی را بالا جایΎشت اگر

ψ(r1, r2) = e2 iθψ(r1, r2) (٣۴)

کند: صدق زیر شرایط در بایست ͳم ای ذره دو موج تابع ͳیعن eiθ = ±1 دهد ͳم نتیجه که

ψ(r2, r1) = ±ψ(r1, r2). (٣۵)

صحیح نیمه آنها اسپین که ͳذرات ͳیعن  ) ها فرمیون برای دارد. ذرات نوع به ͳبستگ باشد پادمتقارن یا متقارن بایست ͳم موج تابع که این

است صحیح آنها اسپین که ͳذرات ͳیعن ) ها بوزون برای و پادمتقارن بایست ͳم موج تابع (٣ هلیوم ایزوتوپ نوترون، الترون، مثل است

پادمتقارن یا متقارن که این آن و کرد توجه بایست ͳم مهم نکته Έی به باشد. متقارن بایست ͳم موج تابع ( ۴ هلیوم ایزوتوپ و فوتونها مثل

موج. تابع فضایی قسمت فقط نه است موج تابع کل خاصیت بودن

ͳیعن دهیم نشان un با ذره Έی برای را انرژی های حالت ویژه هرگاه ندارند. کنش برهم یدیΎر با که گیریم ͳم نظر در یسان ذره دو n

H(1)|un⟩ = ϵn|un⟩ (٣۶)

توان ͳم ای ساده طریق به را ذره ٢ برای انرژی های حالت ویژه آنگاه است، ذره Έی های حالت ویژه به مربوط ͳکوانتوم اعداد n آن در که

ͳیعن آید. ͳم بدست ای ذره N ͳهامیلتون حالت ویژه یدیΎر در ها حالت ویژه این کردن ضرب با که دانیم ͳم ساخت.

|ψn1,n2
⟩ = |un1

⟩ ⊗ |un2
⟩ (٣٧)

: که معنا این به است انرژی حالت ویژه Έی

H(2)|ψn1,n2⟩ = (ϵn1 + ϵn2)|ψn1,n2⟩. (٣٨)

باشد متقارن کاملا بایست ͳم ͳبوزون یسان ذرات برای و پادمتقارن کاملا بایست ͳم ͳفرمیون یسان ذرات برای (٣٨) حالت ویژه اما

دهیم. ͳم قرار زیر شل به را ͳفرمیون و ͳبوزون های حالت ویژه بنابراین آید. بدست ها سیستم گونه این برای درست حالت ویژه Έی تا

ها: بوزون برای

|ψ+
n1,n2

⟩ = 1√
2
(|un1

⟩ ⊗ |un2
⟩+ |un2

⟩ ⊗ |un1
⟩) , (٣٩)
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ها: فرمیون برای

|ψ−
n1,n2

⟩ = 1√
2
(|un1⟩ ⊗ |un2⟩ − |un2⟩ ⊗ |un1⟩) . (۴٠)

کدام در ذره کدام که گویند ͳنم و است n2 انرژی تراز در ذره Έی و n1 انرژی تراز در ذره Έی که کنند ͳم بیان تنها (۴١) و (۴٠) رابطه

⟨x1, x2| := ⟨x1| ⊗ ⟨x2| در را بالا های رابطه طرفین که است ͳکاف بیاوریم بدست را فضایی موج تابع بخواهیم هرگاه است. انرژی تراز

بیاوریم: بدست و کنیم ضرب

ψ±
n1,n2

(x1, x2) =
1√
2
(un1

(x1)un2
(x2)± un2

(x1)un1
(x2)) . (۴١)

ͳم نظر در ها فرمیون برای را ای ذره دو موج تابع نخست اثرات این فهم برای دارد. ͳمهم بسیار ͳفیزی اثرات موج تابع پادتقارن یا تقارن

آوریم: ͳم بدست ۴٢ رابطه از گیریم.

ψn1,n2
(x, x) =

1√
2
(un1

(x)un2
(x)− un2

(x)un1
(x)) = 0, (۴٢)

ψn1,n2
(x1, x2) موج تابع که داد نشان توان ͳم حقیقت در بΎیرند. قرار نقطه Έی در که ندارند تمایل فرمیون دو که معناست این به که

ͳمتفاوت کاملا̈ رفتار برعکس ها بوزون دارند. یدیΎر دف΄ به تمایل ها فرمیون که است این مثل یابد. ͳم کاهش |x1 − x2| شدن کم با

آوریم: ͳم بدست ۴٢ رابطه همان از بازهم دارند.

ψn1,n2
(x, x) =

1√
2
((un1

(x)un2
(x) + un2

(x)un1
(x)) =

√
2un1

(x)un2
(x) (۴٣)

نتیجه در و

| ψn1,n2(x, x) |2= 2 | un1(x) |2| un2(x) |2 (۴۴)

نبودند. یسان ذرات این که است ͳوقت برابر دو نقطه Έی در بوزون ذره دو وجود احتمال که است این ی دهنده نشان ٢ ضریب و

در ها بوزون کردن جذب و ها فرمیون کردن دف΄ ͳیعن خاصیت دو این کنند. ͳم جذب را یدیΎر ها بوزون که است این مثل بنابراین

بخش این پایان در شد. خواهد جالب ͳخیل خواص با متفاوت بسیار های پدیده باعث ͳبوزون و ͳفرمیون های سیستم ماکروسوپی رفتار

داشت: خواهیم ͳفرمیون ذره N برای بنویسیم. ذره N برای را ۴٢ رابطه تعمیم که بهتراست

Ψ−
n =

1√
N !

∑
P

(−1)|P |un1(xP (1))un2(xP (2)) · · ·unN
(xP (N)) (۴۵)
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جایΎشت برای و 0 با برابر زوج های جایΎشت برای |P | و است 1, 2, · · ·N ِ شاخص N از P های جایΎشت تمام روی جم΄ آن در که

نوشت: توان ͳم نیز گویند ͳم ۵ اسلیتر دترمینان را آن که دترمینان Έی شل به را بالا عبارت است. 1 با برابر فرد های

Ψn̂(x1, x2, · · ·xN ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

un1
(x1) un1

(x2) · · · un1
(xN )

un2(x1) un2(x2) · · · un2(xN )

· · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · ·

unN
(x1) unN

(x2) · · · unN
(xN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(۴۶)

نوشت توان ͳم نیز ها بوزون برای

Ψ+
n =

1√
N !

∑
P

un1(xP (1))un2(xP (2)) · · ·unN
(xP (N)) (۴٧)

شود. ͳم خوانده ۶ پرماننت ریاضیات در که است چیزی آن حاصل نوشت. تر فشرده صورت به توان ͳم نیز را تابع این ها فرمیون با مشابه

رود. ͳنم کار به ͳمنف علامت نوع هیچ ماتریس های درایه ترکیب در که تفاوت این با است دترمینان مثل درست آن ساختمان

یسان ذرات به مربوط های میروحالت ۵

ضرب فضای ها فرمیون یا ها بوزون از متشل ای ذره N سیستم Έی هیلبرت فضای دهیم، نشان V با را ذره Έی هیلبرت فضای اگر که دیدیم

هیلبرت فضای فضا این پادمتقارن قسمت تنها ها فرمیون برای و فضا این متقارن قسمت تنها ها بوزون برای بله نیست V ⊗V ⊗· · ·V تانسوری

است: زیر صورت به ها فرمیون برای فضا پایه بردارهای دهیم نشان |α با را V فضای پایه بردارهای هرگاه است. ͳفیزی

|α1, · · ·αN ⟩− :=
1√
N !

∑
P

(−1)|P ||αP (1)⟩ ⊗ · · · |αP (N)⟩ (۴٨)

است: زیر صورت به ها بوزون ِ هیلبرت فضای ی پایه بردارهای و

|α1, · · ·αN ⟩+ :=
1√
N !

∑
P

|αP (1)⟩ ⊗ · · · |αP (N)⟩. (۴٩)

Slater Determinant۵

Permanent۶
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بنابراین یابد. ͳنم کاهش ای ذره Έی پارش تابع به ای ذره N پارش تابع محاسبه ͳیعن نیست. صحیح ZN = ZN
1 ی رابطه دیΎر فضاها این برای

میروحالت از ͳتوصیف چنین که است معلوم اما کرد. محاسبه پادمتقارن یا متقارن موج توابع گرفتن نظر در با را ای ذره N پارش تابع بایست ͳم

است چیزی تر ساده توصیف این باشیم. تر ساده توصیف Έی جستجوی در است بهتر بنابراین است. مفید غیر و دشوار پارش تابع محاسبه برای ها

گوییم ͳم بله است انرژی تراز کدام در ذره کدام که گوییم ͳنم نمایش این در نامند. ͳم ٧ اشغال عدد نمایش یا جمعیت عدد نمایش را آن که

اعداد از دنباله Έی با میروحالت هر نمایش این در بنابراین .(٢) شل دارد. وجود ذره تا چند انرژی تراز هر در

دارد. قرار انرژی تراز هر در ذره تعداد چه :ͳکوانتوم گاز Έی برای ها میروحالت تعیین صحیح روش :٢ شل

(n1, n2, n3, · · ·nK) (۵٠)

یا ͳمتناه تواند ͳم K آزاد ذره برای مثلا ذره Έی طیف نوع به بسته البته است. ذره Έی انرژی های حالت تعداد K آن در که شود ͳم مشخص

هیچ دارای انرژی لایه هر درون ذرات تعداد ها بوزون برای که است آن کند ͳم مشخص را ها بوزون و ها فرمیون تفاوت که آنچه باشد. ͳنامتناه

Occupation Number Representation٧
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داریم: بنابراین باشد. 1 یا 0 تواند ͳم تنها ni عدد هر ها فرمیون برای ͳول کند ͳم تغییر نهایت بی تا صفر از ni ͳیعن نیست ͳمحدودیت

for bosons 0 ≤ ni <∞

for fermions ni = 0, 1. (۵١)

با: است برابر اش انرژی بالا نوع از ِ میروحالت هر حال

E = n1ϵ1 + n2ϵ2 + · · ·nkϵK . (۵٢)

بود: خواهد زیر صورت به پارش تابع نتیجه در

ZN =

′∑
n1,n2,···nk

e−β(n1ϵ1+n2ϵ2+···nkϵK) (۵٣)

n1+n2+· · ·nK = N شرط در که است مقادیری تمام روی جم΄ که معنا این به است مقید جم΄ Έی جم΄ این که است این معنای به
∑′ آن در که

ما و آید ͳم ما Έکم به Έکانونی گراند آنزامبل به توسل که جاست .این کند ͳم مواجه دشواری با را پارش تابع محاسبه قید این کنند. ͳم صدق

که کنیم پرداخت بهایی ͳسادگ این برای بایست ͳم البته کنیم. حساب ͳبراحت ها فرمیون و ها بوزون برای را Έکانونی گراند پارش تابع توانیم ͳم

نویسیم: ͳم بنابراین کرد. خواهیم توجه آن به بعداً

Q(z) =

∞∑
N=0

ZN

=

∞∑
N=0

′∑
n1,n2,···nk

zn1+n2+···nKe−β(n1ϵ1+n2ϵ2+···nkϵK) (۵۴)

با: بود خواهد برابر Q ͳیعن ندارد، وجود ها ni روی ͳمحدودیت هیچ دیΎر زنیم، ͳم جم΄ نیز N مقادیر روی که آنجا از

Q(z) =
∑

n1,n2,···nK

(ze−βϵ1)n1(ze−βϵ2)n2 · · · (ze−βϵk)nK (۵۵)

نتیجه در و

Q(z) =

K∏
i=1

∑
n

(ze−βϵi)n (۵۶)

آوریم: ͳم بدست زیر ترتیب به را ͳفرمیون و ͳبوزن پارش توابع دارد وجود ها فرمیون و ها بوزون برای ni اعداد روی که قیدی به توجه با آنجا از و

Q+(z) =

K∏
i=1

1

1− ze−βϵi
Bosons (۵٧)
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و

Q−(z) =

K∏
i=1

1 + ze−βϵi Fermions. (۵٨)

تابع این لΎاریتم از ها کمیت همه که آنجا از شود. ͳم محاسبه ͳبراحت ها بوزون و ها فرمیون برای Έگراندکانونی پارش تابع ترتیب این به

بنویسیم: را توابع این لΎاریتم که است بهتر آید ͳم بدست پارش

ها: فرمیون برای n

lnQ(z) =

K∑
i=1

ln(1 + ze−βϵi) (۵٩)

ها: بوزون برای n

lnQ(z) = −
K∑
i=1

ln(1− ze−βϵi) (۶٠)

های پدیده باعث کم ͳخیل تفاوت همین که دید خواهیم ͳول دارند هم با ͳکم ͳخیل تفاوت ها فرمیون و ها بوزون پارش تابع که رسد ͳم نظر به

البته کنیم. ͳم مطالعه را ͳبوزون گاز و ͳفرمیون گاز ͳکل خواص ترتیب به آینده بخش دو در شود. ͳم ها فرمیون و ها بوزون برای ͳمتفاوت ͳکل به

هم بعد به این از کنیم. ͳم موکول آینده های فصل به را موضوع این ͳتفصیل مطالعه است. کوتاه ͳخیل و ͳکل خصوصیات به منحصر ما مطالعه

است معلوم بخش هر در دهیم. ͳم نشان Q(z) با را آنها دوی هر پارش تابع کنیم، ͳم ͳبررس را ها بوزون و ها فرمیون جداگانه بخش دو در چون

نیست. ͳمنف و مثبت های اندیس نوشتن به نیازی دیΎر و داریم سروکار پارش تابع کدام با ما که

ها فرمیون ۶

Έگراندکانونی آنزامبل در که چون ذرات تعداد متوسط بΎوییم باید تر دقیق طور به البته است. ذرات تعداد کنیم، ͳم محاسبه که چیزی نخستین

کار به را N نماد همان N ͳیعن ذرات متوسط جای به است کم خیز و افت میزان که آنجا از اما کند، ͳم خیز و افت و نیست ثابت ذرات تعداد

آوریم: ͳم بدست بریم. ͳم

N = z
∂

∂z
lnQ =

∑
i

1

z−1eβϵi + 1
=
∑
i

1

eβ(ϵi−µ) + 1
(۶١)
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کنیم: ͳم حساب را انرژی سپس

U = − ∂

∂β
lnQ =

∑
i

ϵi
eβ(ϵi−µ) + 1

(۶٢)

که دانیم ͳم Έگراندکانونی آنزامبل روابط از بالاخره و

PV

kT
=
∑
i

ln(1 + ze−βϵi). (۶٣)

پارامتر بایست ͳم که است این مشل نکته تنها دهند. ͳم بدست را ͳفرمیون سیستم Έی باره در لازم اطلاعات همه ͳضمن طور به فوق معادله سه

بایست ͳم بهتر عبارت به رسید. ذرات تعداد حسب بر حالت معادله و انرژی برای ͳصریح روابط به بتوان تا کرد حذف معادلات این بین را z

قرار فشار و انرژی معادله ͳیعن دیΎر معادله دو در را پارامتر این سپس و آورد بدست N ͳیعن ذرات تعداد حسب بر را z پارامتر (۶١) رابطه از

این توان ͳم صفر دمای در اما . نیست ممن صریح صورت به کار این معادلات این فرم به توجه با رسید. انرژی معادله و حالت معادله به تا داد

خواص ͳبعض فهم به توانیم ͳم نیز آن از قبل داد. خواهیم انجام درس این ادامه در که است کاری این و داد انجام دقیق صورت به را محاسبات

که گرفت نتیجه توان ͳم (۶١) رابطه از کنیم. ͳم موکول آینده های درس به را صفر غیر دمای در ͳفرم گاز مطالعه کنیم. بسنده ͳکل روابط و

با: است برابر انرژی تراز هر در ذرات تعداد متوسط

ni =
1

z−1eβϵi + 1
=

1

eβ(ϵi−µ) + 1
(۶۴)

شود. ͳم تایید نیز (۶٢) رابطه با تعبیر این

آورید. بدست لایه هر در را ذرات تعداد واریانس سپس و ⟨ni⟩ متوسط βϵi به نسبت Έگراندکانونی پارش تابع از گرفتن مشتق با تمرین: n

توزیع به (۶۴) توزیع است. 0 ≤ z <∞ ناحیه ها فرمیون برای z تغییرات محدوده که گیریم ͳم نتیجه 0 ≤ ni ≤ 1 ها فرمیون برای که آنجا از

که فهمیم ͳم (۶۴) رابطه از آوریم. ͳم بدست صفر دمای در را توزیع تابع این شل نخست است. موسوم فرمͳ‐دیراک

ni =


1, ϵi < µ

0, ϵi > µ

(۶۵)

به توجه با شیمیایی پتانسیل که کنید دقت . (٣) شل هستند، پر µ از بالاتر انرژی ترازهای همه و پر µ از کمتر انرژی ترازهای تمام بنابراین

دهیم. ͳم نشان ϵF با را آن و خوانیم ͳم ٨ ͳفرم انرژی را شیمیایی پتانسیل صفر دمای در دماست. و ͳالΎچ به وابسته (۶١) رابطه
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هستند. ͳخال ͳفرم سط بالای و پر ͳفرم سط زیر های ترازی تمام صفر:  دمای در دیراک ͳفرم توزیع :٣ شل

ϵF := µ(T = 0).

شل به توزیع تابع و روند ͳم ͳفرم سط بالای به گرمایی انرژی گرفتن با هستند ͳفرم سط Έنزدی های لایه در که ͳذرات شود ͳم زیاد که دما

z−1eβϵi جمله و شود ͳم تر Έکوچ z نتیجه در و µ بله نیست، ϵF با برابر µ دیΎر صفر از بالاتر دمای در که کنید دقت باید آید. ͳم در (۶)

توان ͳم کند. ͳم میل ni ∝ e−βϵi ͳیعن بولتزمن توزیع تابع سمت به ذرات توزیع نتیجه در و شود ͳم تر بزرگ (۶۴) عبارت در ١ با مقایسه در

رابطه از که کرد تعریف ͳفرم دمای به موسوم دما Έی

TF :=
ϵF
k

(۶۶)

به و کنند ͳخال را انرژی پایین ترازهای که نیستند قادر ͳحرارت خیزهای و افت که است این اش ͳمعن باشد، T ≤ TF که هرگاه آید. ͳم بدست

است، T ≳ TF یا T ≈ TF که ͳوقت اما کند. ͳم تغییر ͳفرم سط Έنزدی های لایه جمعیت تنها دما این در براین بنا ببرند. ͳفرم سط بالای

T که هرچه روند. ͳم ͳفرم سط بالای به و شده Έتحری انرژی پایین های لایه در موجود ذرات ͳحت که شود ͳم بزرگ آنقدر حراتری انرژی

شود. ͳم کمتر ͳکوانتوم اثرات و Έنزدی بولتزمن ͳکلاسی توزیع به ذرات توزیع باشد، TF از بزرگتر

Fermi Energy٨
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ͳفرم سط بالای های لایه به و کرده ترک را ͳفرم سط زیر و Έنزدی های لایه ذرات صفر: از بالاتر ͳکم دمای در دیراک ͳفرم توزیع :۴ شل

روند. ͳم

صفر دمای در ͳفرم گاز ١ . ۶

تم ا از گازی آل ایده ͳفرم گاز از منظور کنیم. مطالعه بیشتر ͳکم صفر دمای در را آل ایده ͳفرم گاز توانیم ͳم ایم یادگرفته را ͳکل اصول که حال

یا فلز درون ͳترونال گاز (مثل هستند فرمیون ها اتم این دارند. قرار ͳپاوول طرد اصل تاثیر تحت تنها که است کنش برهم بدون مولوهای یا ها

ͳم نادیده را آنها ͳاسپین آزادی درجه ͳسادگ برای ͳول دارند اسپین ها اتم این اگرچه .(ͳنوترون ستاره Έی درون ͳنوترون گاز یا ٣ هلیوم گاز Έی

عدد در را انرژی ترازهای همه جمعیت توانیم ͳم آخر در ندارد. گرمایی خیز و افت آزادی درجه این که کنیم ͳم فرض دیΎر عبارت به گیریم.

تا (۶١) روابط در که است این ما مسئله اکنون آوریم. بدست ها اسپین آزادی درجه گرفتن نظر در با را ذرات همه جمعیت تا کنیم ضرب 2j+1

انرژی ترازهای که کنیم ͳم توجه نخست کنیم. محاسبه را آنها و کرده انتگرال به تبدیل را ها جم΄ و دهیم قرار را آزاد ذره Έی های انرژی (۶٣)

با: است برابر ذره Έی

ϵk =
ℏ2k2

2m
(۶٧)

آن در که

k = (kx, ky, kz) =
π

L
(nx, ny, nz)
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بنویسیم: همواری تابع هر برای توانیم ͳم بنابراین

∑
i

f(ϵi) =
∑

nx,ny,nz

f(ϵnx,ny,nz
) =

1

8

∫
d3kf(ϵk)

L3

π3
(۶٨)

اندازه تابع فقط ϵk که این به توجه با بنابراین بΎیریم. انتگرال مثبت های تکانه روی فقط بایست ͳم که شده ضرب این برای 1
8 ضریب آن در که

داشت: خواهیم است، k

∑
i

f(ϵi) =
V

2π2

∫ ∞

0

k2dkf(ϵk) (۶٩)

آیند: ͳم در زیر های انتگرال صورت به (۶٣) تا (۶١) روابط بنابراین

N =
V

2π2

∫ ∞

0

k2dk
1

z−1eβϵk + 1

U =
V

2π2

∫ ∞

0

k2dk
ϵk

z−1eβϵk + 1
PV

kT
=

V

2π2

∫ ∞

0

k2dk ln(ze−βϵk + 1). (٧٠)

آوریم. بدست زیبا و ͳکل نتیجه Έی که کنیم کاری جزء به جزء گیری انتگرال با توانیم ͳم کنیم معطوف سوم انتگرال به را خود توجه اگر

که: کنیم ͳم توجه کار این برای

∫ ∞

0

k2dk ln(ze−βϵk + 1) =
1

3
(k3) ln(ze−βϵk + 1) |∞k=0 −1

3

∫
k3dk

d

dk
ln(ze−βϵk + 1) (٧١)

بنویسیم: زیر صورت به را ست را طرف توانیم ͳم انتگرال پایین و بالا حدود به دقت ͳکم با

∫ ∞

0

k2dk ln(ze−βϵk + 1) = 0− 1

3

∫
k3dk

d

dk
ln(ze−βϵk + 1)

=
2

3

∫ ∞

0

k2dk
ϵkzβe

−βϵk

ze−βϵk + 1

=
2

3kT

∫ ∞

0

k2dk
ϵk

z−1eβϵk + 1
. (٧٢)

که: رسیم ͳم نتیجه این به (٧٠) از سوم رابطه با رابطه این مقایسه با ترتیب این به

PV =
2

3
U. (٧٣)

است. برقرار دمایی هر در و ذرات ͳالΎچ از مستقل رابطه این حجم و فشار و ͳداخل انرژی بین همواره ͳیعن

١٨



آورید. بدست بعد دو در آل ایده ͳفرم گاز برای را روابط این مشابه تمرین: n

کار این آوریم. بدست را ͳفرم گاز ͳترمودینامی روابط دلخواه دمای در و کنیم استفاده روابط این از که گرفت خواهیم یاد بعدی بخش در

با است. ساده آن به مربوط محاسبات که کنیم. معطوف صفر دمای به را خود توجه بخش این در بنابراین دارد. ͳمفصل نسبتا محاسبات به نیاز

به انرژی و ذرات تعداد به مربوط روابط ، µ ≡ ϵF صفر دمای در اینکه به توجه و (۶۵) رابطه ͳیعن صفر دمای در دیراک ͳفرم توزیع به توجه

آیند: ͳم در زیر های انتگرال صورت

N =
V

2π2

∫ ϵF

0

k2dk

U(T = 0) =
V

2π2

∫ ϵF

0

ϵk k
2dk. (٧۴)

کنیم: تعریف زیر صورت به را ͳفرم تکانه توانیم ͳم

ϵF =
ℏ2k2F
2m

نتیجه در

N =
V

2π2

∫ kF

0

k2dk =
V

6π2
k3F =

V

6π2

(
2mϵF
ℏ2

) 3
2

, (٧۵)

و

U =
V

2π2

∫ kF

0

ϵk k
2dk =

V

10π2
(
ℏ2

2m
)k5F =

V

10π2

(
2mϵF
ℏ2

) 3
2

ϵF . (٧۶)

آوریم: ͳم بدست هم بر رابطه دو این تقسیم با کند. ͳم تعیین گاز ͳالΎچ حسب بر را ͳفرم انرژی اول رابطه

U =
3

5
NϵF . (٧٧)

بودن ͳکوانتوم از ͳناش کند، ͳنم تبعیت انرژی پاری هم اصل از و است انرژی دارای نیز صفر دمای در ͳفرم گاز ،Έکلاسی گاز برخلاف که این

ͳم نظر در را (۶٣) رابطه صفر دمای در فشار آوردن بدست برای بروند. پایه حالت به ذرات همه دهد ͳنم اجازه که است ͳپاوول طرد اصل و آن

که کنیم ͳم استفاده حدی رابطه این از صفر دمای در گیریم:

ln(ze−βϵk + 1) =


ϵF−ϵ
kT , ϵ < ϵF

0, ϵF > ϵ

(٧٨)
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نتیجه در

PV

kBT
=

V

2π2

∫ ϵF

0

k2dk
ϵF − ϵ

kBT
=

V

2π2

ℏ2

2m

∫ kF

0

k2dk
k2F − k2

kBT
(٧٩)

با: بود خواهد برابر ͳفرم گاز فشار که دهید نشان نهایی نتیجه کردن ساده و انتگرال محاسبه با تمرین: n

P =
1

15π2

(
2mϵF
ℏ2

) 3
2

ϵF (٨٠)

است: برقرار گاز ͳداخل انرژی و فشار بین زیر ساده رابطه که دهید نشان چنین هم

PV =
2

3
U. (٨١)

است. برقرار دماها همه در واق΄ در آوردیم) بدست صفر دمای برای درس این در (که رابطه این که دید خواهیم آینده درسهای در

اتاق دمای با را آن و بزنید تخمین گاز همین برای را ͳفرم دمای بزنید. تخمین فلز Έی درون ͳترونال گاز برای را ͳفرم انرژی تمرین: n

بزنید. تخمین صفر دمای در را ͳترونال گاز فشار کنید. مقایسه

دمای با را آن و بزنید تخمین گاز همین برای را ͳفرم دمای بزنید. تخمین ͳنوترون ستاره Έی درون ͳنوترون گاز برای را ͳفرم انرژی تمرین: n

بزنید. تخمین ستاره این برای را ͳنوترون گاز فشار کنید. مقایسه اتاق

دمای در و بعد دو در ͳفرمیون گاز Έی برای را فشار چنین هم و کل انرژی ،ͳفرم انرژی بالا، محاسبات با مشابه ͳمحاسبات تکرار با تمرین: n

آورید. بدست صفر

ابعادی استدلال با تنها ͳفرم انرژی حسب بر را فشار و انرژی ،ͳالΎچ روابط توانیم ͳم نباشیم، عددی دقیق ضرایب نگران اگر تمرین: n

از استفاده با دارد. قرار V حجم در و است m آن های اتم جرم که بΎیرید نظر در d بعد در را آل ایده ͳفرمیون گاز Έی آوریم. بدست

ذرات تعداد حسب بر را گاز این ͳفرم انرژی ابعادی، استدلال با شود ͳم وارد آن روابط در پلانک ثابت و است ͳکوانتوم گاز این که این

کنید. تعیین صفر دمای در نیز را گاز این فشار و انرژی سپس آورید. بدست

صفر دمای در ͳفرم گاز Έی برای است، ͳالΎچ با متناسب فشار که Έکلاسی آل ایده گاز خلاف بر که دهد ͳم نشان آوردیم بدست که آنچه

ͳکوانتوم اثر Έی از ͳناش فشار این دهد ͳم نشان که است مهم رابطه این در پلانک ثابت وجود چنین هم است. ͳالΎچ مربع توان با متناسب فشار

٢٠



که است ͳپاوول طرد اصل از ͳناش فشار همان فشار این است. صفر دمای در ͳحت فشار وجود بر تاکید رابطه این معنای ترین مهم بالاخره و است

در ها اتم و شود ͳم تمام آنها سوخت که ͳوقت ها ستاره در که است ͳعامل همان فشار این نشوند. Έنزدی یدیΎر به ها الترون شود ͳم باعث

ͳم ستاره جرم ͳنوترون ستاره Έی تشیل برای شود. ͳم ͳنوترون ستاره تشیل و ها اتم بیشتر شدن فشرده مان΄ شوند ͳم کوبیده هم در گرانش اثر

صورت به دیΎر بار Έی کند. غلبه نامیم ͳم ٩ ͳترونال ͳواگن فشار را آن که دافعه فشار این بر بتواند تا باشد بیشتر مشخص حد Έی از بایست

در هستند. ͳخال آن از بالاتر های لایه و پر ͳفرم انرژی زیر های لایه همه T = 0 دمای در کنیم. ͳم ͳبررس را ͳفرم گاز Έی وضعیت ͳکیف

ذرات و کرده ͳخال را ͳفرم سط Έنزدی ترازهای بتواند که است اندازه آن فقط گرمایی انرژی میزان ترند، پایین ͳخیل ͳفرم دمای از که دماهایی

است) زیادی دمای خودش دانیم ͳم که طور همان (که شود، ͳم Έنزدی ͳفرم دمای حدود به دما که ͳوقت بفرستد. بالاتر های لایه به را ها تراز این

بالاتر های تراز به و کند جابجا ها تراز این از را ذرات و دهد قرار تاثیر تحت را ͳفرم سط زیر های تراز همه تقریبا که هست آنقدر گرمایی انرژی

تر بزرگ ͳخیل دما که ͳوقت اما .2EF Έنزدی انرژی با است ترازی شود پر است ممن ترتیب این به که ترازی بالاترین هست که چه هر اما ببرد

تعداد ͳالΎچ و اند شده پخش بالاتر های تراز تمام در ذرات این بله اند شده جابجا ͳفرم سط زیر در ذرات همه تنها نه است، ͳفرم دمای از

اند. شده داده نشان (۵) شل در ها وضعیت این است. Έی از تر پایین ͳخیل ها تراز در ذرات

غیرصفر دمای در ͳفرمیون گاز ٢ . ۶

شود. ͳم ͳفرم گاز Έترمودینامی برای نیز ای ساده ͳخیل روابط به منجر ساده آمار این است. ساده ͳخیل صفر دمای در ͳفرم گاز آمار دیدیم چنانکه

انتظار کم دماهای در روند. ͳم بالاتر سطوح به گاز های اتم و شده ͳخال ͳفرم انرژی زیر سطوح شود، ͳم بیشتر صفر دمای از ͳکم دما که ͳوقت

مرحله به کنیم ͳم بیشتر را دما که تدریج به باشند. داشته صفر دمای در ͳترمودینامی روابط با ͳاندک تفاوت ایم آورده بدست که ͳروابط که داریم

از را خود ͳکوانتوم خصلت گاز رفتار که شود ͳم Έکوچ آنقدر ها اتم بین متوسط فاصله با مقایسه در ها اتم دوبروی موج طول که رسیم ͳم ای

شود. ͳی آل ایده گاز روابط با بایست ͳم گاز ͳترمودینامی روابط بالا ͳخیل دماهای در شود. ͳم تبدیل Έکلاسی گاز Έی به و دهد ͳم دست

و (۶١) روابط از کنیم. توجه ͳفرم گاز ͳاصل روابط به بایست ͳم کنیم تبدیل ͳˈکم دقیق های توصیف به را ͳکیف های توصیف این اینکه برای

داریم: (۶٢)

N =
V

2π2

∫ ∞

0

k2dk

1 + z−1eβϵk
, (٨٢)

Electron Degeneracy Pressure٩
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مختلف. دماهای در انرژی های لایه در ذرات توزیع :۵ شل

و

U =
V

2π2

∫ ∞

0

ϵk k
2dk

1 + z−1eβϵk
, (٨٣)

ͳیعن گرمایی موج طول تعریف به توجه و x = βϵ = βℏ2k2

2m تعریف با

λ :=
h√

2πmkBT
(٨۴)

بنویسیم: زیر شل به را بالا های عبارت توانیم ͳم کردن ساده ͳکم و

N =
V

λ3
f 3

2
(z), (٨۵)

و

U =
3

2
kT

V

λ3
f 5

2
(z), (٨۶)

٢٢



دهد. ͳم نشان را بولتزمن توزیع تابع بنفش ͳمنحن مختلف. دماهای در انرژی های لایه در ذرات توزیع :۶ شل

شود: ͳم تعریف زیر شل به fn(z) تابع آن در که

fn(z) :=
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1dx

1 + z−1ex
(٨٧)

ایده ͳفرم گاز Έی Έترمودینامی توانیم ͳم (٨۶) و (٨۵) معادله دو تحلیل تجزیه با پس است، برقرار همواره PV = 2
3U رابطه که آنجا از

ͳم کار این برای کنیم. ͳم مطالعه جداگانه را کم ͳخیل دماهای و زیاد ͳخیل دماهای محدوده دو کار این برای کنیم. مطالعه کامل طور به را آل

دهیم. بسط مناسبی صورت به را fn(z) های تابع بایست

زیاد ͳخیل دماهای در ͳفرم گاز ٢ . ١ . ۶

گفته نیز قبلا که همانطور نامید. Έکلاسی ناحیه توان ͳم را ناحیه این واق΄ در .ͳفرم دمای از بیشتر ͳخیل دماهای ͳیعن زیاد ͳخیل دمای از منظور

زیبایی به ͳفرم دمای و شود ͳم تعیین دو این ترکیب از بله شود ͳنم مشخص ͳالΎچ یا دما روی از تنها گاز Έی بودن ͳکوانتوم یا Έکلاسی ایم
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که دانیم ͳم (٨۵) رابطه از دهد. ͳم نشان را ترکیب این

nλ3 = f 3
2
(z). (٨٨)

شبه گاز که ͳوقت بنابراین کند. ͳم میل نهایت بی سوی به نیز نهایت بی در و است صفر با برابر صفر در که است صعودی تابع Έی f 3
2
(z) تابع

.z >> 1 که معناست این به است) ͳکوانتوم ͳیعن) است واگن تقریبا گاز که ͳوقت و z << 1 اینکه ͳیعن است Έکلاسی

شیمیایی پتانسیل که گیریم ͳم نتیجه پارامتر این تعریف به توجه با است. کوچتر Έی از z است، Έکلاسی شبه گاز که ͳوقت تمرین: n

دهید؟ ͳم توضیح چΎونه را نتیجه این است. ͳمنف

که تفاوت این با باشد Έکلاسی آل ایده گاز Έی مثل ناحیه این در گاز Έی ͳترمودینامی خصوصیات همه که است این داریم انتظار که آنچه

Έکوچ z پارامتر ناحیه این در دید. خواهیم ͳˈکم صورت به را موضوع این شود. وارد ها آن در ذرات بودن فرمیون خاطر به ͳکوچ تصحیحات

آوریم: ͳم بدست و کنیم ͳم ضرب ze−x در را کسر مخرج و صورت fn(z) تابع محاسبه برای بنابراین است.

fn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1 ze−x

1 + ze−x
(٨٩)

دهیم: بسط ای جمله دو بسط از استفاده با را مخرج توانیم ͳم و است تر Έکوچ Έی از انتگرال زیر محدوده همه در ze−x عبارت حال

fn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1dxze−x
∞∑
k=0

(−1)kzke−kxdx

=

∞∑
k=0

1

Γ(n)
(−1)kzk+1

∫ ∞

0

xn−1e−x(l+1)dx. (٩٠)

داشت: خواهیم نتیجه در . 1
(k+1)nΓ(n) با است برابر بالا انتگرال اما

fn(z) =

l∑
k=0

zk+1

(k + 1)n
. (٩١)

است: زیر صورت به بسط این اول جمله چند

fn(z) = z − z2

2n
+
z3

3n
− z4

4n
+ · · · . (٩٢)

بنویسیم: توانیم ͳم ترتیب این به

nλ3 =

∞∑
k=1

(−1)k−1 z
k

k
3
2

,
PV

kT
=

∞∑
k=1

(−1)k−1 z
k

k
5
2

. (٩٣)
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زیر صورت به بسط این ام k مرتبه تا نوشت. (nλ3) های توان حسب بر را z و کرد وارونه را اول سری توان ͳم مستقیم و سرراست محاسبه با

بود: خواهد

z = nλ3 +

k∑
l=1

al(nλ
3)l + · · · (٩۴)

بدست f 5
2
(z) تابع در بسط این دادن قرار با است. بالاتر مرتبه جملات معنای به نیز · · · علامت و بود خواهد Έی حتما اول جمله ضریب ͳیعن

آوریم: ͳم

f 5
2
(z) = nλ3 +

k∑
l=2

bl(nλ
3)l + · · · (٩۵)

نتیجه در و

PV

kT
=
V

λ3

(
nλ3 +

k∑
l=2

bl(nλ
3)l + · · ·

)
(٩۶)

کردن: ساده ͳکم از پس یا و

PV

kT
= N

(
1 +

k∑
l=2

bl(nλ
3)l−1 + · · ·

)
(٩٧)

Έکوچ nλ3 که چقدر هر دهد. ͳم بدست nλ3 ͳمتوال قوای حسب بر را آل ایده گاز ِ حالت ی معادله به شده اعمال تصحیحات رابطه این

جملات بایست ͳم nλ3 شدن تر بزرگ با اما داشت. خواهد Έکلاسی گاز به Έنزدی رفتاری گاز و داریم ͳم نگاه را کمتری های توان باشد، تر

شود. ͳم دورتر و دور Έکلاسی گاز Έی از گاز رفتار صورت این در که داشت نگاه را بیشتری

داریم: بیاوریم. بدست nλ3 از ١ رتبه تا را حالت معادله ویریالِ بسط خواهیم ͳم

y = nλ3 = z − z2

23/2
+ · · ·

دهیم: ͳم قرار

z = y + ay2 + · · ·

آوریم: ͳم بدست اول و دوم دو رابطه در جایΎذاری با

y = (y + ay2 + · · ·)− 1

33/2
(y + · · ·)2 + · · ·
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بنابراین .a = 1
23/2

شود: ͳم مشخص a مقدار طرفین مقایسه با و

z = y +
1

23/2
y2 + · · ·

دهیم: قرار f 5
2
(z) بسط در (nλ3) همان یا y برحسب را z مقدار توانیم ͳم حال

f5/2(z) = z − z2

25/2
+ · · ·

= y +
1

23/2
y2 + · · · − 1

25/2
y2 + · · · = y +

1

25/2
y2 + · · ·

نتیجه در و b2 = 1
25/2

بنابراین هستند. بالا به y3 مرتبه از · · · جملات آن در که

PV

kT
= N(1 +

1

25/2
(nλ3) + · · ·) (٩٨)

مقدار اگر داریم. هم را انتظار همین که هاست فرمیون دافعه خاطر به فشار این و است بیشتر Έکلاسی حالت از گاز فشار که شود ͳم دیده

منطقه به ما و شود بیشتر nλ3 مقدار که هرچقدر اما است کمتر اضافه فشار این باشیم،  Έکلاسی رژیم درون خوبی به ما ͳیعن باشد کم nλ3

ͳم عوض را حالت معادله شل ͳکل به که شود ͳم مهم آنقدر جملات بقیه اثار جاییه تا شده بیشتر ͳاضاف فشار این شویم تر Έنزدی ͳکوانتوم

کند.

صفر به Έنزدی دماهای در ͳفرم گاز ٢ . ٢ . ۶

بیشتر تبخیر این باشد بالاتر دما چه هر روند. ͳم بالاتر سطوح به و شده تبخیر ͳفرم سط به Έنزدی سطوح از گاز ذرات صفر به Έنزدی دماهای در

در که بود ای ناحیه همان این شود. ͳم تر Έکلاسی گاز رفتار و رسد ͳم نیز ͳفرم سط از تر پایین ͳخیل انرژی های لایه به و گیرد ͳم صورت

در جا این در پایین دمای که کنیم ͳم یادآوری کنیم. ͳم محدود صفر به Έنزدی واقعا دماهای به را خود بخش این در کردیم. ͳبررس ͳقبل بخش

است ممن اینجا در صفر به Έنزدی یا پایین دمای بنابراین برسد، درجه چندهزار به است ممن ͳفرم دمای چون و دارد معنا ͳفرم دمای با مقایسه

بزرگ بسیار z پارامتر که است این مسئله اما دهیم بسط را fn(z) توابع بازهم بایست ͳم کار این برای باشد. روزمره ͳزندگ مقیاس در بالایی دمای

(1 + x)−1 =
∑∞

k=0(−1)kxk بسط از استفاده با را کسر مخرج توان ͳم پس است، z−1 < 1 چون که رسد ͳم نظر به اول نگاه در است.

کرد. استفاده فوق بسط از توان ͳنم و نیست Έی از تر Έکوچ انتگرال زیر محدوده تمام در z−1ex که است این کار اشال ͳول داد. بسط
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کم ͳخیل دماهای در ͳفرمیون گاز ٧

این است زیاد ͳخیل خودش ͳفرم دمای که آنجا از .T ≪ TF کوچند، ͳخیل ͳفرم دمای به نسبت که دماهایی ͳیعن کم ͳخیل دماهای از منظور

بیشترین nλ3 دما این در شود. ͳم خوانده واگن کاملا ͳفرم گاز است، صفر T که ͳوقت که دانیم ͳم نیستند. پایین ͳخیل دماهای لزوما دماها

هستند. ͳخال کاملا ͳفرم سط بالای های تراز تمام و پر کاملا ͳفرم سط زیر انرژی های تراز تمام است. نهایت بی واق΄ در و دارد را خود مقدار

که حد این در کند. ͳم اختیار را ای ͳمتناه ͳول بزرگ مقدار هنوز ͳول شده تر Έکوچ nλ3 نتیجه در و ذرات دوبروی موج طول دما افزایش با

بسط ln(z) حسب بر را آن توانیم ͳم ͳول کنیم استفاده z قوای برحسب fn(z) توابع ͳتوان بسط از توانیم ͳنم دیΎر ، است بزرگتر ١ از ͳخیل z

نظر به اول نگاه در است. بزرگ بسیار z پارامتر که است این مسئله اما دهیم بسط را fn(z) توابع بازهم بایست ͳم کار این برای واق΄ در دهیم.

کار اشال ͳول داد. بسط (1 + x)−1 =
∑∞

k=0(−1)kxk بسط از استفاده با را کسر مخرج توان ͳم پس است، z−1 < 1 چون که رسد ͳم

نحوه درس این ضمیمه در کرد. استفاده فوق بسط از توان ͳنم و نیست Έی از تر Έکوچ انتگرال زیر محدوده تمام در z−1ex که است این

زیراست: صورت به fn(z) توزیع تابع اول جمله چند است. شده داده شرح بسط این آوردن بدست

fn(ζ) =
1

Γ(n+ 1)
ζn
[
1 + n(n− 1)

π2

6

1

ζ2
+ · · ·

]
(٩٩)

را fn توابع اگر مثلا̈ کنیم. مطالعه پایین دماهای در را ͳفرمیون گاز ͳترمودینامی خواص توانیم ͳم بسط این از استفاده با .ζ = ln(z) آن در که

داریم: دهیم بسط دوم جمله تا

nλ3 =
1

Γ(5/2)
ζ3/2

[
1 +

π2

8

1

ζ2
+ · · ·

]
(١٠٠)

PV

kT
=
V

λ3
1

Γ(7/2)
ζ5/2

[
1 +

5π2

8

1

ζ2
+ · · ·

]
(١٠١)

رابطه

U =
3

2
PV, (١٠٢)

کرد. حذف روابط این بین را ln z = ζ بایست ͳم ͳترمودینامی توابع دیΎر و انرژی و حالت معادله آوردن بدست برای است. برقرار همیشه نیز

ͳم اشاره قط است. شده واگذار ها تمرین به کار این . آوریم ͳنم را محاسبات این تفصیل جا این در داد. انجام رتبه به رتبه توان ͳم را کار این

داریم: (d = (در3 آورد. بدست را زیر روابط توان ͳم ها تقریب نخستین در که کنیم

µ = ϵF (1−
π2

12
(
kT

ϵF
)2)

٢٧



PV

kT
= g

V

λ3
8

15
√
π
ζ

5
2
0

(
1 +

5π2

12
(
kT

ϵF
)2
)

. ζ0 = ln ϵF آن در که

باشد: داشه زیر صورت به ͳبسط µ = kT ln z که داریم انتظار راهنمایی: آورید. بدست را بالا روابط تمرین: n

µ = ϵF (1 + a1
T

TF
+ a2(

T

TF
)2 + · · ·) ≡ ϵF (1 + a1

kT

ϵF
+ a2(

kT

ϵF
)2 + · · ·) (١٠٣)

را حالت معادله (١٠١) رابطه در آن دادن قرار با سپس آورید. بدست را a1 ضریب (١٠٠) رابطه راست طرف در بسط این دادن قرار با

آورید. بدست

آورید. بدست است ͳفرم دمای از کمتر ͳخیل دما که ͳوقت برای را دوبعدی آل ایده ͳفرم گاز Έی حالت معادله تمرین: n

ها بوزون ٨

خاصیت که دید خواهیم نیز ها بوزون برای کنیم. ͳم مطالعه را آل ایده ͳبوزون گاز درس این در کردیم. ͳبررس را آل ایده ͳفرمیون گاز کنون تا

ͳط که است ١٠ اینشتین بوز‐ چΎالش ها پدیده این ترین مهم شد. خواهد ماکروسوپی انگیز شΎفت و عمیق های پدیده به منجر آنها ͳکوانتوم

دماهای در پدیده این شوند. ͳم چΎالیده اصطلاح به یا جم΄ پایه حالت در ذرات از ماکروسوپی تعداد ͳیعن ذرات کل از ͳتوجه قابل کسر آن

به ،ͳکیف نظر از است. ابررسانایی و ͳابرشارگ مثل هایی پدیده منشاء و دهد ͳم رخ ها بوزون برای فقط آنهم زیاد بسیار های ͳالΎچ یا کم بسیار

تکانه هرکدام که مختلف های تراز در ذرات شدن پخش چΎالش از قبل که داد توضیح شل این به را پدیده این توان ͳم ابتدایی ͳخیل صورت

یا و مایعات در ویسوزیته و مزاحمت بروز باعث نتیجه در و دیΎر Έی از ذرات ͳپراکندگ و برخوردها باعث دارند خود به مخصوص انرژی و

باعث معین تکانه و انرژی با پایه حالت Έی در ذرات از ͳانبوه شدن جم΄ چΎالش، از بعد ͳول شود. ͳم ͳمعمول رساناهای در ͳتریال مقاومت

دقت باید .(٧) شل شود. ͳم ابررساناها در ͳتریال مقاومت یا مایعات در ویسوزیته رفتن بین از نتیجه در و ذرات یسان و ͳجمع رفتار

نهایتاً که هستند کوپر های جفت این و دهند ͳم ١١ کوپر های جفت به موسوم هایی جفت تشیل دو به دو ها الترون ابررسانا، Έی در که کرد

Bose-Einstein Condensation١٠

Cooper Pairs١١
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مثل چΎالش از بعد و گاز Έی مثل چΎالش از قبل ذرات انبوهه رفتار که گفت توان ͳم ͳکیف طور به شوند. ͳم ابررسانایی باعث و شده چΎالیده

شود. ͳم دیده آن نظایر و ویژه گرمایی ظرفیت پذیری، تراکم نظیر ای ذره بس دستگاه این کیفیات تمام در تفاوت این است. مایع Έی

ͳشرایط چنین در باشند. داشته یسان حالت و ͳکوانتوم اعداد سیستم Έی ذرات همه که شود ͳم باعث پایه حالت در ها بوزون چΎالش :٧ شل

شود. ͳم ابررسانایی و ͳابرشارگ مثل هایی پدیده بروز باعث خاصیت این رود. ͳم بین از ذرات حرکت بین تزاحم نوع هر

داریم: کنیم. ͳم یادآوری را ها بوزون به مربوط ͳکل روابط درس این ابتدای از

lnQ = −
∑
i

ln(1− ze−βϵi) (١٠۴)

N =
∑
i

1

z−1eβϵi − 1
(١٠۵)

U =
∑
i

ϵi
z−1eβϵi − 1

(١٠۶)
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آن در ذره که را ͳحجم هرگاه گیریم. ͳم L را آن ابعاد  که پتانسیل چاه Έی درون ذره Έی انرژی سطوح از عبارتند ها ϵi آل، ایده گاز برای

داشت: خواهیم ، باشد صفر ها دیواره روی موج تابع که بΎیریم طوری نیز را مرزی شرایط و بΎیریم بعدی d معب Έی دارد قرار

ϵn =
ℏ2

2m

π2

L2
(n21 + n22 + · · ·n2d). (١٠٧)

ͳم زیر رابطه به مراحل همان کردن ͳط با کرد. تبدیل انتگرال به را بالا های جم΄ توان ͳم انرژی این داشتن با چΎونه که دیدیم ͳقبل درس در

رسیم: 

lnQ = − V

λd
1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1 ln(1− ze−x)dx. (١٠٨)

صورت به پایه حالت جمله سهم (١٠۵) عبارت در کنیم. ͳم رف΄ و داده توضیح را آن اینک که دارد ͳاساس اشال Έی رابطه این اما

− ln(1− ze−βϵ0) (١٠٩)

آیا ببینیم کند. ͳم میل نهایت بی سمت به جمله این کند، ͳم میل eβϵ0 = 1 سمت به z که ͳوقت ایم. گرفته ϵ0 = 0 را پایه حالت انرژی است.

است، انرژی واحد در ها حالت ͳالΎچ دهنده نشان واق΄ در که x d
2−1 عبارت به اگر خیر؟ یا است شده گرفته نظر در (١٠٨) انتگرال در سهم این

در و کند ͳم میل صفر سمت به نیز x d
2−1 ln(1− e−x) جمله نتیجه در و صفر سمت به ͳالΎچ این d > 2 برای که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه

های شل به اگر . است روشن هم امر این دلیل دارد. ͳفاحش تفاوت نقطه این در (١٠٨) انتگرال با (١٠۴) ͳواقع عبارت که است روشن نتیجه

شویم. ͳم ͳاصل نکته متوجه کنیم نگاه (٩) و (٨)

است. آبی عمودی های میله مساحت مجموع همان که شود (١٠۴) جم΄ جایΎزین است (١٠٨) انتگرال همان که ͳمنحن زیر سط است قرار

d = 3 بعد به مربوط که (٩) شل در اما هستند. یسان خوبی ͳخیل تقریب با مساحت دو هر است، d = 2 بعد به مربوط که (٨) شل در

مساحت واق΄ در کشد. ͳم Έفل به سر آن روی میله ارتفاع آنکه حال و کند ͳم میل صفر سمت به Έکوچ های x در ͳمنحن که بینیم ͳم است، 

دلیل شود. ͳم ایجاد پایه حالت سهم ͳیعن اول میله همان توسط هست تفاوت چه هر واق΄ در است. محدود مقدار Έی اینجا در ͳمنحن زیر سط

به باش اندک شان تفاوت هم به نسبت جم΄ ِ ͳمتوال جملات که است صحیح ͳوقت فقط انتگرال Έی به جم΄ Έی تبدیل که است آن تفاوت این

دارد. زیادی بسیار تفاوت ها حالت بقیه با پایه حالت سهم جا این در زد. تقریب هموار تابع Έی با را آنها بتوان که طوری

سهم مثلا که این یا شده گرفته نادیده (١٠٨) انتگرال در که است پایه حالت سهم تنها آیا که است این آید ͳم پیش جا این در که ͳمهم سوال

حالت سهم با را برانگیخته حالت اولین سهم که است بهتر سوال این به پاس برای است؟ افتاده قلم از نیز برانگیخته حالت سومین و دومین و اولین
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. ندارد. وجود مقادیر این پیوسته انتگرال و انرژی های حالت روی گسسته جم΄ بین ͳتفاوت شود، ͳم Έنزدی ١ به z که ͳوقت دو بعد در :٨ شل

که است روشن (١٠٧) رابطه از دهیم. ͳم نشان ϵ1 با را اول پایه حالت انرژی و ϵ0 با را پایه حالت انرژی کنیم. مقایسه پایه

ϵ1 − ϵ0 ≈ ℏ2π2

2mL2
. (١١٠)

با: است برابر Q در جمله دو این سهم حال

− ln(1− ze−βϵ0)− ln(1− ze−βϵ1). (١١١)

حالت اولین سهم که مقداری بیشترین این بر بنا 0 ≤ z ≤ eβϵ0 . ͳیعن [0, eβϵ0 ] با است برابر z مجاز محدوده که ایم دیده ͳقبل های درس از

: با است برابر کند اختیار تواند ͳم دوم جمله ͳیعن برانگیخته

− ln(1− eβ(ϵ0−ϵ1)) ≈ − ln(β(ϵ1 − ϵ0)) ≈ ln

(
ℏ2π2

2mL2
β

)
. (١١٢)

که است ͳحال در این و است ٢٠٠ یا ١٠٠ حدود در عددی آن لΎاریتم باز باشد، 10−200 یا 10−100 ͳکوچ به پرانتز داخل عدد اگر ͳحت

حالت سهم تنها و است درس ایم داده نشان قبل صفحه در که تصویری این بنابر کند. ͳم میل نهایت بی سمت به z −→ eβϵ0 حد در اول جمله
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دارد. محدودی مقدار پیوسته انتگرال ͳول شود ͳم نهایت بی ها حالت روی گسسته جم΄ شود، ͳم Έنزدی Έی به z که ͳوقت سه بعد در :٩ شل

شود. نوشته جدا بایست ͳم که است پایه حالت سهم در فقط هم عمده تفاوت

رای را (١٠۶) تا (١٠۴) روابط بایست ͳم چΎونه که است روشن اکنون استدلال این با شود. گرفته نظر در جداگانه بایست ͳم که است پایه

ͳم در زیر شل به روابط این روابط بنابراین گیریم). ͳم صفر با برابر را پایه حالت انرژی خود، قرارداد با و ͳسادگ برای ) بنویسیم. ها بوزون

آیند:

lnQ = − ln(1− z)− V

λd
1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1 ln(1− ze−x)dx. (١١٣)
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N =
z

1− z
+
V

λd
1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1dx

z−1ex − 1
. (١١۴)

U

kT
=
V

λd
1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2 dx

z−1ex − 1
. (١١۵)

دهیم: ͳم نشان N0 با را آن که است پایه حالت در ذرات متوسط تعداد z
1−z که کنید دقت

N0 =
z

1− z
. (١١۶)

.(١٠) شل شود، بزرگ حدی هیچ بدون تواند ͳم 1 به z شدن Έنزدی با پایه، حالت در ذرات تعداد ͳیعن عدد این

(١١٣) رابطه به ادامه برای ایم. گرفته صفر با برابر را پایه حالت انرژی زیرا ، ندارد (١١۴) عبارت در ͳیعن انرژی در ͳسهم جمله این البته

آوریم: ͳم بدست نتیجه در کنیم. محاسبه جزء به جزء صورت به را انتگرال توانیم ͳم کنیم. ͳم توجه

∫ ∞

0

x
d
2−1 ln(1− ze−x)dx =

1
d
2

x
d
2 ln(1− ze−x) |∞0

+
1
d
2

∫ ∞

0

x
d
2

1

z−1ex − 1
dx. (١١٧)

زیر تابع ِ تعریف با و است صفر با برابر اول عبارت اینکه به توجه با

gn(z) :=
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1dx

z−1ex − 1
. (١١٨)

آوریم: ͳم بدست

PV

kT
= − ln(1− z) +

V

λd
g d

2+1(z)

PV

kT
= − z

1− z
+
V

λd
g d

2
(z)

U

kT
= −d

2

V

λd
g d

2+1(z). (١١٩)
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جای برای پایه،  حالت از تر بالا های لایه ظرفیت مجموع کند، ͳم عبور ͳبحران دمای Έی از و آید ͳم پایین دما که ͳوقت بعد، سه در :١٠ شل

چΎالش آن به که است چیزی همان پدیده این روند. ͳم پایه حالت به ذرات از ͳتوجه قابل کسر Έی آن از بعد شود. ͳم محدود ذرات دادن

شود. ͳم گفته بوز‐اینشتین

برقرار زیر شرط ها بوزون برای که کنید ثابت باشد، مثبت عددی بایست ͳم انرژی لایه هر در ذرات تعداد متوسط که این به توجه با تمرین:  n

است:

0 ≤ z ≤ eβϵ0 ≡ 1, (١٢٠)

کنیم. تعریف خود دلخواه به را پایه انرژی سط توانیم ͳم همواره که ایم کرده فرض راست سمت تساوی در

هستند: زیر خاصیت دارای ͳفرمیون توابع مثل نیز gn(z) توابع که دهید نشان تمرین:  n

zg′n(z) = gn+1(z). (١٢١)

.gn(0) = 0 و هستند مثبت gn(z) های تابع که دهید نشان چنین هم
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که دهید نشان تمرین:  n

gn(1) = ζ(n), (١٢٢)

ͳیعن است ریمان زتای تابع ζ آن در که

ζ(n) = 1 +
1

2n
+

1

3n
+

1

4n
+

1

5n
+ · · · . (١٢٣)

پایه حالت در موجود ذرات متوسط تعداد z
1−z که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه (١١٩) رابطه به اگر ζ( 32 ) = 2.612. و ζ(1) = ∞ که دانیم ͳم

V
λd g d

2
(z) و

ͳیعن دهیم، ͳم نمایش Ne و N0 با ترتیب به را دو این است. برانگیخته های حالت ͳتمام در موجود ذرات تعداد

N =
z

1− z
+
V

λd
g d

2
(z) ≡ N0 +Ne. (١٢۴)

ظرفیت این است. محدود ذرات دادن جا برای برانگیخته حالات ظرفیت که شود ͳم معلوم ، گفتیم gn(z) تابع مورد در که ͳخواص به توجه با

با است برابر

(Ne)max =
V

λd
ζ(
d

2
). (١٢۵)

به حتما بایست ͳم ذرات بقیه باشد، مقدار این از بیش گاز در موجود ذرات کل تعداد اگر حال دارد. ͳبستگ دما به ظرفیت این که کنید دقت

چΎالش شرط بنابراین اند. کرده چΎالش به شروع ͳسادگ به یا پایه حالت در چΎالش به شروع ذرات که گوییم ͳم حالت این در بروند. پایه حالت

که است آن

N ≥ V

λd
ζ(
d

2
), (١٢۶)

یا و

nλd ≥ ζ(
d

2
). (١٢٧)

نوشت: زیر صورت به را آن توان ͳم λ = h√
2πmkT

رابطه به توجه با که است ͳالΎچ و دما از ترکیبی ͳشرط شرط، این

n(
h√

2πmkT
)d ≥ ζ(

d

2
). (١٢٨)
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گیریم: ͳم مهم درس چند رابطه این از

:Έی n

صفر دمای در مΎر شود، ͳنم محقق هرگز چΎالش شرط و ζ(1) = ∞ زیرا دهد، ͳنم رخ چΎالش (d = 2) ͳبوزون دوبعدی گاز Έی برای

مطلق.

دو: n

حد Έی از را دما که وقت هر محدود ͳالΎچ هر ازای به این بنابر است. شده داده نشان زیر شل در دهد ͳم رخ چΎالش آن در که ای ناحیه

آغاز چΎال کنیم تر زیاد nc ͳبحران مقدار Έی از را ͳالΎچ گاه هر محدود دمای هر ازای به و افتد ͳم اتفاق چΎالش کنیم، کمتر Tc ͳبحران

نوشت: زیر شل به توان ͳم چΎالش رابطه از استفاده با را ͳبحران ͳالΎچ این و دما این شد. خواهد

nc = ζ(
d

2
)

(√
2πmkT

h

)d

,

Tc =
h2

2πmk

(
n

ζ(d2 )

) 2
d

. (١٢٩)

سه: n

دارد این از نشان رابطه این در h وجود چنین هم افتد. ͳم اتفاق زودتر چΎالش باشد، کمتر ذره جرم که چقدر هر که دهد ͳم نشان (١٢٨) رابطه

است. ͳکوانتوم پدیده Έی پدیده این که

ها مسئله ٩

با: است برابر ذره این کنش برهم ͳهامیلتون دارد. قرار B = Bn̂ ͳمغناطیس میدان در دوم Έی اسپین ذره Έی n

H = −γσ ·B (١٣٠)
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است. رسیده تعادل به T دمای در ذره

کنید. تعیین را ذره این ͳالΎچ ماتریس الف‐

آورید. بدست را ذره پارش تابع ب‐

کنید. مشخص را آن انتروپی چنین هم و ذره انرژی متوسط پ‐

با: است برابر ذرات این کنش برهم ͳهامیلتون دارند. قرار B = Bn̂ ͳمغناطیس میدان در دوم Έی اسپین ذره دو n

H = −γ (σ1 ·B+ σ2 ·B) (١٣١)

اند. رسیده تعادل به T دمای در ذره دو این

کنید. تعیین را ای ذره دو سیستم این ͳالΎچ ماتریس الف‐

آورید. بدست را سیستم این پارش تابع ب‐

کنید. مشخص را آن انتروپی چنین هم و سیستم انرژی متوسط پ‐

با: است برابر ذرات این کنش برهم ͳهامیلتون دارند. قرار B = Bx̂ ͳمغناطیس میدان در دوم Έی اسپین ذره دو n

H = −γ (σ1 ·B+ σ2 ·B)− Jσz,1σz,2 (١٣٢)

اند. رسیده تعادل به T دمای در ذره دو این
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کنید. تعیین را ای ذره دو سیستم این ͳالΎچ ماتریس الف‐

آورید. بدست را سیستم این پارش تابع ب‐

کنید. مشخص را آن انتروپی چنین هم و سیستم انرژی متوسط پ‐

با: است برابر ذرات این کنش برهم ͳهامیلتون دارند. قرار B = Bn̂ ͳمغناطیس میدان در دوم Έی اسپین ذره دو n

H = −γ (σ1 ·B+ σ2 ·B)− Jσ1 · σ2 (١٣٣)

اند. رسیده تعادل به T دمای در ذره دو این

کنید. تعیین را ای ذره دو سیستم این ͳالΎچ ماتریس الف‐

آورید. بدست را سیستم این پارش تابع ب‐

کنید. مشخص را آن انتروپی چنین هم و سیستم انرژی متوسط پ‐

دارای چاه این دارند. قرار پتانسیل چاه Έی در که بΎیرید نظر در ذره ٣ از متشل ͳسیستم ͳسادگ برای آموزنده: ͳول ͳخیال مسئله Έی n

انرژی تراز سه

|0⟩, |1⟩ |2⟩

های انرژی با

E0 = 0, E1 = ϵ, E2 = 2ϵ
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کنند. ͳنم کنش برهم هم با ذرات است. انرژی پارامتر Έی ϵ آن در که است

است؟ T چقدر دمای در ای ذره سه سیستم این متوسط انرژی بΎیریم، Έکلاسی ذرات را ذرات این اگر الف‐

است؟ T چقدر دمای در ای ذره سه سیستم این متوسط انرژی بΎیریم، ͳکوانتوم ذرات را ذرات این گر ب‐

انرژی تراز دو دارای چاه این دارند. قرار پتانسیل چاه Έی در که بΎیرید نظر در ذره N از متشل ͳسیستم ͳسادگ برای n

|0⟩, |1⟩

های انرژی با

E0 = 0, E1 = ϵ,

کنند. ͳنم کنش برهم باهم ذرات این است. انرژی پارامتر Έی ϵ آن در که است

است؟ T چقدر دمای در ای ذره بس سیستم این متوسط انرژی بΎیریم، Έکلاسی ذرات را ذرات این اگر الف‐

است؟ T چقدر دمای در ای ذره بس سیستم این متوسط انرژی بΎیریم، نظر در ͳبوزون و ͳکوانتوم ذرات را ذرات این گر ب‐

انرژی تراز 4 دارای چاه این دارند. قرار پتانسیل چاه Έی در که بΎیرید نظر در اسپین بدون فرمیون ذره 3 از متشل ͳسیستم ͳسادگ برای n

|1⟩, |2⟩ |3⟩ · · · |4⟩

های انرژی با

E1 = ϵ, E2 = 2ϵ, · · · E3 = 3ϵ, E4 = 4ϵ

کنند. ͳنم کنش برهم باهم ذرات این است. انرژی پارامتر Έی ϵ آن در که است
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است؟ T چقدر دمای در ای ذره بس سیستم این متوسط انرژی بΎیریم، Έکلاسی ذرات را ذرات این اگر الف‐

کنید. حساب T را دمای در ای ذره بس سیستم این متوسط انرژی بΎیریم، ͳکوانتوم ذرات را ذرات این گر ب‐

آورید. بدست را متوسط انرژی مقدار زیاد بسیار دماهای در و صفر دمای در پ‐

که: دهید نشان آل ایده ͳبوزون گاز Έی برای n

1

z

∂z

∂T P
= − 5

2T

g5/2(z)

g3/2(z)
. (١٣۴)

که: دهید نشان رابطه این از استفاده با

γ ≡ CP

CV
=

(∂z/∂T )P
(∂z/∂T )v

=
5

3

g5/2(z)g1/2(z)

(g3/2(z))2
(١٣۵)

شوند: ͳم داده زیر روابط توسط ͳبوزون آل ایده گاز Έی برای رو در بی پذیری تراکم ضریب و همدما پذیری تراکم ضریب که دهید نشان n

κT =
1

nkT

g1/2(z)

g3/2(z)
κS =

3

5nkT

g3/2(z)

g5/2(z)
, (١٣۶)

ͳیعن کنند ͳم میل Έکلاسی گاز به مربوط مقادیر سمت به κS و κT z −→ 0 ͳوقت که دهید نشان است. گاز ͳالΎچ n = N
V آن در که

κT −→ 1

P
κS −→ 1

γP
.

آورید. بدست z −→ 1 حد ͳیعن است واگن ͳخیل گاز که حدی در را ها کمیت این رفتار

حساب زیر حالت دو برای را Έکانونی گراند پارش تابع بΎیرید. نظر در ω0 فرکانس با یسان Έهارمونی نوسانگر N از متشل ͳسیستم n

کنید:

۴٠



کنند. ͳم تبعیت بولتزمن امار از نوسانگرها که ͳوقت الف:

کنند. ͳم تبعیت بوز‐اینشتین آمار از نوسانگرها که ͳوقت ب:

کنید. حساب دلخواه سیستم Έی برای را کمیت این خیز و افت میزان دهیم. ͳم نشان ⟨nk⟩ با ϵk انرژیِ لایه هر در را ذرات تعداد متوسط n

است: زیر کمیت منظور

⟨n2k⟩ − ⟨nk⟩2.

آورید. بدست ͳبوزون گاز Έی برای را خیز و افت این میزان مشخص طور به

۴١


