
Έگراندکانونی آنزامبل

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳکریم وحید

١٣٩٨ آبان ٢٧

شیمایی پتانسیل ١

شیمیایی تبدیلات اثر در است مم΋ن بازهم باشد، ثابت نیز ذرات کل تعداد اگر ͳحت نیست. ثابت ذرات تعداد همیشه ͳ΋ترمودینامی های سامانه در

شیمیایی تبدیلات که ای محفظه در مثال عنوان به کند. تغییر مختلف های اتم و ها مول΋ول تعداد

2H2 +O2 −→ 2H2O (١)

ͳم بین از مول΋ول سه ترتیب این به شود. ͳم تولید آب مول΋ول دو تنها اکسیژن مول΋ول هر و هیدروژن مول΋ول دو هر ازای به گیرد،  ͳم صورت

ͳ΋ترمودینامی سامانه این در فشار و دما تغییرات با طبیعتا واکنش این کند. ͳم تغییر ذرات تعداد نهایتا و شود ͳم پدیدار جدید مول΋ول دو و رود

هستیم روبرو ای شیمایی های واکنش با همواره ها کارخانه در ساکن موتورهای در خواه و ها اتومبیل در خواه ͳاحتراق موتور هر در است. همراه

که گرفت نظر در را خورشید مثل ستاره Έی مرکز در ای هسته های واکنش توان ͳم دیΎر مثال Έی عنوان به دهند. ͳم تغییر را ذرات تعداد که

یا شیمایی های واکنش از ͳناش همواره الزاما ذرات تغییر است. هلیوم های هسته کمتری تعداد تولید و هیدروژن های هسته سوختن اش حاصل

تعادل حال در خود روی اب بخار با که ای دریاچه باشند. ذرات تعداد تغییر مسبب نیز ͳ΋فیزی های واکنش است مم΋ن بل΋ه نیست ای هسته

عنوان به کند. ͳم تغییر آن ذرات تعداد که شود ͳم مرکبی سیستم به تبدیل است شناور دریاچه روی که بخاری میعان یا و آب تبخیر اثر در است
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مختلف ذرات به نسبت که ͳمتفاوت ͳعبورده ضریب سبب به تواند ͳم کند ͳم جدا هم از را محفظه Έی از قسمت دو که ͳنازک غشای دیΎر ͳمثال

Έی واق΄ در است ثابت اش ذرات تعداد که ای سامانه که گفت توان ͳم ترتیب این به دهد. تغییر ظرف قسمت دو در ذرات تعداد و ͳالΎچ دارد

ͳواقع مطالعه برای شد. Έنزدی آن به توان ͳم تنها بل΋ه کرد مهیا را ای سامانه چنین نتوان هرگز است مم΋ن عمل در که است آل ایده سامانه نوع

ش΋ل به را Έترمودینامی ͳاصل رابطه و گرفت نظر در ͳ΋ترمودینامی متغیر Έی عنوان به نیز را ذرات تعداد بایست ͳم ͳ΋ترمودینامی سامانه Έی

کرد: اصلاح زیر

dU = TdS − PdV + µdN, (٢)

ͳم اضافه آن به ذره Έی که ͳوقت ثابت) انتروپی و حجم (در بسته سامانه کل انرژی تغییر با است برابر و دارد نام شیمایی پتانسیل µ آن در که

است: چنین شیمیایی پتانسیل تعریف ترتیب این به شود.

µ =
( ∂U
∂N

)
S,V

(٣)

به و دوباره را ها پتانسیل همان توانیم ͳم نیز اکنون کردیم تعریف نیز دیΎری شیمیایی های پتانسیل انرژی روی از ͳقبل درسهای در که همانطور

کنیم: تعریف زیر ش΋ل

هلمهولتز: آزاد انرژی n

F := U − TS (۴)

کند: ͳم صدق ای رابطه چنین در (٢) رابطه به توجه با طبیعتا که

dF = −PdV − SdT + µdN (۵)

ͳیعن است ذرات تعداد و حجم دما، از ͳتابع اولا هلمهولتز آزاد انرژی که دهد ͳم نشان رابطه این

F = F (T, V,N) (۶)
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آید: ͳم بدست زیر ترتیب به آن از شیمایی پتانسیل ثانیا و

µ =
( ∂F
∂N

)
V,T

. (٧)

کرد: تعریف را گیبس آزاد انرژی توان ͳم ترتیب همین به

گیبس: آزاد انرژی n

G := U − TS + pV (٨)

دهد: ͳم بدست (٢) رابطه به توجه با که

dG = V dP − SdT + µdN (٩)

ͳیعن است ذرات تعداد و دما فشار، متغیرهای از ͳتابع گیبس تابع اولا که کند ͳم بیان نیز رابطه این

G = G(T, P,N) (١٠)

ثانیا و

µ =
( ∂G
∂N

)
T,P

. (١١)

گیبس‐دوهایم رابطه n

دهیم. ͳم توضیح را آن آوردن بدست شیوه و رابطه این دیΎر بار Έی یادآوری برای بودیم. دیده را ١ دوهایم گیبس رابطه Έترمودینامی درس در

که دانیم ͳم

dU = TdS − PdV + µdN. (١٢)

Gibbs-Duheim Relations١
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متغیرهای از ͳتابع صورت به را U توان ͳم که کند ͳم بیان رابطه این چنین هم دهد. ͳم ربط V و N ، S تغییرات به را U تغییرات رابطه این

نوشت: S و V ، N مستقل

U = U(S, V,N). (١٣)

نوشت: توان ͳم بنابراین هستند. فزونور ͳΎهم S و V ، N ، U های کمیت که کنیم ͳم دقت حال

λU = U(λS, λV, λN). (١۴)

نتیجه در دهیم. ͳم قرار ١ مساوی را λ سپس و گیری ͳم مشتق λ به نسبت بالا رابطه از

U =
∂U

∂S
S +

∂U

∂V
V +

∂U

∂N
N. (١۵)

که دانیم ͳم ͳ΋ترمودینامی های رابطه از )اما
∂U

∂S

)
N,V

= T ,

(
∂U

∂V

)
N,S

= −P ,

(
∂U

∂N

)
S,V

= µ . (١۶)

آوریم: ͳم بدست اخیر رابطه دو این تلفیق از

U = TS − PV + µN. (١٧)

و U, S حالت توابع تغییرات بین ای رابطه فقط ما کنون تا که دارد اهمیت جهت آن از رابطه این شود. ͳم نامیده دوهم گیبس رابطه رابطه، این

انرژی و هلمهولتز آزاد انرژی از که ͳتعریف به توجه با کند. ͳم برقرار ͳمستقیم رابطه ها کمیت این خود بین رابطه این اما داشتیم. نظایرآن و T

که دهد ͳم نشان چنین هم رابطه این داریم، گیبس آزاد

F = −PV + µN (١٨)

تر جالب آن از و

G = µN. (١٩)

ذره. واحد بر گیبس آزاد انرژی جز نیست چیزی شیمیایی پتانسیل دیΎر عبارت به
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شیمایی پتانسیل معنای ٢

همدما های دستگاه که طور همان دماست. مثل چیزی کمیت این که دید خواهیم چیست؟ شیمیایی پتانسیل معنای که پرسیم ͳم خود از حال

به تعادل در نیز دارند ی΋سان شیمیایی پتانسیل که هایی دستگاه شود، ͳنم مبادله آنها بین گرما و گیرند ͳم قرار گرمایی تعادل در دیΎر Έی با

ذره شود، ͳم جاری پایین دمای با جسم به بالا دمای با جسم از گرما که همانطور شود. ͳنم مبادله آنها بین ذره و گیرند ͳم قرار شیمیایی اصطلاح

که نیز فشار به است بهتر خود بحث بودن کامل برای شود. ͳم سرازیر پایین شیمیایی پتانسیل با دستگاه به بالا شیمیایی پتانسیل با دستگاه از نیز

قرار ͳ΋انی΋م تعادل در فشار هم های سیستم که معنا این به دارد شیمیایی پتانسیل و دما با معادل کاملا ͳنقش که کنیم اشاره نیز است آشنایی متغیر

ͳم افزایش دارد کمتری فشار که ͳسیستم زیان به را خود حجم دارد بیشتری فشار که ͳسیستم نیز همواره و کند ͳنم تغییر آنها حجم و گیرند ͳم

دانیم ͳم کنیم. ͳم توجه آنتروپی عبارت به نکات این فهم برای دهد.

TdS = dU + PdV − µdN (٢٠)

رسیم. ͳم زیر نتایج به رابطه این از

(∂S
∂T

)
N,V

=
1

T

( ∂S
∂V

)
N,U

=
P

T

( ∂S
∂N

)
U,V

= −µ

T
. (٢١)

بفهمیم. را شیمیایی پتانسیل و فشار دما، معنای توانیم ͳم حال

دما: n

وضعیت اند. شده داده نشان (٢) ش΋ل در دستگاه دو این دارند. خود به مخصوص متغیرهای هرکدام که بΎیرید نظر در متفاوت دستگاه دو

این کل که آنجا از دهند. انجام انرژی مبادله هم با توانند ͳم فقط و است ثابت آنها حجم چنین هم و آنها ذرات تعداد که است طوری ها دستگاه

ͳیعن است. صفر با برابر دستگاه دو مجموع انرژی تغییرات دهند، ͳم تش΋یل را بسته دستگاه Έی هم با دستگاه دو

dU1 = −dU2.

رسد ͳم خود مقدار بیشینه به انتروپی که ͳوقت و یابد افزایش آن آنتروپی که رود ͳم ͳطرف به مجموعه این که دانیم ͳم Έترمودینامی دوم قانون بنابر

آید: ͳم بدست زیر رابطه از دستگاه دو این کل انتروپی تغییر بنابراین رسد. ͳم گرمایی تعادل حال به مرکب دستگاه این

dS =
(∂S1

∂U1

)
N,V

dU1 +
(∂S2

∂U2

)
N,V

dU2

۵



=
(∂S1

∂U1

)
N,V

(−dU) +
(∂S2

∂U2

)
N,V

dU

=
(
− 1

T1
+

1

T2
)dU =

(T1 − T2
T1T2

)dU ≥ 0 (٢٢)

همچنین و است dS ≥ 0 همواره که ایم کرده استفاده این از رابطه این نوشتن در

dU1 = −dU dU2 = dU

dU1 < 0 آنگاه T1 > T2 هرگاه ثانیا است، برابر هم با دستگاه دو دمای است، dS = 0 که ͳوقت تعادل حال در اولا که دهد ͳم نشان رابطه این .

چیزی همان این و رود ͳم دیΎر سیستم به سیستم این از انرژی و گرما باشد، بیشتر دو سیستم از Έی سیستم دمای هرگاه که است آن معنای به که

فهمیم. ͳم دما از ͳحس طور به ما که است

a

b

c dN

dV

dU

1 2

1 2

1 2

وسط ش΋ل در کنند. مبادله انرژی ی΋دیΎر با توانند ͳم و اند شده جدا دیΎر Έی از بر گرما دیواره با محفظه قسمت دو بالایی درش΋ل :١ ش΋ل

دو ͳپایین ش΋ل در کنند. مبادله حجم دیΎر Έی با توانند ͳم و اند شده جدا هم از اصط΋اک بدون و متحرک دیواره Έی با محفظه قسمت دو

کنند. مبادله ذره دیΎر Έی با توانند ͳم و اند شده جدا متخلل دیواره Έی با محفظه قسمت

فشار: n
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و آنها ذرات تعداد که است طوری ها دستگاه وضعیت بار این گیریم. ͳم نظر در را (٢) ِ ͳوسط ش΋ل در شده داده نشان دستگاه دو حال

که است ͳبدیه کنند. مبادله حجم دارد قرار آنها بین در که ͳاک΋اصط بدون پیستون دادن حرکت طریق از توانند ͳم فقط و است ثابت آنها دمای

dV1 = −dV dV2 = dV

ͳم خود مقدار بیشینه به انتروپی که ͳوقت و یابد افزایش آن آنتروپی که رود ͳم ͳطرف به مجموعه این که دانیم ͳم Έترمودینامی دوم قانون بنابر .

آید: ͳم بدست زیر رابطه از دستگاه دو این کل انتروپی تغییر بنابراین رسد. ͳم ͳ΋انی΋م تعادل حال به مرکب دستگاه این رسد

dS =
(∂S1

∂V1

)
N,U

dV1 +
(∂S2

∂V2

)
N,U

dV2

=
(∂S1

∂V1

)
N,U

(−dV ) +
(∂S2

∂V2

)
N,U

dV

=
(
− P1

T
+
P2

T
)dV =

(P2 − P1

T
)dV ≥ 0 (٢٣)

آنگاه P2 > P1 هرگاه ثانیا است، برابر هم با محفظه این طرف دو فشار است، dS = 0 که ͳوقت تعادل حال در اولا که دهد ͳم نشان رابطه این

حجم زیان به را خود حجم کند ͳم ͳسع فشار با دو سیستم باشد، بیشتر Έی سیستم از دو سیستم فشار هرگاه که است آن معنای به که dV2 > 0

رسیم. ͳم شیمیایی پتانسیل معنای به بالاخره و فهمیم. ͳم فشار از ͳحس طور به ما که است چیزی همان این و دهد افزایش Έی سیستم

: شیمیایی پتانسیل n

ثابت آنها دمای و حجم که است طوری ها دستگاه وضعیت بار این گیریم. ͳم نظر در را (٢) ̥ͳپایین ش΋ل در شده داده نشان دستگاه دو بازهم

که است ͳبدیه کنند. مبادله ذره هم با توانند ͳم فقط و است

dN1 = −dN dN2 = dN

ͳم خود مقدار بیشینه به انتروپی که ͳوقت و یابد افزایش آن آنتروپی که رود ͳم ͳطرف به مجموعه این که دانیم ͳم Έترمودینامی دوم قانون بنابر .

آید: ͳم بدست زیر رابطه از دستگاه دو این کل انتروپی تغییر بنابراین رسد. ͳم شیمیایی تعادل حال به مرکب دستگاه این رسد

dS =
( ∂S1

∂N1

)
U,V

dN1 +
( ∂S2

∂N2

)
U,V

dN2

=
( ∂S1

∂N1

)
U,V

(−dN) +
( ∂S2

∂N2

)
U,V

dN

=
(µ1

T
− µ2

T
)dN =

(µ1 − µ2

T
)dN ≥ 0 (٢۴)

٧



هرگاه ثانیا است، برابر هم با محفظه این طرف دو در شیمیایی پتانسیل است، dS = 0 که ͳوقت تعادل حال در اولا که دهد ͳم نشان رابطه این

سوی به Έی سیستم از ذرات باشد، بیشتر دو سیستم از Έی سیستم شیمیایی پتانسیل هرگاه که است آن معنای به که dN > 0 آنگاه µ1 > µ2

شوند. ͳم سرازیر دو سیستم

کنید. حساب را آل ایده گاز Έی شیمیایی پتانسیل مثال: n

ͳم چΎونه که کنیم فکر این به باید بنابراین است. هلمهولتز آزاد انرژی سپس و پارش تابع کنیم ͳم حساب Έکانونی آنزامبل در که چیزی نخستین

رابطه از کنیم. حساب را شیمیایی پتانسیل هلمهولتز آزاد انرژی تابع داشتن دست در با توانیم

dF = −SdT − PdV + µdN (٢۵)

آوریم ͳم بدست

µ =
( ∂F
∂N

)
T,V

. (٢۶)

دانیم ͳم شود. تعیین شیمیایی پتانسیل تا بΎیریم مشتق ذرات تعداد به نسبت آن از و کنیم حساب را هلمهولتز آزاد انرژی تابع که است ͳکاف پس

با: است برابر آل ایده گاز Έی پارش تابع که

Z =
1

N !
(
V

λth
)N (٢٧)

با: شود ͳم برابر هلمهولتز آزاد انرژی آن نتیجه در که

F = −kT lnZ = NkT
[
ln(nλ3th)− 1

]
(٢٨)

آوریم: ͳم دست به محاسبه ͳکم با

µ = kT ln(nλ3th) (٢٩)

ها حالت ͳالΎچ ٣

است مم΋ن هم اوقات اغلب و داریم نیاز آن به پارش تابع محاسبه برای که بΎیریم یاد را چیزی همیشه برای بار Έی خواهیم ͳم بخش این در

است: چنین ͳدستگاه هر برای Έکانونی پارش تابع دهد. قرار الشعاع تحت هستیم روبرو آن با که ͳاصل مسئله به را ما توجه

Z =
∑
n

e−βEn (٣٠)
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شود. ͳم انجام دستگاه های می΋روحالت تمام روی جم΄ آن در که

صورت به را فوق جم΄ توان ͳم ترتیب این به باشند. داشته انرژی Έی همه می΋روحالت چندین است مم΋ن که است مهم نکته این به توجه

نوشت: زیر

Z =
∑
E

Ω(E)e−βE (٣١)

آنها انرژی و است زیاد العاده فوق تعدادشان ها می΋روحالت اوقات از ͳخیل دارند. [E انرژی که است هایی می΋روحالت تعداد Ω(E) آن در که

بنویسیم: و کنیم انتگرال Έی به تبدیل را بالا جم΄ توانیم ͳم ͳمواقع چنین در است. Έنزدی ͳخیل ͳخیل هم به

Z =

∫
dEg(E)e−βE (٣٢)

هدف است. E + dE و E بین شان انرژی که است هایی می΋روحالت تعداد با برابر g(E)dE اینکه ͳیعن هاست حالت ͳالΎچ g(E) آن در که

را پارش تابع از قسمت این محاسبه همیشه برای بار Έی خواهیم ͳم است. مختلف دستگاه چند برای ها حالت ͳالΎچ محاسبه بخش این در ما

و عددی صورت به چه ͳتحلیل صورت به چه نهایتا که مشخص و معین انتگرال Έی محاسبه و مانیم ͳم ͳباق ما صورت این در که چرا بΎیریم یاد

پارش تابع عبارت خود ͳیعن انتگرال خود نخست مرحله در که است این مهم ͳول ببندیم. کار به آن محاسبه برای را هایی روش توانیم ͳم ͳاختلال

های موقعیت برای گرفت خواهد یاد خواننده که نحوی به شود ͳم انجام چΎونه محاسبه این که داد خواهد نشان زیر مثالهای بنویسیم. درست را

دهد. انجام را محاسبه نوع این نیز تر پیچیده

بعد دو در ها حالت ͳالΎچ ٣ . ١

برای کنیم. حساب را ذره Έی پارش تابع تنها که است ͳکاف پس هستند، کنش برهم بدون ذرات چون که گیریم ͳم نظر در را نکته این ابتدا همان

است زیر ش΋ل به موج تابع Έی می΋روحالت هر ذره Έی

ψk(x, y) = A sin kxx sin kyy (٣٣)

هستند: گسسته زیر ش΋ل به ها تکانه آن در که

kx =
π

L
nx, ky =

π

L
ny, (٣۴)

بردار Έی با می΋روحالت هر ترتیب این به دهد. ͳم قرار صفر با برابر ( L طول (به ظرف های دیواره روی در را موج تابع کوانتش شرط این

ͳم بدست رابطه این از هاست. تکانه این روی انتگرال با معادل ها می΋روحالت روی جم΄ شود. ͳم مشخص k = (kx, ky) =
π
L (nx, ny)

٩



آوریم:

dnxdny = (
L

π
)2dkxdky. (٣۵)

توان ͳم را ها تکانه روی انتگرال بنابراین دارد)، ͳدوران تقارن ͳیعن) است تکانه اندازه از ͳتابع انرژی اینکه آن و کنیم ͳم توجه نکته Έی به حال

داشت: خواهیم نتیجه در کنیم. ͳم استفاده V عبارت از L2 بجای چنین هم داد. انجام قطبی مختصات در

dnxdny =
V

π2

1

4
2πkdk =

V

2π
kdk (٣۶)

تکانه جای به را انتگرال اندازه که است این آخر قدم گیریم. ͳم انتگرال ها تکانه مثبت های مولفه روی فقط که است شده وارد آن برای 1
4 ضریب

داشت: خواهیم نهایتا بنویسیم. انرژی حسب بر

dnxdny = g(ϵ)dϵ (٣٧)

تکانه به انرژی ͳبستگ ،ͳنسبیت ذرات با یا داریم سروکار ͳغیرنسبیت ذرات با که این به بسته شود. ͳم نامیده ٢ ها حالت ͳالΎچ g(ϵ) آن در که

کند. ͳم پیدا انرژی حسب بر ͳمتفاوت ش΋ل ها حالت ͳالΎچ و است متفاوت

کنید. محاسبه بعد دو در ͳغیرنسبیت دار جرم ذره Έی برای ها حالت ͳالΎچ تمرین: n

کنید. محاسبه بعد دو در ͳنسبیت دار جرم ذرات Έی برای ها حالت ͳالΎچ تمرین: n

کنید. محاسبه بعد دو در (فوتون) ͳنسبیت جرم بدون ذره Έی برای ها حالت ͳالΎچ تمرین: n

بعد سه در ها حالت ͳالΎچ ٣ . ٢

بنویسیم: باید هستیم بعد سه در چون دارد. ͳاندک بسیار تفاوت و است ͳقبل زیربخش به شبیه بسیار اینجا در ما محاسبه

dnxdnydnz = (
L

π
)3dkxdkydkz =

V

π3

1

8
4πk2dk =

V

2π2
k2dk, (٣٨)

بΎیریم. انتگرال مثبت های تکانه روی بایست ͳم که شده وارد دلیل این به 1
8 ضریب

کنید. محاسبه بعد سه در ͳغیرنسبیت دار جرم ذره Έی برای ها حالت ͳالΎچ تمرین: n

Density of States٢
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کنید. محاسبه بعد سه در ͳنسبیت دار جرم ذرات Έی برای ها حالت ͳالΎچ تمرین: n

کنید. محاسبه بعد سه در (فوتون) ͳنسبیت جرم بدون ذره Έی برای ها حالت ͳالΎچ تمرین: n

Έکانونی گراند آنزامبل ۴

ثابت E ͳیعن سیستم کل انرژی و N ͳیعن ذرات تعداد Έروکانونی΋می آنزامبل در ایم. شده آشنا Έکانونی و Έروکانونی΋می آنزامبل دو با کنون تا

دیدیم است. رسیده تعادل به ثابت دمای در منبع Έی با سیستم بل΋ه نیست. ثابت انرژی ͳول است ثابت ذرات تعداد Έکانونی آنزامبل در است.

تعداد نه و است ثابت انرژی نه آن در که شویم آشنا ͳآنزامبل با خواهیم ͳم اکنون است. ی΋سان آنزامبل نوع دو این از ͳناش ͳ΋ترمودینامی نتایج که

و کند ͳم انرژی مبادله هم منبع با سیستم بنابراین است. ثابت شیمیایی پتانسیل و دما آن در و است رسیده تعادل به منبع Έی با سیستم بل΋ه ذرات،

بالای هوای با تماس در که را دریاچه Έی Έترمودینامی که ͳوقت مثل نیازمندیم، ͳآنزامبل چنین به ما اقعا و شرایط از ͳبعض برای ذره. مبادله هم

ش΋ل کنیم. ͳم مطالعه را خورشید اتمسفر یا و اقیانوس از ͳقسمت Έی یا جو از لایه Έی Έترمودینامی که ͳوقت یا کنیم ͳم مطالعه دارد،  قرار آن

تعداد و E با برابر منبع و سیستم کل انرژی است. µشیمیایی پتانسیل و T ِ ثابت دمای در منبع Έی با تماس در که دهد ͳم نشان را ͳسیستم  ()

است ΀واض دهیم. ͳم نشان E2 و N2 با را منبع ذرات تعداد و انرژی و E1 و N1 با را سیستم ذرات تعداد و انرژی است. N با برابر کل ذرات

N = N1 +N2, E = E1 + E2. (٣٩)

با است برابر منبع و سیستم های می΋روحالت کل تعداد

Ω(E,N) =
∑

N1,E1

Ω1(E1, N1)Ω2(E2, N2) (۴٠)

احتمال که کنیم ͳم سوال حال شوند. ͳم اختیار P = 1
Ω(E,N) احتمال با ͳیعن ی΋سان احتمال با ها می΋روحالت این از هرکدام تعادل، حالت در

با: است برابر ΁پاس است؟ چقدر کند اختیار را Ni ذرات تعداد و Ei انرژی که را i مثل معین می΋روحالت Έی سیستم آنکه

Pi =
1

Ω(E,N)
Ω2(E − Ei, N −Ni). (۴١)

است. نمایی N ذرات تعداد و E انرژی به آن ͳبستگ که است ͳتابع Ω که دانیم ͳم چنین هم Ni << N. و Ei << E که دانیم ͳم اما

دهیم: بسط را اش لΎاریتم بایست ͳم آن بجای بنابراین

lnPi = c+ lnΩ2(E − Ei, N −Ni)
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≈ c− Ei
∂ lnΩ2

∂E2 E2=E

−Ni
∂ lnΩ2

∂N2 N2=N

(۴٢)

که دانیم ͳم Έترمودینامی از چنین هم .S = k lnΩ که ایم گرفته یاد قبلا )اما
∂S

∂E

)
N,X

=
1

T
,

(
∂S

∂N

)
E,X

=
−µ
T
. (۴٣)

نتیجه در است. گاز) در حجم (مثل سیستم فزونور متغیر X آن در که

lnPi = c− βEi + βµNi (۴۴)

داشت: خواهیم نتیجه در . β = 1
kT آن در که

Pi =
1

Q
e−βEi+βµNi (۴۵)

با برابراست و است ثابت Έی Q آن در که

Q(β, βµ) =
∑
i

e−β(Ei−µNi) (۴۶)

می΋روحالت Έی در سیستم که دهد ͳم را این احتمال ٧ رابطه دارد. نام Έگراندکانونی پارش Qتابع هاست. می΋روحالت تمام روی جم΄ آن در که

خصوصیات همه نیز Έگراندکانونی پارش تابع ،Έکانونی پارش تابع مثل باشد. Ni ذرات تعداد و Ei انرژی دارای که باشد i مثل مشخص

کنیم. ͳم حساب Έی به Έی را ها کمیت این زیر در بدهد. بدست تواند ͳم را سیستم ͳ΋ترمودینامی

انرژی: متوسط n

U =
∑
i

PiEi =
∑
i

1

Q
e−β(Ei−µNi)Ei =

1

Q

(
−∂Q
∂β

)
. (۴٧)

بنابراین

U = − ∂

∂β
lnQ. (۴٨)

ذرات: تعداد متوسط n

N =
∑
i

PiNi =
∑
i

Ni
1

Q
e−β(Ei−µNi) =

1

Q

∂

∂βµ
Q. (۴٩)
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بنابراین

N =
∂

∂βµ
lnQ. (۵٠)

: ذرات تعداد خیز و افت n

N2 −N
2
=

1

Q

∂2

∂(βµ)2
Q− (

1

Q

∂

∂βµ
Q)2 =

∂2

∂(βµ)2
lnQ. (۵١)

با بود خواهد برابر نسبی خیز و افت بنابراین

N2 −N
2

N
2 =

(lnQ)”

(lnQ′)2
. (۵٢)

های کمیت µ و β که این به توجه با و ١٢ رابطه بنابر که کنیم ͳم دقت حال است. βµ به نسبت گیری مشتق معنای به ′ علامت آن در که

گیریم ͳم نتیجه بنابراین است. 1
N

مرتبه از ١۴ رابطه راست طرف بنابراین است. N مرتبه از و فزونور کمیت Έی lnQ هستند، √نافزونور
N2 −N

2

N
∼ 1

N
1
2

, (۵٣)

است، کم بسیار N ͳیعن آن متوسط مقدار حول N ِ خیز و افت که است این معنایش استا. صفر با برابر تقریبا بزرگ های N برای که

سیستم درون ذرات متوسط تعداد ͳسادگ برای بعد به این از گرفت. Nهمان برابر و ثابت را N مقدار توان ͳم عملا نتیجه در و () ش΋ل

دهیم. ͳم نشان N با N جای به را

عنوان به را Q بنابراین شود. برده کار به Q متغیرهای از ͳ΋ی عنوان به z := eβµ پارامتر βµ پارامتر بجای که است معمول .z پارامتر n

ͳم که معنا این به کرد، ͳبازنویس را گذشته روابط توان ͳم نتیجه در نویسیم. ͳم حجم مثل سیستم دیΎر متغیرهای والبته z و β از ͳتابع

نویسیم:

∂

∂βµ
=

dz

d(βµ)

∂

∂z
= z

∂

∂z
(۵۴)

داشت: خواهیم بنابراین

U = − ∂

∂β
lnQ, N = z

∂

∂z
lnQ. (۵۵)
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زیر صورت به توان ͳم را تابع این گیریم. ͳم نظر در را Q =
∑

i e
−β(Ei−µNi) صورت به Έکانونی گراند پارش تابع آزاد: انرژی n

کرد: ͳبازنویس

Q =
∑
N

eβµ
∑
i

e−βEi (۵۶)

بنابراین هستند. ذره تا N دارای که است هایی می΋روحالت تمام روی جم΄ ZN :=
∑

i e
−βEi آن در که

Q =
∑
N

eβµNZN (۵٧)

توانیم ͳم است، 1√
N

مرتبه از و کم بسیار N در خیز و افت میزان دیدیم که این به توجه با حال است. Έکانونی پارش تابع ZN آن در که

نویسیم: ͳم بنابراین دهیم. قرار را ها جمله این ترین بزرگ تنها جملات تمام ِ جم΄ جای به بالا عبارت در

Q = eβµNZN (۵٨)

داشت: خواهیم ZN = e−βFN که این به توجه با چنین هم و دهیم، نشان N با ͳسادگ برای را N گذاشتیم قرار آنکه به توجه با و

Q = eβµN−βFN , (۵٩)

داریم بنابراین است. هلمهولتز آزاد انرژی FN آن در که

lnQ = β(µN − FN ) = β(µN − U + ST ). (۶٠)

آورد: بدست را آزاد انرژی عبارت توان ͳم اول رابطه از

FN = βµN − lnQ = N ln z − lnQ

= z ln z
∂

∂z
lnQ− lnQ (۶١)

با: شود ͳم برابر آزاد انرژی نهایی عبارت نتیجه در و

FN = (z ln z
∂

∂z
− 1) lnQ. (۶٢)

که دانیم ͳم ٢٢ رابطه بنابر حالت: معادله n

lnQ = β(U − TS + µN) (۶٣)
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که دانیم ͳم ͳ΋ترمودینامی روابط از

U = TS + JX + µN (۶۴)

رسیم: ͳم زیر ساده نتیجه به ͳقبل رابطه با رابطه این ترکیب با بنابراین

lnQ = −JX
kT

(۶۵)

بنابراین و JX = −PV ش΋ل گازی سیستم Έی مورد در است. یافته تعمیم جابجایی X و یافته تعمیم نیروی J درآن که

lnQ =
PV

kT
. (۶۶)

ذرات. تعداد نه و است z و β از ͳتابع lnQ ͳیعن چپ طرف زیرا دهد ͳنم بدست را حالت معادله تنهایی به بالا رابطه که کنیم دقت باید

کرد. حذف N = z ∂
z lnQ ی رابطه و رابطه این بین را z پارامتر بایست ͳم حالت معادله کردن پیدا برای بنابراین

داریم: کنیم: ͳم حل Έگراندکانونی آنزامبل از استفاده با را Έکلاسی آل ایده گاز مثال این در مثال: n

Q =

∞∑
N=0

eβµNZN =

∞∑
N=0

ZN (۶٧)

با: است برابر دانیم ͳم چنانکه و است Έکانونی پارش تابع ZN آن در که

ZN =
1

N !

(
V

λ3

)N

(۶٨)

بنابراین است. گرمایی موج طول λ = h√
2πmkT

آن در که

Q =

∞∑
N=0

zN
1

N !
(
V

λ3
)N = e

zV
λ3 . (۶٩)

آوریم: ͳم بدست نتیجه در

PV

kT
= lnQ =

zV

λ3
(٧٠)

N = z
∂

∂z
lnQ =

zV

λ3
. (٧١)
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ͳیعن آید ͳم بدست آل ایده گاز حالت معادله و شده حذف ͳآسان به z پارامتر خاص مثال این در

PV = NkT. (٧٢)

آید: ͳم بدست نیز گاز انرژی چنین هم

U = − ∂

∂β
lnQ = −dλ

dβ

∂ lnQ

∂λ
(٧٣)

که دانیم ͳم اما

∂ lnQ

∂λ
= −3

lnQ

λ
,

dλ

dβ
=

1

2

λ

β
(٧۴)

داشت: خواهیم بنابراین

U =
3

2

lnQ

β
=

3

2
PV. (٧۵)
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