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مقدمه ١

نیز ͳگاه از هر کند، ͳم ولد و زاد ͳخرگوش ͳاهΎگاه کنند. ͳم ͳزندگ ͳخوش و خوبی به ها خرگوش آن در که بΎیرید نظر در را مزرعه Έی

زنند. ͳم اسیب نیز دیΎر محصولات از ͳبعض به و خورند ͳم را مزرع جات ͳصیف محصول ها خرگوش شود. ͳم ͳروباه طعمه یا میرد ͳم ͳخرگوش

خرگوش تا x تعداد t لحظه در که را این احتمال علاقمندیم اما کنند، ͳم ͳزندگ مزرعه در خرگوش تعداد چه لحظه هر در که دانیم ͳنم دقیق طور به

ریزی برنامه ان از حفاظت برای و بود خواهد چΎونه تابستان در مان محصول وض΄ بدانیم خواهیم ͳم اینکه برای بدانیم باشد داشته وجود مزرعه در

ͳتصادف متغیر این است. زمان طول در x مثل ͳتصادف متغیر Έی تغییرات دهنده نشان تابع این دهیم. ͳم نشان P (x, t) با را احتمال این کنیم.

کشور، Έی بورس سهام کل ارزش جامعه، Έی در ویروس Έی به مبتلایان جمعیت مزرعه، Έی در ها خرگوش جمعیت همان مثل چیزی تواند ͳم

ͳالملل بین بازارهای در خام ماده Έی قیمت یا و شیمیایی، آزمایش Έی در ماده Έی های مول تعداد ، آزمایشΎاه در باکتری گونه Έی جمعیت

ͳم پیوسته را ͳتصادف متغیر این بعد به این از ͳسادگ برای باشد. پیوسته یا گسسته تواند ͳم متغیر این باشد. دیΎر مشابه مثال صدها از ͳی یا و

زنیم ͳم حرف مزرعه Έی های خرگوش مثال از نیز همواره برقرارند. نیز گسسته متغیرهای برای نویسیم ͳم که ͳروابط همه اینکه به توجه با گیریم

مبنای بر که است بهنجارش رابطه خستین رود. کار به تواند ͳم بالا های مثال از کدام هر برای آوریم ͳم بدست که الΎویی که نکته این دانستن با

∫آن:
P (x1, t1)dx1 = 1. (١)

١



.ͳتصادف فرایندهای و احتمال نظریه پیشΎامان از ͳی کولموگروف آندره :١ شل

این دانستن است؟ چقدر باشد تا x2 خرگوشها تعداد تابستان اواسط در اینکه احتمال باشد، تا x1 مزرعه های خرگوش تعداد تابستان اول در اگر

دهیم. ͳم نشان P (x2, t2|x1, t1) با است ͳشرط احتمال Έی که را احتمال این است. مفید مان مزرعه از مواظبت و ریزی برنامه برای نیز احتمال

کند: ͳم صدق زیر رابطه در ͳشرط احتمال این که دانیم ͳم

P (x2, t2|x1, t1) =
P (x2, t2;x1, t1)

P (x1, t1)
, (٢)

(اواسط t2 زمان در آنها تعداد و x1 با برابر تابستان) (اول t1 زمان در ها خرگوش تعداد که است این احتمال P (x2, t2;x1, t1) آن در که

توان ͳم دهد ͳم نشان زمان طول در را ͳتصادف متغیر Έی تحول که ای نقطه چند توابع واق΄ در و ای نقطه دو تابع این باشد. x2 با برابر تابستان)

٢



که: است این اینجا در بهنجارش شرط کرد. تعریف ͳتصادف متغیر نوع هر برای

∫
P (x2, t2;x1, t1)dx2 = P (x1, t1) (٣)

و

∫
P (x2, t2;x1, t1)dx1 = P (x2, t2). (۴)

گیریم: ͳم را زیر نتیجه تعریف این از

∫
dx2P (x2, t2|x1, t1) = 1 (۵)

این کل مجموع و کرد خواهد اختیار آینده زمان در را مقداری Έی ͳتصادف متغیر بالاخره که چرا است، روشن شهودی نظر از رابطه این معنای

آن: ͳفعل مقدار برای نه و است برقرار ͳتصادف متغیر بعدی مقدار برای بهنجارش این که کنید دقت اما باشد. Έی با برابر بایست ͳم احتمالات

∫
dx1P (x2, t2|x1, t1) ̸= 1. (۶)

ͳم اختیار را مقادیری چه مختلف های زمان در ͳتصادف متغیر اینکه ͳیعن است ای نقطه چند تابع داریم، علاقه آن به که آنچه تر ͳکل حالت در

شود: ͳم داده نشان زیر صورت به تابع این چیست. زمان طول در ͳتصادف متغیر این گسسته مسیر که بدانیم خواهیم ͳم واق΄ در کند.

P (xn, tn;xn−1, tn−1; · · ·x1, t1). (٧)

شود: ͳم بهنجار زیر صورت به تابع این

∫
P (xn, tn;xn−1, tn1

; · · ·x1, t1)dxkdxk−1 · · · dx1 = P (xn, tn;xn−1, tn−1; · · ·xk+1, tk+1). (٨)

و

P (xn, tn, · · ·xk+1, tk+1|xk, tk, · · ·x1, t1) =
P (xn, tn; · · ·x1, t1)

P (xk, tk; · · ·x1, t1)
(٩)

٣



مارکوف فرآیندهای ٢

برای دارد. آنها گیری جفت فصل ͳیعن بهار اوایل در ها خرگوش جمعیت به ͳبستگ است چقدر تابستان در مزرعه های خرگوش جمعیت که این

دارد ͳمدت کوتاه حافظه ای پدیده چنین بدانیم. نیز تر قبل بهار ده یا پن; در را آنها جمعیت که نیست ͳاحتیاج ها خرگوش تقریبی جمعیت یافتن

داریم: ای نقطه چند تابع هایی پدیده چنین برای دارند. رفتاری چنین ͳتصادف های پدیده از بسیاری است. فصل Έی حدود که

P (xn, tn|xn−1, tn−1;xn−2, tn−2; · · ·x1, t1) = P (xn, tn|xn−1, tn−1) (١٠)

چΎونه احتمال توزیع تابع بعد لحظه به لحظه Έی از که دهد ͳم نشان عبارت این شود. ͳم نامیده ١ انتشارگر P (xk, tk|xk−1, tk−1) عبارت

بنویسیم: توانیم ͳم مارکوف فرایند Έی در بدانیم. را احتمال توزیع تابع t1 لحظه در که کنید فرض کند. ͳم تغییر

P (x2, t2;x1, t1) = P (x2, t2|x1, t1)P (x1, t1) (١١)

آنجا از و

P (x2, t2) =

∫
dx1P (x2, t2;x1, t1) =

∫
dx1P (x2, t2|x1, t1)P (x1, t1). (١٢)

آنقدر t2 − t1 ͳزمان فاصله که است این ͳاساس فرض Έی جا این در آوریم. بدست نیز t2 لحظه در را احتمال توزیع تابع توانیم ͳم ترتیب این به

بنویسیم: فرایند بودن مارکوف خاصیت از پیاپی استفاده با کنیم. تعیین را انتشارگر توانیم ͳم ما که است کم

P (x3, t3;x2, t2;x1, t1) = P (x3, t3|x2, t2;x1, t1)P (x2, t2;x− 1, t1)

= P (x3, t3|x2, t2)P (x2, t2|x− 1, t1)P (x1, t1), (١٣)

نتیجه در و

P (x3, t3) =

∫
dx2dx1P (x3, t3;x2, t2;x1, t1)

=

∫
dx2dx1P (x3, t3|x2, t2)P (x2, t2|x− 1, t1)P (x1, t1) (١۴)

Propagator١

۴



داشت: خواهیم استدلال این تکرار با و

(١۵)

P (xn, tn) =

∫
dxn−1dxn−2 · · · dx1P (xn, tn|xn−1, tn−1)P (xn−1, tn−1|xn−2, tn−2) · · ·P (x2, t2|x1, t1)P (x1, t1)

کنیم. حساب لحظه هر در را توزیع تابع اولیه احتمال توزیع تابع و انتشارگر داشتن با توانیم ͳم ترتیب این به

مارکوف فرایندهای برای ͳهامیلتون فرمالیزم ٣

مارکوف معادلات بودن ͳخط از نیز توانایی این و است ͳکوانتوم Έانیم به شبیه ͳخیل که کرد مطالعه چارچوبی در توان ͳم را مارکوف فرایندهای

کنیم ͳم توجه نخست باشد. چارچوب این بودن ͳکل دهنده نشان که بریم ͳم کار به را ͳمتفاوت نمادگذاری موضوع این فهم برای خیزد. ͳم بر

Έی اصطلاح به یا ͳتصادف متغیر چندین ͳزمان تحول به مربوط تواند ͳم بله نیست ͳتصادف متغیر Έی تحول به مربوط الزاما مارکوف فرایند که

مجموعاً که باشد مزرعه Έی در کلم های بوته تعداد و ها روباه تعداد ها، خرگوش تعداد مثلا تواند ͳم پیربندی Έی باشد. ٢ هیئت یا پیربندی

ام n مرحله در ما دستگاه که است این احتمال Pn(Ck) ترتیب این به بΎیریم. نظر در گسسته توانیم ͳم نیز را زمان دهیم. ͳم نمایش C با را آن

داد: تشیل زیر بردار مثل برداری توان ͳم باشد N با برابر ها هیئت کل تعداد هرگاه باشد. Ck هیئت در

|Pn⟩ =



Pn(C1)

Pn(C2)

.

.

.

Pn(CN )


(١۶)

گرفته یاد ͳکوانتوم Έانیم از که ای نمادگذاری با توانیم ͳم را بردار این است. ام n مرحله در ها هیئت همه به مربوط احتمالات دارنده بر در که

بنویسیم: زیر صورت به ایم

|Pn⟩ =
∑
C

Pn(C)|C⟩ (١٧)

Configuration٢

۵



برای کامل پایه Έی بردارها این کنیم. ͳم انتخاب هم بر عمود نیز را بردارها این دهیم. ͳم نسبت |C⟩ پایه بردار Έی C هیئت هر به ترتیب این به

دهند. ͳم تشیل ایم کرده تعریف که ای برداری فضای

⟨C|C ′⟩ = δC,C′

∑
C

|C⟩⟨C| = I (١٨)

داشت: خواهیم ترتیب این به

⟨C|Pn⟩ = Pn(C) (١٩)

شود: ͳم بیان صورت این به احتمالات بهنجارش نمادگذاری این با

∑
C

Pn(C) = 1 −→
∑
C

⟨C|Pn⟩ = 1 −→ ⟨S|Pn⟩ = 1, (٢٠)

است. شده تعریف زیر صورت به ⟨S| حالت آن در که

⟨S| =
∑
C

⟨C|. (٢١)

شود: ͳم نوشته زیر صورت به که کنیم نگاه ͳمارکوف تحول ͳاصل معادله به توانیم ͳم حال

Pn+1(C) =
∑
C′

P (C, n+ 1|C ′, n)Pn(C
′) (٢٢)

کنیم: تعریف زیر صورت به را Q ماتریس توانیم ͳم

Qn(C,C
′) := P (C, n+ 1|C ′, n) (٢٣)

عملΎرباشد: این های درایه Qn(C,C
′) که کرد تعریف نیز Q مثل عملΎری توان ͳم ترتیب این به

Qn(C,C
′) =: ⟨C|Q̂n|C ′⟩ (٢۴)

دارد: را زیر های خاصیت ماتریس این

Qn(C,C
′) ≥ 0

∑
C

Qn(C,C
′) = 1 (٢۵)

۶



شود: ͳم بیان زیر شل به عملΎری صورت به که

⟨S|Q̂ = ⟨S|. (٢۶)

شود ͳم نوشته زیر شل به ͳمارکوف تحول معادله نمادگذاری این و تعاریف این با

⟨C|Pn+1⟩ =
∑
C′

⟨C|Q̂n|C ′⟩⟨C ′|Pn⟩. (٢٧)

شود: ͳم نوشته زیر شل به ͳمارکوف تحول معادله که رسیم ͳم زیر رابطه به طرفین از ⟨C| برداشتن از پس

|Pn+1⟩ = Q̂n|Pn⟩ (٢٨)

نوشت: زیر صورت به را |Pn⟩ حالت بردار توان ͳم باشد، نداشته ͳبستگ n به ͳیعن باشد زمان از مستقل Qn تحول عملΎر چنانچه

|Pn⟩ = (Q̂)n|P0⟩. (٢٩)

عملΎر که است این تفاوت تنها کند. ͳم بازی را تحول عملΎر نقش Q آن در که است ͳکوانتوم Έانیم در حالت تحول معادله شبیه معادله این

ͳانی است. متفاوت شناسیم ͳم ͳکوانتوم Έانیم در که آنچه با |P ⟩ بردار بهنجارش که است این از ͳناش نیز نبودن ͳانی این نیست. ͳانی Q

آموخته ͳکوانتوم Έانیم از که کنیم ͳم عمل ای شیوه همان به رابطه این حل برای است. داده (٢۶) رابطه به را خود جای تحول عملΎر بودن

متفاوتند: هم با آن چپ و راست بردارهای ویژه نیست، ͳانی چون عملΎر این البته کنیم: ͳم پیدا را تحول عملΎر طیف نخست ͳیعن ایم،

Q̂|λα⟩ = λα|λα⟩ (٣٠)

⟨λα|Q̂ = λα⟨λα| (٣١)

دارای آیند، ͳم بدست det(Q − λI) = 0 رابطه از اینکه به توجه با مقدارها، ویژه و دارد معنا بردارها ویژه برای تنها بودن راست و چپ البته

دهند: ͳم تشیل کامل پایه Έی و عمودند هم بر راست و چپ بردارهای ویژه نیستند. ای ͳویژگ چنین

⟨λα|λβ⟩ = δα,β (٣٢)

∑
α

|λα⟩⟨λα| = I (٣٣)

٧



نوشت: زیر شل به توان ͳم را Q عملΎر ترتیب این به

Q̂ =
∑
α

λα|λα⟩⟨λα| (٣۴)

داشت خواهیم آن نتیجه در که

Q̂n =
∑
α

λα
n|λα⟩λα| (٣۵)

شود: ͳم یافته زیر صورت به n لحظه در احتمال بردار نتیجه در و

|Pn⟩ =
∑
α

λn
α|λα⟩⟨λα|P0⟩. (٣۶)

کرد. تعیین دیΎری ͳزمان مرحله هر در را احتمال بردار توان ͳم مرحله اولین در احتمالات داشتن دست در با چΎونه که دهد ͳم نشان رابطه این

پردازیم: ͳم تعریف Έی به نخست کنیم. مطالعه را عملΎرها نوع این ͳکل خواص از ͳبرخ است لازم مثال Έی مطالعه از قبل

کند: صدق زیر شرایط در اگر شود ͳم نامیده Έاستوکاستی ماتریس Έی Q ماتریس Έی تعریف: n

باشند. مثبت آن های درآیه همه الف:

باشد. Έی با برابر آن ستون هر روی عناصر همه مجموع ب:

که است خاصیت این دارای Q Έاستوکاستی ماتریس Έی قضیه: n

دارد. Έی با برابر مقدار ویژه Έی حتما الف:

است. Έی از کمتر یا مساوی آن مقدارهای ویژه همه اندازه ب:

نیزدارد. λ∗ مقدار ویژه Έی λ مقدار ویژه هر ازای به پ:

را بردارها ویژه این دهند. ͳم تشیل کامل پایه Έی و عمودند هم بر متفاوت مقدارهای ویژه با متناظر راست و چپ بردارهای ویژه ت:

ویژه اگر واق΄ در چپ). بردارهای ویژه طور (همین نیستند عمود هم بر لزوما راست بردارهای ویژه که کنید دقت کرد. نیز بهنجار توان ͳم

داریم دهیم، نشان ⟨λ| با را چپ بردارهای ویژه و |λ⟩ با را راست بردارهای

⟨λ|µ⟩ = δλ,µ,
∑
λ

|λ⟩⟨λ| = I. (٣٧)

٨



واق΄ در دارد. وجود Έی مقدار ویژه Έی حتما که فهمیم ͳم کند، ͳم صدق ⟨S|Q = ⟨S| شرط در Q ماتریس که آنجا از الف: اثبات: n

نیست. Q ماتریس راست بردار ویژه الزاما |S⟩ بردار که کنید توجه باید اما است. Έی مقدار ویژه این به وابسته چپ بردار ویژه ⟨S| بردار

فرآیند پایای حالت که است بردار ویژه همین که چرا است، بردار ویژه این کردن پیدا ͳمارکوف فرایند Έی مطالعه در ما هدف همه واق΄ در

کند. ͳم تعیین را

گیریم: ͳم نظر در را آن به مربوط راست بردار ویژه Έی و مقدار ویژه Έی ب:

Qx = λx (٣٨)

شد خواهد ها مولفه برحسب که

∑
j

Qijxj = λxi (٣٩)

کنیم: ͳم استفاده مثلث نامساوی از بعد و Q ماتریس های درایه بودن مثبت از کنیم، ͳم حساب را طرفین مطلق قدر

|
∑
j

Qijxj | = |λ||xi| ∀ i −→ (۴٠)

|λ||xi| ≤
∑
j

Qij |xj | ∀ i −→ (۴١)

رسیم: ͳم زیر رابطه به و است
∑

i Qij = 1 که کنیم ͳم استفاده این از و بندیم ͳم جم΄ طرف دو هر در i اندیس روی حال

|λ|
∑
i

|xi| ≤
∑
i,j

Qij |xj | =
∑
j

|xj | (۴٢)

انجامد. ͳم قضیه اثبات و −→ |λ| ≤ 1 رابطه به که

داریم: مقدار ویژه این برای گیریم. ͳم نظر در را λ مثل ماتریس این از مقدار ویژه Έی پ:

Q = λx. (۴٣)

است: برقرار نیز زیر رابطه که گیریم ͳم نتیجه است،  ͳحقیق Q ماتریس که آنجا از

Qx∗ = λ∗x∗. (۴۴)
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نیز مربوطه بردارهای ویژه و شوند ͳم ظاهر مزدوج های جفت صورت به باشند مختلط اگر یا اند ͳحقیق یا ماتریس این مقادیر ویژه بنابراین

یدیΎرند. مختلط مزدوج

بΎیرید: نظر در را چپ بردار ویژه Έی و راست بردار ویژه Έی ت:

Q|λ⟩ = λ|λ⟩ ⟨µ|Q = µ⟨µ|. (۴۵)

به: رسیم ͳم هم از رابطه دو کردن کم و |λ⟩ در راست سمت از دوم رابطه و ⟨µ| در چپ سمت از اول رابطه ضرب با حال

0 = ⟨µ|Q|λ⟩ − ⟨µ|Q|λ⟩ = (λ− µ)⟨µ|λ⟩. (۴۶)

توانیم ͳم و نیست صفر مساوی ⟨µ|λ⟩ دیΎر است µ− λ = 0 که ͳوقت برای ⟨µ|λ⟩ = 0. آنگاه باشد، λ ̸= µ اگر که معناست این به که

هستند: زیر خاصیت دارای بردارها ویژه این نتیجه در کنیم. بهنجار را آنها

⟨µ|λ⟩ = δµ,λ. (۴٧)

بحث ͳکم کنیم ͳم ͳسع دقیق و کامل اثبات Έی جای به دهند. ͳم تشیل کامل پایه Έی بردارها ویژه این کنیم ثابت که است مانده ͳباق

بΎیرید: نظر در را زیر ماتریس مثل ͳماتریس کنیم.

Q =

 1 c

0 c

 . (۴٨)

Έی ماتریس این بردارهای ویژه بنابراین دارد. بردار ویژه Έی تنها مقدار ویژه این به وابسته و دارد λ = 1 مقدار ویژه Έی ماتریس این

توانند ͳم بزرگتر های ماتریس البته شوند. ͳم نامیده ٣ جوردن نوع از های ماتریس هایی ͳماتریس چنین دهند. ͳنم تشیل فضا برای پایه

زیر ماتریس مثل نباشند، پذیر قطری دلیل همین به و باشند داشته ͳجوردن های بلوک

Q =


1 c d

0 1 c

0 0 1

 . (۴٩)

Jordan Form٣
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بنابراین است؟) چنین (چرا دارد منافات ͳتصادف ماتریس تعاریف با ͳفرم چنین که چرا باشد نوع این از تواند ͳنم Q ماتریس که است واض اما

بردار Έی است ͳکاف شد چنین که ͳوقت دهند. تشیل احتمالات برداری فضای برای ای پایه توانند ͳم هرکدام چپ یا راست بردارهای ویژه

کنیم: استفاده (۴٧) رابطه از و دهیم بسط ها پایه این از ͳی حسب بر را دلخواه احتمال

|P ⟩ =
∑
λ

P (λ)|λ⟩ (۵٠)

آوریم: ͳم بدست و کنیم ͳم ضرب ⟨µ| در را طرفین حال

⟨µ|P ⟩ =
∑
λ

P (λ)⟨µ|λ⟩ =
∑
λ

P (λ)δλ,µ = P (µ) (۵١)

نتیجه در و

|P ⟩ =
∑
λ

⟨λ|P ⟩|λ⟩ =
∑
λ

|λ⟩⟨λ|P ⟩. (۵٢)

رسیم: ͳم بودن کامل رابطه به است صادق برداری هر برای رابطه این که آنجا از

∑
λ

|λ⟩⟨λ| = I. (۵٣)

و توپ دو حاوی A جعبه ابتدا در گیریم. ͳم نظر در B و A جعبه دو عصر) شش ساعت ،١٣٩٨ اسفندماه ٢۵ تحویل: (موعد تمرین: n

ͳم عوض را آنها جای و داریم ͳم بر ها جعبه از کدام هر از توپ Έی ͳتصادف طور به مرحله هر در حال است. توپ سه حاوی B جعبه

است؟ چقدر باشد داشته وجود سبز توپ تا k B جعبه در اینکه احتمال مرحله n از پس گردانیم. ͳم بر ها جعبه به دوباره و کنیم

های علامت با را پسرهای اند. ایستاده دایره Έی روی در پسر سه عصر) شش ساعت ،١٣٩٨ اسفندماه ٢۵ تحویل: (موعد تمرین: n

دهند ͳم انجام توپ با بازی Έی پسر سه این است. ایستاده B راست سمت در C و A راست سمت در B کنیم. ͳم مشخص A, B, C

نتیجه بنابر و اندازد ͳم را اش سه دارد دست در را توپ که پسر سه این از هرکدام است. A دست در توپ اول دور در که ترتیب این به

ͳم باشد) خط نتیجه که ͳصورت (در خود چپ سمت پسر به یا باشد) شیر نتیجه که ͳصورت (در خود راست سمت پسر به را توپ سه

است: زیر شل به دارند دست در پسرها این که هایی سه احتمالات دهد.

A : p = 1/2, q = 1/2; B : p = 1, q = 0 C : p = 3/4, q = 1/4. (۵۴)

کنند: بازی زیادی ͳخیل دورهای تعداد ها پسر این اگر است. سه شیرآمدن احتمال q و آمدن خط احتمال p

هستند؟ توپ صاحب دورها از درصدی چه در پسرها از کدام هر متوسط طور به الف:
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A B

و کنیم ͳم عوض را آنها جای و داریم ͳبرم توپ Έی ها جعبه از کدام هر از ͳتصادف طور به بار هر :Έاستوکاستی فرایند Έی از ͳمثال :٢ شل

است؟ چقدر باشد راست سمت جعبه در سبز توپ تا k تعداد n بار در اینکه احتمال گردانیم. ͳم بر ها جعبه به

است؟ چقدر شود توپ صاحب دور سه از پس A اینکه احتمال ب:

است؟ چقدر باشد نشده توپ صاحب هنوز سوم دور انتهای تا B اینکه احتمال پ:

است؟ چقدر نه) یا باشد شده توپ صاحب ͳقبل دورهای در اینکه از (مستقل شود توپ صاحب ام s دور در A اینکه احتمال د:

پیوسته زمان در مارکوف فرایند ۴

Έکوچ زمان مدت گسسته فرایند از مرحله هر کنیم ͳم فرض کار این برای کرد. بندی صورت توان ͳم نیز پیوسته زمان در را مارکوف های فرایند

داشت: خواهیم ترتیب این به .t = nϵ از است عبارت ام n مرحله زمان صورت این در بشد. طول ϵ

nϵ = t (n+ 1)ϵ = t+ ϵ Pn(C) = Pt(C) (۵۵)
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آیند: ͳم در زیر صورت به نیز ͳشرط احتمالات

P (C, n+ 1|C ′, n) = P (C, t+ ϵ|C ′, t) (۵۶)

بنابراین کند، میل صفر سمت به بایست ͳم ϵ −→ 0 حد در ͳشرط احتمال این باشند،  متفاوت هم با C ′ و C هیئت دو اگر که کنیم ͳم دقت حال

بنویسیم: توانیم ͳم

P (C, t+ ϵ|C ′, t) ≈ ϵW (C,C ′; t) if C ̸= C ′ (۵٧)

ماندن ͳباق احتمال نتیجه در دارد. زمان معکوس بعد گذار نرخ که کنید دقت است. C حالت به C ′ حالت از گذار نرخ W (C,C ′; t) آن در که

آید: ͳدرم زیر صورت به هیئت Έی در

P (C, t+ ϵ|C, t) = 1−
∑
C′ ̸=C

P (C ′, t+ ϵ|C, t) = 1− ϵ
∑
C′ ̸=C

W (C ′, C; t). (۵٨)

کنیم: ͳبازنویس را ͳمارکوف تحول معادله توانیم ͳم حال

P (C, t+ ϵ) =
∑
C′

P (C, t+ ϵ|C ′, t)P (C ′, t)

=
∑
C′ ̸=C

P (C, t+ ϵ|C ′, t)P (C ′, t) + P (C, t+ ϵ|C, t)P (C, t)

= ϵ
∑
C′ ̸=C

W (C,C ′; t)P (C ′, t) + P (C, t)
[
1− ϵ

∑
C′ ̸=C

W (C ′, C; t)
]

(۵٩)

رسیم: ͳم زیر رابطه به بالا رابطه ͳبازنویس از پس

dP (C, t)

dt
=

∑
C′ ̸=C

P (C ′, t)W (C,C ′; t)− P (C, t)
[ ∑
C′ ̸=C

W (C ′, C; t)
]

(۶٠)

شود: ͳم نوشته زیر صورت به معمولا که

dP (C, t)

dt
=

∑
C′ ̸=C

P (C ′, t)W (C,C ′; t)− P (C, t)W (C ′, C; t). (۶١)

اضافه را صفر مقدار معادله راست طرف به که چرا است صحیح معادله بازهم برداریم جم΄ روی از را C ′ ̸= C قید اگر که کنیم ͳم دقت حال

شود: ͳم نوشته زیر صورت به پیوسته زمان در ͳمارکوف تحول معادله بنابراین ایم. کرده

dP (C, t)

dt
=

∑
C′

P (C ′, t)W (C,C ′; t)− P (C, t)W (C ′, C; t). (۶٢)
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نوشت: زیر صورت به نیز را معادله این توان ͳم

d

dt
⟨C|P ⟩ = −

∑
C′

⟨C|H|C ′⟩⟨C ′|P ⟩ (۶٣)

آن در که

⟨C|H|C ′⟩ = δC,C′

∑
C”

W (C”, C; t)−W (C,C ′; t). (۶۴)

کنید. ثابت را رابطه این تمرین: n

به ͳمارکوف تحول رابطه ترتیب این به شد. خواهد داده توضیح بعدا ͳراحت این دلیل . شده تعریف ͳمنف علامت با ͳراحت برای تنها H ماتریس

آید: ͳم در زیر صورت

d

dt
|P ⟩ = −H|P ⟩. (۶۵)

ندارد. وجود معادله این در i چنین هم است. ͳحقیق و نیست ͳهرمیت H اینکه نخست مهم: تفاوت چند با است شرودینگر معادله شبیه معادله این

است: ویژه خاصیت دو دارای نامیم، ͳم ͳهامیلتون را آن بازهم جا این در که H ماتریس بودن، ͳهرمیت جای به

، هستند ͳمنف همه اش غیرقطری عناصر اینکه :Έی

است. صفر با برابر آن ستون هر عناصر مجموع دو:

دارد» را زیر خاصیت ͳهامیلتون این که دهید نشان چنین هم برقرارند. خاصیت دو این که دهید نشان (۶۴) از استفاده با تمرین: n

⟨S|H = 0 (۶۶)

گیریم ͳم نظر در را ͳهامیلتون راست بردارهای ویژه هستیم: ͳهامیلتون طیف نیازمند نیز معادله این کردن حل برای

H|λk⟩ = λk|λk⟩. (۶٧)
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داشت: خواهیم زمان از مستقل های ͳهامیلتون برای بعد و

|P (t)⟩ = e−Ht|P (0)⟩ =
∑
k

e−λkt|λk⟩⟨λk|P (0)⟩. (۶٨)

۴ ͳزمان شده مرتب عملΎر با e−Ht عملΎر نیز زمان به وابسته های ͳهامیلتون برای

U(t) = T e−
∫ t
0
H(t′)dt′ (۶٩)

حالت .۵ هستیم مارکوف فرایند Έی پایای حالت به علاقمند معمولا کنیم. ͳم توجه زمان از مستقل حالت به ͳسادگ برای شد. خواهد جایΎزین

ͳباق ͳهامیلتون مقدار ویژه ترین پایین فقط که دهد ͳم نشان (۶٨) رابطه حد این در رسد. ͳم آن به نهایت بی زمان در فرایند که است ͳحالت پایه

سمت به اولیه حالت نوع هر درازمدت در ͳیعن بود. خواهد پایا حالت همان حالت این باشد، غیرواگن ͳهامیلتون پایه حالت چنانچه . ماند ͳم

پایا حالت آنگاه باشد، داشته ͳواگن ͳهامیلتون پایه حالت اگر اما ندارد. اولیه حالت به ͳربط پایا حالت و کرد خواهد میل ͳهامیلتون پایه حالت

کرد. خواهد تعیین اولیه حالت را ͳخط ترکیب ضرایب و بود خواهد پایه های حالت این از ͳخط ترکیبی

ͳحقیق نیز آن مقدارهای ویژه مناسبت همین به و نیست ͳهرمیت معمولا H ͳهامیلتون اینکه آن و کنیم اشاره باید مهم نکته Έی به جا این در n

ما که است این نکته کنیم. ͳم صحبت پایه حالت لفظ از چرا که کنیم روشن باید بنابراین شد. قایل ترتیب آنها برای بتوان که نیستند

ͳهامیلتون رابطه که دانیم ͳم دارند. هم Έی مقدار ویژه Έی حتما و است کوچتر Έی از همه شان اندازه Q مقدارهای ویژه کردیم ثابت

به H مقدارهای ویژه و Q مقدارهای ویژه بنابراین است. Q = e−H نوع از دهد، ͳم دست به را محدود زمان در تحول که Q عملΎر و

اند: مربوط هم به زیر صورت

λ(Q) = e−λ(H). (٧٠)

ͳحقیق قسمت نیز مقدارهایش ویژه همه و دارد صفر مقدار ویژه Έی حتما H که بΎوییم توانیم ͳم Q طیف خواص به توجه با نتیجه در

کنیم مرتب شان ͳحقیق قسمت اساس بر را ها حالت توانیم ͳم ͳیعن کنیم. ͳم پایه حالت از صحبت که است ͳمعن این به است. مثبت شان

است. حالت ترین پایین واقعا بندی رتبه این در پایه حالت و

λ(H) = 0 (٧١)
Time Ordered۴

Steady State۵
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ولΎشت ١ . ۴

نظر در را فردی که است گونه این اش ͳداستان شل در است. ۶ ͳتصادف گشت یا ولΎشت مارکوف، فرایندهای پرکاربردترین و ترین مهم از ͳی

خود جای سر نیز r احتمال با و دارد. ͳبرم چپ سمت به گام Έی q احتمال با و راست سمت به گام Έی p احتمال با قدم هر در که گیریم ͳم

برای ͳمارکوف تحول معادله است. معین فاصله Έی در ͳاحتمال چه با ام N قدم در است، بوده مبداء در ابتدا در اگر بدانیم خواهیم ͳم ماند. ͳم

شود: ͳم نوشته زیر شل به فرآیند این

PN (x) = pPN−1(x− 1) + qPN−1(x+ 1) + rPN−1(x) (٧٢)

است: معادلات گونه این حل برای معمول روش Έی این کنیم. ͳم تعریف زیر شل به مولد تابع Έی تحول معادله این حل برای

ZN (s) =
∑
x

esxPN (x). (٧٣)

از مثال عنوان به آورد. بدست احتمال توزیع تابع باره در ͳکامل اطلاعات توان ͳم مولد تابع روی از و است ای ساده کار تولد تابع محاسبه معمولا

که: فهمیم ͳم بالا تعریف

ZN (0) = 1

dZN

ds
(s = 0) = ⟨X⟩

d2ZN

ds2
(s = 0) = ⟨X2⟩

dkZN

dsk
(s = 0) = ⟨Xk⟩. (٧۴)

کند: ͳم صدق زیر رابطه در مولد تابع این که فهمیم ͳم ͳمارکوف تحول معادله روی از

ZN (s) = (pes + qe−s + r)ZN−1(s) (٧۵)

به: شود ͳم منجر رابطه این تکرار

ZN (s) = (pes + qe−s + r)NZ0(s) (٧۶)

داریم: است مختصات مبداء در قطعیت با فرد ابتدا در اینکه به توجه با کرد. حساب را ابتدایی مولد تابع باید حال

P0(x) = δ0,x (٧٧)

Random Walk۶
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نتیجه در و

Z0(s) =
∑
x

esxδx,0 = 1. (٧٨)

داشت: خواهیم نتیجه در

ZN (s) = (pes + qe−s + r)N . (٧٩)

بفهمیم: توانیم ͳم مولد تابع این روی از حال

⟨X⟩ = N(p− q)

⟨X2⟩ = N(N − 1)(p− q)2 +N(p− q), (٨٠)

آوریم: ͳم بدست آن از که

σ2
X := ⟨X2⟩ − ⟨X⟩2 = N [p+ q − (p− q)2]. (٨١)

پیوسته زمان در بعدی Έی ولΎشت ٢ . ۴

نرخ با و دارد ͳبرم جلو به رو قدم Έی µ احتمال نرخ با که بΎیرید نظر در را ای ذره کنیم. ͳبررس توانیم ͳم نیز پیوسته زمان در را ولΎشت فرآیند

رود ͳم جلو به قدم Έی µdt احتمال با ذره این dt کوتاه بسیار ͳزمان فاصله در که است این حرف این معنای رود. ͳم عقب به قدم Έی λ احتمال

احتمال با طبیعتا روند). ͳم عقب به ذرات از درصد این (یا رود ͳم عقب به قدم Έی λdt احتمال با و روند) ͳم جلو به ذرات از درصد این (یا

بود: خواهد زیر صورت به مارکوف فرایند معادله صورت این در مانند. ͳم ͳباق خود جای سر و کنند ͳنم حرکت ذرات نیز 1− λdt− µdt

∂

∂t
P (x, t) = µP (x− 1, t) + λP (x+ 1, t)− (µ+ λ)P (x, t). (٨٢)

آورده بدست متوسط مقادیر تحول برای ای معادله نخست توانیم ͳم هم و آوریم بدست را P (x, t) و کنیم حل مستقیما را معادله این توانیم ͳم هم

علاقه ͳدوم این به اگر دارند. ͳدینامی نوع چه ها کمیت متوسط بدانیم علاقمندیم بیشتر ͳمارکوف تحول نوع هر در هم معمولا کنیم. حل را آنها و

نویسم: ͳم باشیم داشته

⟨X(t)⟩ =
∑
x

xP (x, t) (٨٣)
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ͳمارکوف تحول معادله از استفاده با و

d

dt
⟨X(t)⟩ = µ

∑
x

xP (x− 1, t) + λ
∑
x

xP (x+ 1, t)− (λ+ µ)
∑
x

xP (x, t) (٨۴)

کنیم: ͳبازنویس زیر صورت به را راست طرف توانیم ͳم است x مقادیر همه روی جم΄ که آنجا از

d

dt
⟨X(t)⟩ = µ

∑
x

(x− 1 + 1)P (x− 1, t) + λ
∑
x

(x+ 1− 1)P (x+ 1, t)− (λ+ µ)
∑
x

xP (x, t) (٨۵)

نتیجه در و

d

dt
⟨X(t)⟩ = µ(⟨X(t)⟩+ 1) + λ(⟨X(t)⟩ − 1)− (λ+ µ)⟨X(t)⟩ = µ− λ. (٨۶)

داشت: خواهیم و است ͳخط متوسط مقدار این تحول بنابراین

⟨X(t)⟩ = (µ− λ)t. (٨٧)

کنیم: ͳم حساب را دوم ممان تحول شیوه همین به حال هست. هم انتظار مورد نتیجه این ولΎشت تعریف به توجه با

d

dt
⟨X2(t)⟩ =

∑
x

µx2P (x− 1, t) +
∑
x

λx2P (x+ 1, t)− (µ+ λ)
∑
x

µx2P (x, t)

=
∑
x

µ(x− 1 + 1)2P (x− 1, t) +
∑
x

λ(x+ 1− 1)2P (x+ 1, t)− (µ+ λ)
∑
x

µx2P (x, t)

= µ(⟨X2(t)⟩+ 2⟨X(t)⟩+ 1) + λ(⟨X2(t)⟩ − 2⟨X(t)⟩+ 1)− (λ+ µ)⟨X2(t)⟩ = µ− λ

= 2(µ− λ)⟨X(t)⟩+ (µ+ λ). (٨٨)

از: است عبارت آن حل شود. ͳم حل ͳبراحت معادله این ⟨X(t)⟩ = (µ− λ)t اینکه به توجه با

⟨X2(t)⟩ = (µ− λ)2t2 + (λ+ µ)t, (٨٩)

آوریم: ͳم بدست روابط این از ایم. گرفته نظر در را ⟨X2(0)⟩ = 0 اولیه شرایط آن در که

σX(t) = (µ+ λ)t (٩٠)

کند. ͳم رشد ͳخط صورت به واریانس دهد ͳم نشان که
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که این به توجه با آورد. بدست ͳمارکوف تحول معادله روی از نیز را مولد تابع تحول توان ͳم

Z(s, t) =
∑
x

sxP (x, t) (٩١)

آوریم: ͳم بدست ،ͳمارکوف تحول معادله از استفاده و

∂

∂t
Z(s, t) =

(
µs+ λs−1 − µ− λ

)
Z(s, t), (٩٢)

آنجا از و

Z(s, t) = e(µs+λs−1−µ−λ)tZ(s, 0). (٩٣)

که بود خواهد ͳمعن این به P (x, 0) = δx,0 باشیم داشته صفر لحظه در اگر

Z(s, 0) = 1, (٩۴)

نتیجه در و

Z(s, t) = e(µs+λs−1−µ−λ)t. (٩۵)

نویسیم: ͳم آورد. بدست ها زمان همه برای را احتمال تابع توان ͳم s ͳمنف و مثبت های توان حسب بر مولد تابع این بسط با

Z(s, t) = e−(λ+µ)t
∞∑
k=0

(tµ)k

k!
sk

∞∑
l=0

(tλ)l

l!
s−l (٩۶)

ͳمنف صحیح عدد Έی فاکتوریل که است این اش (دلیل گرفت، ∞ تا −∞ از را انتگرال حدود توان ͳم کسرها مخرج در k! و l! وجود دلیل به

نتیجه: در است.) نهایت بی با برابر همواره

Z(s, t) = e−(λ+µ)t
∞∑

k=−∞

∞∑
l=−∞

µkλl

k!l!
sk−ltk+l. (٩٧)

نتیجه در و x := k − l دهیم ͳم قرار

Z(s, t) = e−(λ+µ)t
∞∑

x=−∞

∞∑
k=−∞

µkλk−x

k!(k − x)!
sxtk+l. (٩٨)
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آید: ͳم بدست احتمال توزیع تابع رابطه این از

P (x, t) = e−(λ+µ)t
∞∑

k=−∞

µkλk−x

k!(k − x)!
t2k−x. (٩٩)

با: است برابر زمان حسب بر مختصات مبدا در بودن ͳباق احتمال مثال، عنوان به

P (0, t) = e−(λ+µ)t
∞∑

k=−∞

µkλk

k!(k)!
t2k. (١٠٠)

پخش معادله ۵

بود.: شده طرح بعد Έی در گسسته شبه Έی روی کردیم ͳبررس که ͳشتΎول

∂

∂t
P (n, t) = µP (n− 1, t) + λP (n+ 1, t)− (µ+ λ)P (n, t). (١٠١)

ͳم ٧ پخش معادله را آن که رسیم ͳم ای معادله به کند، میل صفر سمت به اش نقاط فاصله که بΎیریم نظر در ای شبه روی را فرایند این هرگاه

توصیف را هوا در دود ذرات شدن پخش یا آب در جوهر شدن پخش مثل ها پدیده از بسیاری رفتار که است ای معادله همان معادله این گویند.

دهیم: ͳم قرار کار این برای کند. ͳم

x = nϵ, (n+ 1)ϵ = x+ ϵ, (n− 1)ϵ = x− ϵ, P (n, t) = ϵP )(x, ϵ) (١٠٢)

داشت: خواهیم ها ͳزینΎجای این با است. احتمال ͳالΎچ P (x, t) جا این در

∂

∂t
P (x, t) = µ

[
P (x, t)− ϵ

∂P

∂x
+

1

2
ϵ2
∂2P

∂x2

]
+ λ

[
P (x, t) + ϵ

∂P

∂x
+

1

2
ϵ2
∂2P

∂x2

]
− (µ+ λ)P (x, t) (١٠٣)

آوریم ͳم بدست کردن ساده از پس

∂

∂t
P (x, t) = −(µ− λ)ϵ

∂P

∂x
+

1

2
(λ+ µ)ϵϵ2

∂2P

∂x2
(١٠۴)

تعریفِ با

v := (µ− λ)ϵ D := ϵ2(λ+ µ) (١٠۵)

Diffusion Equation٧
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شود: ͳم نامیده پخش معادله که آید ͳم در زیر آشنای شل به معادله این

∂

∂t
P (x, t) = −v

∂P

∂x
+

1

2
D
∂2P

∂x2
(١٠۶)

توانیم ͳم شود. ͳم پخش D ضریب با ثانیا و رود ͳم راست سمت به v سرعت با اولا ذرات احتمال توزیع تابع که است این دهنده نشان معادله این

دهیم قرار ͳیعن کنیم، نگاه احتمال توزیع تابع به کند، ͳم حرکت راست سمت به v سرعت با که ͳدستگاه در

x′ = x− vt, t′ = t (١٠٧)

آن نتیجه در که

∂

∂t
=

∂

∂t′
− v

∂

∂x′
∂

∂x
=

∂

∂x′ . (١٠٨)

آمد: خواهد در زیر صورت به پخش معادله جدید دستگاه در

∂P

∂t′
=

1

2
D
∂2P

∂x′2 , (١٠٩)

است. پخش دهنده نشان تنها که

دهیم: ͳم قرار کنیم. ͳم حل زیر صورت به فوریه تبدیل با را معادله این

P (x, t) =

∫ ∞

−∞
eikxP̃ (k, t)dk, P̃ (k, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−ikxP (x, t)dx. (١١٠)

کند ͳم صدق زیر معادله در فوریه تبدیل

∂

∂t
P̃ (k, t) = −1

2
Dk2P̃ (k, t) (١١١)

است: ساده بسیار آن حل که

P̃ (k, t) = e−
1
2Dk2tP̃ (k, 0). (١١٢)

داشت: خواهیم P (x, 0) = δ(x) اولیه شرایط برای

P̃ (k, 0) =
1

2π
(١١٣)
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نتیجه در و

P̃ (k, t) =
1

2π
e−

1
2Dk2t (١١۴)

نتیجه در و

P (x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eikx−

1
2Dk2tdk =

√
2π

D
e−

1
2

x2

Dt . (١١۵)

بود: خواهد زیر شل به توزیع تابع است، ساکن که اولیه مختصات دستگاه در

P (x, t) =

√
1

2πDt
e−

1
2

(x−vt)2

Dt . (١١۶)

بعد دو در ولΎشت ۶

دارای بعدی دو شبه گیریم. ͳم نظر در را بعدی دو ولΎشت ͳسادگ برای کنیم. ͳبررس را بعد سه و بعد دو در ولΎشت توانیم ͳم شل همین به

معادله رود. ͳم پایین و بالا چپ، راست، به R,L,U,D احتمال های نرخ با ذره است. Έی با برابر نیز شبه طول و است y و x̂ یه بردارهای

آید: ͳم در زیر شل به ͳمارکوف تحول

∂

∂t
P (r, t) = RP (r− x̂, t) + LP (r+ x̂, t) + UP (r− ŷ, t) +DP (r+ ŷ, t)(R+ L+ U +D)P (r, t). (١١٧)

شود: ͳم تعریف زیر شل به مولد تابع ولΎشت این برای

Z(u, v) :=
∑
x,y

uxvyP (r, t). (١١٨)

با: است برابر تابع این بر حاکم معادله

∂

∂t
Z(u, v, t) =

[
(Ru+ Lu−1 + Uv +Dv−1)− (R+ L+ U +D)

]
(١١٩)

نتیجه در و

Z(u, v, t) = e

[
(Ru+Lu−1+Uv+Dv−1)−(R+L+U+D)

]
t. (١٢٠)

کرد. استخراج را دیΎری مفید اطلاعات نوع هر توان ͳم مولد تابع این از
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ͳهامیلتون بندی صورت در ها متوسط محاسبه ٧

ͳکوانتوم Έانیم با ظاهری شباهت بازهم که کنیم محاسبه ͳلش به را ها متوسط توانیم ͳم ͳمارکوف فرآیندهای برای ͳهامیلتون بندی صورت در

زمان هم و گسسته زمان برای هم توان ͳم را کار این نیست. ͳمفهوم و است ظاهری فقط ها شباهت این که کنیم ͳم تاکید البته باشد. داشته

تواند ͳم خواننده ͳاندک تغییرات با دهیم. ͳم انجام است زمان از مستقل ͳهامیلتون که ͳوقت برای و پیوسته زمان برای اینجا در داد. انجام گسسته

کند. بندی صورت نیز گسسته زمان برای را آن

نویسم: ͳم است. C هیئت از ͳتابع کمیت این کنیم. محاسبه را A(C) مثل ͳکمیت متوسط خواهیم ͳم که کنید فرض

⟨A(t)⟩ =
∑
C

A(C)P (C, t) =
∑
C

A(C)⟨C|P (t)⟩ (١٢١)

کنیم: تعریف زیر صورت به Â عملΎر Έی که است ͳکاف حال

Â =
∑
C

A(C)|C⟩⟨C|. (١٢٢)

نویسیم: ͳم زیر صورت به را ͳقبل رابطه نتیجه در

⟨A(t)⟩ =
∑
C

A(C)⟨C|P (t)⟩ =
∑
C

⟨C⟨Â|P (t)⟩ = ⟨S|Â|P (t)⟩. (١٢٣)

طور به است. ⟨S| و |P (t)⟩ بین ͳماتریس عنصر این اما عملΎر. Έی ͳماتریس عنصر محاسبه به شود ͳم تبدیل متوسط این محاسبه ترتیب این به

بنویسیم ͳلش به را ͳماتریس عنصر این توانیم ͳم کند. ͳم ایفا مارکوف فرایندهای به مربوط محاسبات همه در ͳمهم ͳخیل نقش ⟨S| بردار این ͳکل

که کنیم ͳم استفاده این از شود. بیشتر ͳکوانتوم Έانیم بندی صورت با اش تشابه که

|P (t)⟩ = e−Ht|P (0)⟩ (١٢۴)

و

⟨S|eHt = ⟨S|. (١٢۵)

نویسیم: ͳم زیر شل به را متوسط نتیجه در

⟨A(t)⟩ ≡ ⟨S|Â|P (t)⟩ = ⟨S|eHtÂe−Ht|P (0)⟩ =: ⟨S|ÂH(t)|P (0)⟩. (١٢۶)
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ͳهاینبرگ شبه عملΎر معادله این راست طرف در

ÂH(t) := eHtÂe−Ht

دهد. ͳم بدست را A کمیت متوسط مقدار ⟨S| مرج΄ حالت و |P (0)⟩ اولیه حالت بین آن محاسبه که ایم کرده تعریف را

حساب را زیر متوسط خواهیم ͳم مارکوف فرایند Έی طول در کنید فرض کنیم. محاسبه ترتیب همین به نیز را ای نقطه دو توابع توانیم ͳم

کنیم:

⟨B(t2)A(t1)⟩ :=
∑

C2,C1

B(C2)A(C1)P (C2, t2;C1, t1) (١٢٧)

لحظه در و C1 هیئت t1 لحظه در که است این احتمال واق΄ در شده نوشته احتمال بفهمیم. را عبارت این معنای بایست ͳم بیشتر محاسبه از قبل

کمیت دو این ͳهمبستگ دهنده نشان کمیت این است. شده محاسبه زمان دو این در B و A های کمیت متوسط سپس شود. اختیار C2 هیئت t2

است: گونه این به ها زمان ترتیب که دانیم ͳم چنین هم است. بخصوص لحظه دو این در

t2 ≥ t1. (١٢٨)

نویسیم: ͳم است مارکوف فرایند Έی فرایند این که این به توجه با

⟨B(t2)A(t1)⟩ :=
∑

C2,C1

B(C2)A(C1)P (C2, t2|C1, t1)P (C1, t1) (١٢٩)

است. C2 حالت در t2 زمان در ͳاحتمال چه با باشد، C1 حالت در t1 زمان در سیستم اگر که است این ͳشرط احتمال P (C2, t2|C1, t1) عبارت

با: بنابراست احتمال این

⟨C2|Q(t2 − t1)|C1⟩ = ⟨C2|e−(t2−t1)H |C1⟩. (١٣٠)

که هستند گویا روابط خود کنیم. ͳم ͳبازنویس را ای نقطه دو متوسط و کنیم ͳم عمل دیدیم ای نقطه Έی تابع مورد در که ͳروش همان به حال

ایم: رسیده دیΎر رابطه Έی به رابطه Έی از چΎونه

⟨B(t2)A(t1)⟩ :=
∑

C2,C1

B(C2)A(C1)P (C2, t2|C1, t1)P (C1, t1)

=
∑

C2,C1

B(C2)A(C1)⟨C2|e−(t2−t1)H |C1⟩⟨C1|P (t1)⟩
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=
∑

C2,C1

⟨C2|B(C2)e
−(t2−t1)H |C1⟩⟨C1|A(C1)|P (t1)⟩

=
∑
C2

⟨C2|B̂e−(t2−t1)HÂ|P (t1)⟩

= ⟨S|B̂e−t2Het1HÂ|P (t1)⟩

= ⟨S|B̂e−t2Het1HÂet1H |P (0)⟩

= ⟨S|et2HB̂e−t2Het1HÂet1H |P (0)⟩

= ⟨S|B̂H(t2)ÂH(t1)P (0)⟩. (١٣١)

نوشت. هایزنبرگ شبه عملΎرهای حاصلضرب ͳماتریس عنصر صورت به توان ͳم نیز را ای نقطه چند تابع هر و ای نقطه دو تابع ترتیب این به

جمعیت Έدینامی ٨

جمعیت Έدینامی ها پدیده این ترین جالب از ͳی آید. ͳم کار به بسیاری های پدیده مطالعه برای ایم آموخته ͳمارکوف فرایندهای باره در که آنچه

نوع این از مثال چند بخش این در ها. ویروس و ها باکتری ͳکلون در بالاخره و کشتزارها و مزارع در حیوانات جوام΄ در ،ͳانسان جوام΄ در است،

کنیم. ͳم ͳبررس را ها پدیده

α با را ها خرگوش ولد و زاد نرخ اگر کنند. ͳم ͳزندگ جزیره Έی در که بΎیرید نظر در را ها خرگوش مثلا جمعیت از ای گونه :Έی مثال n

معادله Έی توان ͳم کنیم، نظر صرف آن بودن ͳتصادف و حجمعیت خیز و افت از اگر چنین هم و دهیم نشان x با را ها خرگوش جعیت و

نوشت: ها خرگوش جمعیت تغییرات برای ساده ͳخیل

dx

dt
= αx. (١٣٢)

ͳیعن دارد نمایی حل ای معادله چنین

x(t) = x(0)eαt (١٣٣)

این اصلاح به اینکه از قبل داد. خواهد رخ ها خرگوش در جمعیت انفجار Έی زود ͳخیل که معناست این به زیرا است ͳغیرواقع طبیعتا که

ͳیعن است، t زمان در ها خرگوش جمعیت متوسط x(t) که گفت توان ͳم کنیم. فکر معادله این باره در بیشتر ͳکم بپردازیم ساده مدل
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تغییر فرایند معادله دهیم، نشان P (x, t) با را باشد بوده x t زمان در ها خرگوش جمعیت اینکه احتمال اگر واق΄ در .x(t) = ⟨X(t)⟩

است: چیزی چنین ها خرگوش برای جمعیت

∂

∂t
P (x, t) = α(x− 1)P (x− 1, t)− αxP (x, t). (١٣۴)

جمعیت این به خرگوش هر ازای به α نرخ با و است x− 1 لحظه Έی در ها خرگوش جمعیت که است این دهنده نشان واق΄ در اول جمله

جمعیت و شود ͳم متولد نوزادی خرگوش هر ی ازا به α نرخ با که معناست این به نیز دوم جمله رسد. ͳم x به جمعیت و شود ͳم اضافه

که دریافت توان ͳم معادله همین از واق΄ در شود. ͳم تبدیل x+ 1 به x از ها خرگوش

∂

∂t
⟨X(t)⟩ = α⟨X(t)⟩. (١٣۵)

است این اش دلیل است؟ ͳغیرواقع مدل این چرا اما بودیم. آورده بدست قبلا که است ای رابطه همان x(t) = ⟨X(t)⟩ به توجه با که

غذای شود ͳم زیاد ها خرگوش جمعیت ͳوقت که دلیل این به است؟ ͳغیرواقع جمعیت انفجار چرا شود؟ ͳم جمعیت انفجار به منجر که

در که شود ͳم آنها والد و زاد نرخ کاهش و میر و مرگ رشد باعث مسئله همین و رسد ͳم خرگوش هر به مزارع) در کمتری (هویج کمتری

که است این تحول فرایند این اصلاح برای ساده راه Έی است. نشده ͳتوجه آن به اولیه ساده معادله همان ͳحت یا ͳمارکوف تحول معادله

دهیم: قرار

d

dt
x(t) = αx(t)(N − αx(t)). (١٣۶)

غذا، کمبود (مثل ͳمحیط های محدویت معادله این در داریم. نظر در را ساده معادله همین و نداریم توجه ͳمارکوف تحول معادله به فعلا

نرخ آنگاه شود، بیشتر N از آنها جمعیت اگر که گوید ͳم واق΄ در معادله این است. شده گرفته نظر در ͳنوع به آن) نظایر و جفت رقابت،

دهیم ͳم قرار کنیم؟ ͳم حل چΎونه را ای معادله چنین بود. خواهد ͳمنف جمعیت

dx

x(N − x)
= αdt (١٣٧)

بود خواهد آن حل که

x

N − x
= KeNαt (١٣٨)

یا و

x(t) =
kNeNαt

1 + keNαt
. (١٣٩)
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داریم صفر لحظه در

x0

N − x0
= k (١۴٠)

نتیجه در و

x(t) =
Nx0

x0 + (N − x0)e−Nαt
. (١۴١)

دهد. ͳم نشان زمان حسب بر را ها خرگوش جمعیت (٣) شل

x(t)

<latexit sha1_base64="zw1yGxSUKuUKooRksVKWsZg/nl0=">AAAB63icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBHqpSRS0GPRi8cK9gPaUDbbbbt0dxN2J2IJ/QtePCji1T/kzX/jps1BWx8MPN6bYWZeGAtu0PO+nbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcMlGiKWvSSES6ExLDBFesiRwF68SaERkK1g4nt5nffmTa8Eg94DRmgSQjxYecEsykpwpe9Etlr+rN4a4SPydlyNHol756g4gmkimkghjT9b0Yg5Ro5FSwWbGXGBYTOiEj1rVUEclMkM5vnbnnVhm4w0jbUujO1d8TKZHGTGVoOyXBsVn2MvE/r5vg8DpIuYoTZIouFg0T4WLkZo+7A64ZRTG1hFDN7a0uHRNNKNp4ijYEf/nlVdK6rPq1au2+Vq7f5HEU4BTOoAI+XEEd7qABTaAwhmd4hTdHOi/Ou/OxaF1z8pkT+APn8weED43m</latexit>

t

<latexit sha1_base64="oHGXHZo5G8TdNmPNtJfxRQRlOrM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeiF48t2A9oQ9lsN+3azSbsToQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNM7uZ+54lrI2L1gNOE+xEdKREKRtFKTRyUK27VXYCsEy8nFcjRGJS/+sOYpRFXyCQ1pue5CfoZ1SiY5LNSPzU8oWxCR7xnqaIRN362OHRGLqwyJGGsbSkkC/X3REYjY6ZRYDsjimOz6s3F/7xeiuGNnwmVpMgVWy4KU0kwJvOvyVBozlBOLaFMC3srYWOqKUObTcmG4K2+vE7aV1WvVq01a5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMODzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4A4m+M/w==</latexit>

x0

<latexit sha1_base64="ohIn6JwjpjEX2rJMFQGk+jHgk9g=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9R3++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAaamXakwoG9Mhdi2VNELtZ/NTp+TMKgMSxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNSC97M/E/r5ua8MrPuExSg5ItFoWpICYms7/JgCtkRkwsoUxxeythI6ooMzadkg3BW355lbQuql6tWrurVerXeRxFOIFTOAcPLqEOt9CAJjAYwjO8wpsjnBfn3flYtBacfOYY/sD5/AEMco2m</latexit>

N

<latexit sha1_base64="i3syENft+ZgmiAkn9Z6v0HbrdW0=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeiF0/Sgq2FNpTNdtKu3WzC7kYoob/AiwdFvPqTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcMWi0WsOgHVKLjEluFGYCdRSKNA4EMwvpn5D0+oNI/lvZkk6Ed0KHnIGTVWat71yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BzNIIpWGCat313MT4GVWGM4HTUi/VmFA2pkPsWipphNrP5odOyZlVBiSMlS1pyFz9PZHRSOtJFNjOiJqRXvZm4n9eNzXhlZ9xmaQGJVssClNBTExmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYlG4K3/PIqaV9UvVq11qxV6td5HEU4gVM4Bw8uoQ630IAWMEB4hld4cx6dF+fd+Vi0Fpx85hj+wPn8AajXjNk=</latexit>

است. محدود ͳطبیع منابع که ͳوقت ها خرگوش جمعیت رشد :٣ شل

و نشده آشار هنوز ͳطبیع منابع محدودیت دارد، تفاوت ͳخیل N ͳیعن آستانه جمعیت با ها خرگوش جمعیت که اولیه روزهای در بنابراین

خرگوش جمعیت سرانجام و شود ͳم آشار ͳطبیع منابع بودن محدود اثرات جمعیت، افزایش با ͳول است. نمایی ها خرگوش تعداد رشد

رسد. ͳم اشباع به N مقدار در ها

به که هم روباه حتما هست خرگوش مزرعه در اگر باشد. داشته خرگوش فقط که یافت توان ͳم را ای مزرعه کمتر ٨ لوتکا‐ولترا: مدل n

مزرعه این در روباه و خرگوش جمعیت مطالعه برای که است ͳمدل ولترا ‐ لوتکا مدل شود. ͳم یافت مزرعه در دارد علاقه خرگوش شار

Lotk-Volterra٨
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y با را ها روباه جمعیت و x با را ها خرگوش جمعیت شده. ابداع گذارند ͳم اثر هم روی که ͳزیست گونه دو مطالعه برای ͳکل طور به یا

نوشت: توان ͳم صورت این در دهیم. ͳم نشان

dx

dt
= x(α− βy)

dy

dt
= −y(γ − δx). (١۴٢)

این که است ͳطبیع شوند. ͳارمش ها روباه توسط β نرخ با ͳول کنند ͳم زادوولد α نرخ با ها خرگوش است: این ها معادله این معنای

نرخ با ͳول شود ͳم زیاد ها خرگوش خوردن و شار دلیل به δ نرخ با ها روباه جمعیت ͳطرف از دارد. هم ها روباه جمعیت به ͳبستگ نرخ

معادله. دو این ͳریاض حل ماند ͳم ͳباق ها. روباه برای ͳکل طور به منابع کمبود ͳیعن گفتیم ͳقبل مثال در که ͳدلیل همان به شود ͳم کم γ

ͳی دارند. ٩ ثابت نقطه دو معادلات این ندارد. وجود ͳزمان تغییر که ͳوقت به ͳیعن کنیم ͳم توجه معادلات این پایای حالت به نخست

P0 := (x, y) = (0, 0) (١۴٣)

خرگوش جمعیت شاری. نه و بود خواهد ولدی و زاد نه بنابراین و ͳروباه نه هست ͳخرگوش نه مزرعه در که است این معنایش واق΄ در که

ماند. ͳم ͳباق صفر همیشه روباه و

است: این ثابت نقطه دومین

P1 := (x, y) = (
γ

δ
,
α

β
). (١۴۴)

کنید. توجیه چهارگانه پارامترهای به را آن ͳبستگ و ثابت نقطه این ͳفیزی نظر از تمرین: n

دهیم ͳم قرار کنیم. نگاه ثابت نقطه این اطراف به توانیم ͳم

x(t) =
γ

δ
+X(t) y(t) =

α

β
+ Y (t). (١۴۵)

رسیم: ͳم زیر های معادله به دو مرتبه جملات از کردن نظر صرف با صورت این در

dX(t)

dt
= −βγ

α
Y (t),

dY (t)

dt
=

αδ

β
X(t). (١۴۶)

fixed point٩
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آوریم: ͳم بدست بالا معادله دو از که ترتیب این به دارند ͳنوسان های حل معادله دو این

d2X(t)

dt2
= −ω2X,

d2Y (t)

dt2
= −ω2Y, ω =

√
αγ (١۴٧)

نتیجه در و

X(t) = X(0) cosωt Y (t) = Y (0) sinωt. (١۴٨)

شود. ͳم زیاد و کم ثابت نقطه حول تناوبی صورت به ها روباه و ها خرگوش جمعیت که دهند ͳم نشان ها رابطه این

چیست؟ تناوبی رفتار این دلیل که دهید توضیح شهودی طور به تمرین:  n

مارکوف فرایند Έی عنوان به جمعیت رشد ٨ . ١

هیچ معادلات آن در گرفتیم. نظر در ͳتعین و ͳدینامی سیستم Έی صورت به را مزرعه Έی در ها خرگوش جمعیت تغییرات پیشین بخش در

نیست. چنین این ͳواقع دنیای در که دانیم ͳم اما کرد. ͳم تغییر ͳثابت نرخ با و ͳقطع و معین صورت به ها خرگوش جمعیت نبود. کار در ͳاحتمال

چندین تا اینکه یا شود روباه شار ͳخرگوش امروز است ممن نکند. ولد و زاد ماه چندین تا طبیعتا و کند ولد و زاد امروز خرگوش Έی است ممن

صورت به پدیده این به بایست ͳم باشیم داشته ها خرگوش جمعیت رشد ͳونگΎچ از ͳدرست تصویر که این ای برا بنابراین بماند. زنده نیز دیΎر ماه

هستند: ها این کنیم تعریف باید که ای ͳاصل پارامترهای دارد. وجود احتمال و تصادف و شانس آن در که ای پدیده کنیم. نگاه ͳمارکوف پدیده Έی

باشد. n با برابر مزرعه در ها خرگوش تعداد t زمان در اینکه احتمال ͳیعن P (n, t) ‐ Έی

یابد. تغییر n+ 1 به n از ها خرگوش جمعیت و شود متولد خرگوش Έی (t, t+ dt) ͳزمان فاصله در اینکه احتمال ͳیعن b(n, t) ‐ دو

ما فرض یابد. تغییر n− 1 به n از ها خرگوش جمعیت و بمیرد خرگوش Έی (t, t+ dt) ͳزمان فاصله در اینکه احتمال ͳیعن d(n, t) سه‐

حساب این با است. صفر ͳزمان فاصله این در خرگوش Έی از بیش مرگ یا تولد احتمال که است Έکوچ انقدر dt ͳزمان فاصله که است این

با: شود ͳم برابر ͳمارکوف تحول معادل

∂

∂t
P (n, t) = b(n− 1, t)P (n− 1, t) + d(n+ 1, t)P (n+ 1, t)− (b(n, t) + d(n, t))P (n, t). (١۴٩)
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که معنا این به دارد مستقیم رابطه لحظه هر در ها خرگوش جمعیت با ولد و زاد و میر و مرگ نرخ که کنیم ͳم فرض ولد، و زاد ͳخط فرایند در

b(n, t) = βn d(n, t) = γn, (١۵٠)

آید: ͳم در زیر صورت به ͳمارکوف تحول معادله نتیجه در

∂

∂t
P (n, t) = β(n− 1)P (n− 1, t) + γ(n+ 1)P (n+ 1, t)− (β + γ)nP (n, t). (١۵١)

کنیم: ͳم تعریف مولد تابع Έی بازهم معادله این حل برای

Z(s, t) :=

∞∑
n=−∞

esnP (n, t) P (n < 0, t) = 0. (١۵٢)

کند: ͳم صدق زیر رابطه در مولد تابع نتیجه در

∂

∂t
Z(s, t) = βes

∑
n

esnnP (n, t) + γe−s
∑
n

esnnP (n, t)− (β + γ)
∑
n

nesnP (n, t). (١۵٣)

که کنیم ͳم دقت نکته این به حال

∑
n

ensnP (n, t) =
∂

∂s
Z(s, t) (١۵۴)

آید: ͳم در زیر شل به (١۵٣) معادله نتیجه در

∂

∂t
Z(s, t) =

[
βes + γe−s − (β + γ)

] ∂

∂s
Z(s, t). (١۵۵)

ها آن در Z(s, t) تابع که هستیم (s, t) صفحه در هایی ͳمنحن دنبال به روش این در کنیم. حل ١٠ ها مشخصه روش به توان ͳم را معادله این

تابع شیوه همین به بسا چه و داد خواهد قرار ما اختیار در Z(s, t) تابع باره در ͳباارزش اطلاعات ها ͳمنحن این کردن پیدا باشد. داشته ͳمقدارثابت

داریم ͳمنحن این امتداد در بΎیرید. نظر در را ای ͳمنحن چنین Έی شود. یافته ای بسته فرم به Z(s, t)

dZ =
∂Z

∂t
dt+

∂Z

∂s
ds = 0. (١۵۶)

بنویسیم: توانیم ͳم (١۵۵) معادله از استفاده با

∂Z

∂s
ds+K(s)

∂Z

∂s
dt = 0, (١۵٧)

Method of Characteristics١٠
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آن در که

K(s) = βes + γe−s − (β + γ). (١۵٨)

رابطه ها ͳمنحن این روی بنابراین

ds+K(s)dt = 0 (١۵٩)

کرد: حل توان ͳم ͳبراحت را اخیر معادله است. برقرار

dt = − ds

K(s)
= − ds

βes + γe−s − β − γ
. (١۶٠)

گیریم: ͳم نتیجه آن از که

t = −
∫

ds

βes + γe−s − β − γ
(١۶١)

محاسبه ͳکم و u = es متغیر تغییر با

t = −
∫

du

βu2 − (β + γ)u+ γ
= − 1

β − γ

∫ [ du

u− 1
− du

u− γ
β

]
(١۶٢)

رسیم: ͳم زیر نتیجه به انتگرال محاسبه سپس و

t =
1

β − γ
ln |

u− γ
β

u− 1
| +c. (١۶٣)

پس است. ͳثابت مقدار ͳمنحن هر روی c پارامتر گیرد. ͳم خود به ͳثابت مقدار Z آنها روی که است ͳمنحن دسته Έی دهنده نشان معادله این

بیاوریم: بدست s و t حسب بر را پارامتر این بایست ͳم بنابراین است. c پارامتر از ͳتابع تنها Z(s, t)

c = t− 1

β − γ
ln |

u− γ
β

u− 1
| (١۶۴)

نتیجه در و

ec =
et

ln | u− γ
β

u−1 |
1

β−γ

. (١۶۵)
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ͳیعن است، t و s از خاص ترکیب Έی از ͳتابع تنها Z(s, t) که است این گیریم ͳم که ای نتیجه اینها همه از u = es جایΎذاری از پس

Z(s, t) = f
[
e(β−γ)t | es − 1

es − γ
β

|
]
. (١۶۶)

خرگوش جمعیت اگر کنیم. ͳم نگاه اولیه شرایط به کار این برای کنیم. پیدا نیز را f تابع فرم بتوانیم شاید است. نرسیده پایان به ما حل هنوز اما

داریم: صورت این در باشد، N با برابر صفر لحظه در ها

P (n, 0) = δn,N −→ Z(s, 0) = esN . (١۶٧)

که فهمیم ͳم (١۶۶) رابطه از پس

esN = f
[
| es − 1

es − γ
β

|
]
. (١۶٨)

دهیم ͳم قرار

y =| es − 1

es − γ
β

| −→ f(y) = (
1− γ

β y

1− y
)N . (١۶٩)

است: چنین Z(s, t) تابع بنابراین آوردیم. بدست را f تابع فرم ترتیب این به

Z(s, t) = (
1− γ

β y

1− y
)N (١٧٠)

کردن ساده و و عبارت این جایΎذاری با دهیم. قرار را e(β−γ)t | es−1
es− γ

β
| عبارت بایست ͳم y جای به آن در که

Z(s, t) =

[
βes − γ − γe(β−γ)t(es − 1)

βes − γ − e(β−γ)t(es − 1)

]N
. (١٧١)

کرد. حساب لحظه هر در را ها خرگوش جمعیت متوسط توان ͳم رابطه این از

کنید: حساب را زیر های کمیت تمرین: n

⟨N(t)⟩ σN (t).
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شیمیایی فرایندهای ٨ . ٢

دادیم توضیح پیشین بخش در که ای بندی صورت همین با که است شیمیایی های واکنش به مربوط جمعیت رشد فرایندهای از دیΎر نمونه Έی

بΎیرید: نظر در را زیر واکنش مثال عنوان به کرد. مطالعه را آن توان ͳم

A+X
k1

⇄
k2

A+ Y (١٧٢)

dt زمان در k2dt احتمال با کند، ͳم برخورد X مولول Έی به A مولول Έی ͳوقت که معنا این به است واکنش های نرخ k2 و k1 از منظور

تعداد ͳول است ثابت A های مولول تعداد که کنید دقت رود. ͳم کار به نیز k1 برای تعبیر همین شود. ͳم Y مولول به تبدیل X مولول

نوع از مولول تا ny و X نوع از مولول تا nx t زمان در که است این احتمال ما علاقه مورد کمیت کند. ͳم تغییر زمان با Y و X مولولهای

است: زیر صورت به ͳمارکوف تحول معادله صورت این در دهیم. ͳم نشان P (nx, ny, t) با را کمیت این باشیم. داشته Y

∂

∂t
P (nx, ny, t) = k2nA(ny + 1)P (nx − 1, ny + 1, t) + k1nA(nx + 1)P (nx + 1, ny − 1, t)

− k1nAnxP (nx, ny, t)− k2nAnyP (nx, ny, t). (١٧٣)

چنین هم و ثابت مقدار این است. ͳثابت مقدار nx + ny = n که کنید استفاده این از :(١٣٩٨ اسفندماه ٢٧ تحویل: (موعد تمرین: n

ها خرگوش مسئله که ای شیوه همان به را آن و کنید ͳبازنویس را ͳمارکوف تحول معادله سپس کنید. ͳتلق مسئله های داده جزء را nA مقدار

بدست را ⟨Ny(t)⟩ و ⟨Nx(t)⟩ های کمیت مولد تابع روی از سپس آورید. بدست را مولد تابع ͳیعن کنید. حل کامل طور به کردیم حل را

آورید.

ماده این در هسته تا n(t) تعداد t زمان در بΎیرید. نظر در را رادیواکتیو ماده مقداری :(١٣٩٨ اسفندماه ٢٧ تحویل: (موعد تمرین: n

هسته Έی λdt احتمال با dt زمان در ͳیعن شود. ͳم واپاشیده λ احتمال نرخ با ها هسته این از هرکدام اند. نشده واپاشیده که دارد وجود

باشیم. داشته سالم هسته تا n0 تعداد t = 0 زمان در که کنید فرض شود. ͳم واپاشیده

بنویسید. ها هسته این ͳواپاش برای را ͳمارکوف فرایند معادله الف ـ:

آورید. بدست زمان حسب بر را سالم های هسته متوسط تعداد ب:

آورید. بدست زمان برحسب را سالم های هسته تعداد واریانس پ:

کنید. محاسبه را ها هسته این عمر نیمه ت:
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شده متصل نهایت بی حجم با B جعبه به V حجم با A جعبه بΎیرید. نظر در را (۴) شل :(١٣٩٨ اسفندماه تحویل:٢٧  (موعد تمرین: n

A جعبه درون مولوهای تعداد است.

. nV dt با است برابر برود B جعبه به A جعبه از ذره Έی dt زمان در اینکه احتمال دهیم. ͳم نشان n با

با و است B جعبه در ذرات ͳالΎچ ρ آن در که ρdt با است برابر برود A جعبه به B جعبه از ذره Έی ͳزمان فاصله همین در اینکه احتمال

است. ثابت زمان

باشد. ذره تا n دارای t زمان در که کنید پیدا را این احتمال باشد، داشته وجود A جعبه در ذره تا n0 تعداد t = 0 زمان در اگر الف:

.σn(t) و ⟨n(t)⟩ کنید: حساب را زیر های کمیت ب:

n

A

B

V

⇢
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