
دیراک میدان

شریف صنعتی دانشگاه - فیزیک دانشکده پور- کریمی وحید

١٣٩۶ دی ٧

مقدمه ١

معادله شروعش نقطه که شد آزاد ذره برای منفی و مثبت انرژی طیف به منجر ساده دلیل این به گوردون کلاین معادله

PµPµ = m2 (١)

همان یا

E2 − P 2 = m2 (٢)

شکل به معادله این کوانتش بود.

−∂µ∂µϕ = m2ϕ, (٣)

رابطه طرف دو از که شد می گر ا نیست. کامل مربع یک معادله این چپ طرف شد. می ذره برای منفی و مثبت های انرژی طیف به منجر گزیر نا به

صورت به را آن و گرفت جذر (١)

γµPµ = m (۴)

یا

γ0E − γiPi = m (۵)

١



این در شد. می برطرف منفی های انرژی مشکل شاید و شدند می ظاهر موج معادله در خطی صورت به ها تکانه هم و انرژی هم آنگاه نوشت

شد: می نوشته زیر صورت به موج معادله صورت

(iℏγµ∂µ −m)ψ = 0. (۶)

طرفین هستند، چه بفهمیم آنکه برای باشند. معمولی اعداد توانند نمی ها γµ بنابراین و نیست کامل مربع یک E2 − P 2 عبارت که دانیم می اما

آوریم: می دست به و رسانیم می دو توان به را (۴) رابطه

γµγνPµPν = m2. (٧)

باشیم: داشته باید باشد یکی (١) معادله با معادله این اینکه برای

γµγνPµPν = ηµνPµPν . (٨)

می واقع در ندارد. خاصی تقارن اولی آنکه حال و است متقارن تانسور یک دومی زیرا است ηµν با برابر γµγν که گفت توان نمی مرحله این در

نوشت: توان

γµγν =
1

2
(γµγν + γνγµ) +

1

2
(γµγν − γνγµ) (٩)

بایست می که است چیزی همان است متقارن که اول تانسور و دهد می بدست صفر نتیجه است پادمتقارن که دوم تانسور PµPν با ادغام اثر در

  کنند: صدق زیر رابطه در بایست می ها γµ بنابراین باشد. صحیح ها Pµ همه برای (٨) رابطه تا باشد ηµν با برابر

γµγν + γνγµ = 2ηµν (١٠)

یا و

{γµ, γν} = 2ηµν . (١١)

بر در را نتیجه این چنین هم نیستند. عدد بنابراین و شوند می پادجابجا باهم مختلف های γ همه که است این روابط این معنای تفصیلی طور به

: که دارند

γ0
2
= 1, γi

2
= −1, i = 1, 2, 3. (١٢)

٢



برابر زمان فضا بعد با ها ماتریس این تعداد که است مسلم کنند. صدق روابط این در بایست می که هستند هایی ماتریس بلکه نیستند عدد ها γµ

معادله . دارد فضازمان بعد به بستگی است چند ها ماتریس این بعد که این اما است

(iγµ∂µ −m)ψ = 0. (١٣)

است. ℏ = c = 1 آن در که است شده نوشته واحدهایی دستگاه در معادله این البته شود. می خوانده دیراک معادله

بنویسید. متریک واحدهای دستگاه در را دیراک معادله تمرین: n

رابطه این کند. می تعریف را دیراک های ماتریس که است ای رابطه (١١) رابطه شوند. می نامیده دیراک های ماتریس γµ های ماتریس

های ماتریس A پذیرِ وارون ماتریس هر ازای به کنند، صدق رابطه این در ها γµ گر ا زیرا نیستند، یکتا دیراک های ماتریس که دهد می نشان

γ′ ≡ AγµA−1 (١۴)

نیز ها ماتریس این و آورد بدست γµ = ηµνγ
ν تعریف با نیز را پایین اندیس با دیراک های ماتریس توان می کنند. می صدق رابطه همین در نیز

کنند: می صدق زیر روابط در

{γµ, γν} = 2ηµν . (١۵)

یک راحتی اساس بر تنها و ندارد تاثیری دیراک معادله از ناشی فیزیکی نتایج از هیچکدام در باشد، چه ها ماتریس این صریح شکل که این

کرد. پیدا را ها ماتریس این مهم خواص از بعضی توان می نمایشی نوع هر انتخاب از قبل اما شود. می انتخاب ها ماتریس این از خاص نمایش

ویژه زیرا هستند هرمیتی پاد γi های ماتریس چنین هم .١−1 یا هستند 1 یا مقدارهایش ویژه همه زیرا است هرمیتی γ0 ماتریس آنکه نخست

داریم: بنابراین .٢ −i یا است i یا آنها مقدارهای

γ†0 = γ0, γ†i = −γi. (١۶)

نوشت: زیر فشرده شکل به را روابط این همه توان می

γ†µ = γ0γµγ0. (١٧)

است. یک با برابر ماتریس این مربع که ١چون

است. یک منهای با برابر ها ماتریس این مربع که ٢چون

٣



آید: می در زیر صورت به دیراک معادله مزدوج

−i∂µψ†γµ −m∂ψ† = 0. (١٨)

آید: می در زیر شکل به معادله این ، γ0 در راست از طرفین ضرب و (١٧) معادله از γ† جایگذاری با

−i∂µψ†γ0γµ −m∂ψ†γ0 = 0. (١٩)

نامگذاری با بنابراین

ψ = ψ†γ0 (٢٠)

شود: می نوشته زیر نهایی شکل به دیراک معادله مزدوج

ψ(iγµ∂µ +m) = 0, (٢١)

رسیم: می زیر معادله به معادله) دو این جمع از بهتر عبارت (به (٢١) و (١٣) ترکیب از کند. می اثر ψ روی مشتق آن در که

ψγµ∂µψ + ∂µψγ
µψ = 0 (٢٢)

نوشت: زیر پیوستگی معادله شکل به را آن توان می که

∂µJ
µ = 0 , Jµ = ψγµψ. (٢٣)

است: پایسته زیر کمیت نتیجه در

Q :=

∫
ψγ0ψd3x =

∫
ψ†ψd3x. (٢۴)

که کرد بهنجار طوری را دیراک موج تابع و گرفت نظر در x نقطه در ذره یافتن احتمال چگالی عنوان به را ψ(x)†ψ(x) کمیت توان می بنابراین

باشد. یک با برابر کل احتمال

است. هرمیتی Jµ که کنید ثابت تمرین: n

کنید: تعریف زیر صورت به را γ5 ماتریس تمرین: n

γ5 = iγ0γ1γ2γ3. (٢۵)

۴



پادجابجا دیراک های ماتریس همه با که دهید نشان چنین هم است. یک ماتریس با برابر آن مربع و است هرمیتی ماتریس این که دهید نشان

شود. می

دیراک معادله های حل ٢

دیراک معادله آوریم. بدست را معادله این های حل و بگیریم نظر در دیراک های ماتریس برای صریح نمایش یک که است رسیده آن نوبت حال

این از کند. حل بعدی سه و بعدی دو های فضازمان در را دیراک معادله که خواهیم می خواننده از ها تمرین در است. شکل همین به بعدی هر در

۴ دارند که بعدی حداقل γ های ماتریس که کنیم می توجه نخست کنیم. می محدود چهاربعدی فضازمان یعنی واقعی فضازمان به را خود بعد به

  است.

یک بنابراین است. یک با برابر آنها مربع اما شوند. می پادجابجا هم با که هستند دوبعدی های ماتریس پاوولی های ماتریس تمرین: n

است: زیر ترتیب به دیراک های ماتریس از تا سه برای انتخاب

γa = iσa, a = 1, 2, 3. (٢۶)

کند. بازی را γ0 نقش که یافت توان نمی دیگری دوبعدی ماتریس هیچ که دهید نشان

داریم: دیراک های ماتریس جابجایی روابط از زیرا باشند توانند نمی نیز بعدی سه دیراک های ماتریس

γi = −γ0γiγ0 (٢٧)

داریم: کنیم حساب را طرفین رد گر ا و

tr(γi) = −tr(γi) (٢٨)

در باشد. خاصیتی چنین دارای تواند نمی باشد ±i مقدارهایش ویژه که سه بعد با ماتریسی و هستند صفر رد دارای γi های ماتریس نتیجه در و

: زیراست شکل به ها ماتریس این برای ساده انتخاب اولین باشند. فرد بعد دارای توانند نمی استدلال همین با دیراک های ماتریس حقیقت

γ0 =

 I

−I

 γi =

 σi

−σi

 (٢٩)

۵



دیگر: عبارت به یا

γ0 = I ⊗ σ3, γk = σk ⊗ iσ2. (٣٠)

داریم: نمایش این در است. ٣ وایل نمایش به موسوم زیر نمایش دیراک های ماتریس برای دیگر نمایش یک تمرین: n

γ0 = I ⊗ σ1, γk = σk ⊗ iσ2. (٣١)

آورید. بدست وایل نمایش در را γ5 چنین هم هستند. دیراک های ماتریس از نمایشی واقعا ها ماتریس این که دهید نشان

گر ا دیگر عبارت به کند. تبدیل یکدیگر به را γ های ماتریس از وایل نمایش و دیراک نمایش که کنید پیدا چنان را S ماتریس تمرین: n

  که کنید پیدا چنان را S ماتریس دهیم، نشان γµW با را وایل نمایش و γ_D با را دیراک نمایش

SγµDS
−1 = γµW , ∀µ. (٣٢)

آید: درمی زیر شکل به دیراک معادله انتخاب این با و کنیم می انتخاب را دیراک نمایش حال

 i∂t −m iσ · ∇

−iσ · ∇ −i∂t −m

Ψ(x) = 0 (٣٣)

آوریم: می بدست و گیریم می درنظر ψ(p)e−ipx ≡ ψ(p)e−i(Et−p·x) شکل به را Ψ(x) حال E −m −σ · p

σ · p −E −m

ψ() = 0 (٣۴)

باشیم داشته که است آن باشد داشته صفر غیر جواب معادله این که این شرط

E = ±
√

p2 +m2 =: ±E (٣۵)

گوردون کلاین معادله در که همانگونه دارد. وجود منفی و مثبت های انرژی مشکل همان هم اینجا در بنابراین است. مثبت مقدار یک E آن در که

این کردن کوانتیزه سپس و دیراک کلاسیک میدان برای ای معادله به ذره تک یک برای معادله یک از دیراک معادله ارتقای با مشکل این دیدیم

کنیم. بررسی را ای ذره تک های جواب همین خواص خواهیم می فعلا پرداخت. خواهیم درس این ادامه در موضوع این به رود. می بین از میدان

Weyl٣

۶



به ها جواب این که دهد می نشان محاسبه کمی دهیم. می نشان v(p) با را −E انرژی با های جواب و u(p) با را E انرژی با های جواب

هستند: زیر شکل

u(p) = η

 ϕ

σ·p
E+mϕ

 (٣۶)

و

v(p) = η

 −σ·p
E+mϕ

′

ϕ′

 (٣٧)

پایه حسب بر را ای مولفه دو بردارهای این توانیم می است خطی دیراک معادله که آنجا از هستند. دلخواه ای دومولفه بردارهای ϕ′ و ϕ درآنها که

کنیم: می انتخاب را زیر پایه ای مولفه دو بردارهای این برای بنابراین هاست. جواب این از خطی ترکیب واقع در جوابی هر و دهیم بسط آنها های

ϕ1 =

 1

0

 ϕ2 =

 0

1

 . (٣٨)

صورت به را اسپینورها این . خوانیم می ای چهارمولفه اسپینورهای تر دقیق عبارت به یا اسپینور را ψ(p) یا Ψ(x) یعنی دیراک معادله های پاسخ

شد. خواهد مشخص بعد اندکی اند شده بهنجار ضرایب این با اسپینورها چرا که این . کنیم می بهنجار زیر

ui(p) =

√
E +m

2m

 ϕi

σ·p
E+mϕ

i


vi(p) =

√
E +m

2m

 −σ·p
E+mϕ

i

ϕi

 . (٣٩)

کن سا ذره که وقتی کنید. مشخص را اسپینورها این مولفه چهار هر یعنی آورید، بدست را دیراک اسپینور چهار هر صریح شکل تمرین: n

کنید. مشخص را اسپینورها این شکل است

آورید. بدست است سکون حال در ذره که وقتی برای را دیراک اسپینورهای صریح شکل تمرین: n

٧



درجه همان آزادی درجه این که دید خواهیم بعدا دارد. معنایی چه است نشسته ϕ ای مولفه دو بردارهای در که ای آزادی درجه دانیم نمی فعلا

نظر در با خوانیم. می اسپین آزادی درجه را آن بعد به این از جهت همین به است. شده وارد طبیعی صورت به اینجا در که است اسپین آزادی

داشت: خواهیم فضازمانی بستگی گرفتن

ψ+i
(x) = ui(p)e−iEt+p·x, (۴٠)

pو تکانه و E انرژی با است ای ذره دهنده نشان که

ψ′−i
(x) = vi(p)eiEt+p·x, (۴١)

جواب که کنید دقت پوشانند. می را ذره تک هیلبرت فضای تمام اسپینورها این مجموعه .p تکانه و −E انرژی با است ای ذره دهنده نشان که

نشان (؟؟) شکل در ها)  جواب این (یا اسپینورها این شد. خواهد روشن بعد کمی اش دلیل ایم. داده نشان ψ′
− با ψ− بجای را منفی انرژی با

اند. شده داده

کرد. خواهیم استفاده زیر شکل به ای ذره تک های جواب از درآینده

ψi
+(x) = ui(p)e−ipx ψi

−(x) = vi(−p)eipx. (۴٢)

است. گرفته قرار |ϕi⟩ اسپینی حالت در و کند می حرکت p تکانه و E انرژی با که است ای ذره دهنده نشان ψi + (x)

ψ− خوبی است. گرفته قرار |ϕi⟩ اسپینی حالت در و کند می حرکت −p تکانه و −E انرژی با که است ای ذره دهنده نشان نیز ψi−(x)

معرفی به نیازی و است شده نوشته x و p چهاربردارهای همان ضرب اساس بر هموردا صورت به اش فضازمانی ارگومان که است این ψ′− به نسبت

نیست. جدیدی چهاربردار

کنند. می صدق زیر تعامد روابط در vi و ui اسپینورهای که دهید نشان تمرین: n

ui(p)uj(p) = δij − vi(p)vj(p) = δij (۴٣)

ui
†
(p)uj(p) = vi

†
(p)vj(p) =

E

m
δij (۴۴)

٨



 

+i
(x, t) = u

i(p)e�iEt+ip·x

 

0�i
(x, t) = v

i(p)eiEt+ip·x
 

�i
(x, t) = v

i(�p)eiEt�ip·x

E

نظر در را ها تکانه تمام چنانچه پایین مخروط از جواب یک و بالا مخروط از جواب یک که کنید دقت دیراک. مختلف های جواب :١ شکل

را آن فضایی ارگومان زیرا است بهتر ψ′− جواب از ψ− جواب اما دهد. می پوشش را ذره یک هیلبرت فضای یا ها جواب فضای تمام بگیریم

نوشت. هموردا صورت به توان می

٩



ui
†
(p)vj(p) = 0 (۴۵)

.v := v†γ0 و u := u†γ0 درآن که

کنند: می صدق زیر تعامد روابط در دیراک اسپینورهای که دهید نشان تمرین:  n

∑
i

ui(p)ui(p) =
γµpµ +m

2m
(۴۶)

∑
i

vi(−p)vi(−p) =
γµpµ −m

2m
(۴٧)

که دهید نشان تمرین: n

∑
i

vi(p)vi(p) = γ0
γµpµ −m

2m
(۴٨)

دهید. نشان را زیر بودن کامل رابطه تمرین:  n

∑
i

ui(p)ui
†
(p) +

∑
i

vi(p)vi
†
(p) =

E

m
I (۴٩)

دیراک معادله گرانژی لا ٢ . ١

آید: می بدست زیر گرانژی لا چگالی از دیراک معادله

L = ψ(iγµ∂m −m)ψ. (۵٠)

آورید. بدست را دیراک    معادله ψ به نسبت معادله این وردش با الف: تمرین: n

آید. می بدست دیراک معادله که دهید نشان نیز ψ به نسبت معادله این وردش با ب:

١٠



تبدیل تحت دیراک گرانژی لا تمرین: n

ψ −→ eiθψ , ψ −→ ψe−iθ (۵١)

.(٢٣) معادله یعنی آوردیم، بدست قبلا که است همانی تقارن این از ناشی پایسته جریان که دهید نشان کند. نمی تغییر

دستوارگی تقارن ٣

را γ5 ماتریس نخست شویم آشنا بخوبی آن با آنکه برای است. اتمی زیر مقیاس در بحث مورد های تقارن مهمترین از یکی ۴ دستوارگی تقارن

کنیم. می تعریف زیر شکل به

γ5 = iγ0γ1γ2γ3. (۵٢)

دهد: می نشان را γ5 ماتریس خواص زیر  تمرین

شود: می پادجابجا دیراک های ماتریس همه با که دهید نشان - دو است. هرمیتی ماتریس یک γ5 که دهید نشان - یک تمرین: n

{γ5, γµ} = 0 ∀ γµ. (۵٣)

با: است برابر کنیم می استفاده دیراک نمایش از که وقتی آن شکل و است واحد ماتریس با برابر آن مربع که دهید نشان - سه

γ5 =

 . I

I .

 . (۵۴)

با: است برابر وایل نمایش در آن شکل که دهید نشان چهار-

γ5 =

 I .

. −I

 . (۵۵)

که دهید نشان - یک تمرین: n

γ2γµγ2 = −(γµ) ∗ ∀ µ

Chiral Symmetry۴
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که دهید نشان - دو

γ0γ2γµγ2γ0 = −(γµ)T ∀ µ.

است:  زیر تبدیل آن و بگیریم نظر در نیز را دیگر تبدیل یک توانیم می گاما های ماتریس همه با γ5 ماتریس پادجابجاشدن از

ψ −→ eiαγ
5

ψ, −→ ψ = ψ†γ0 −→ ψ†e−iαγ5

γ0 = ψeiαγ
5

. (۵۶)

ناورداست. تبدیل این تحت دیراک گرانژی لا آنگاه باشد، جرم بدون ذره گر ا که کنیم می دقت حال

است: زیر کمیت تقارن این پایسته جریان که دهید نشان n

Jµ = ψγ5γµψ. (۵٧)

نامیم. می ۵ دستوارگی جریان را جریان این

کرد: تجزیه زیر صورت به را اسپینور یک توان می همواره باشد، غیرصفر چه باشد صفر ذره جرم چه

ψ =
1

2
(1 + γ5)ψ +

1

2
(1− γ5)ψ =: ψR + ψL, (۵٨)

عملگرهای که ایم کرده استفاده این از آن در که

P± ≡ 1

2
(1± γ5) (۵٩)

بنویسیم: توانیم می بنابراین هستند. تصویرگر عملگر دو

γ5ψR = ψR , γ5ψL = −ψL. (۶٠)

می نظر در را دست راست جرم بدون اسپینور یک شوند. می خوانده دست چپ و دست راست اسپینورهای ترتیب به ψL و ψR اسپینورهای

شکل اسپینور این که گیریم می نتیجه γ5 ماتریس شکل به توجه با باشد. یک مقدار ویژه با γ5 عملگر بردار ویژه بایست می اسپینور این گیریم.

ψR ∝

 ϕ

ϕ

 (۶١)

Chiral Current۵
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دست راست اسپینورهای برای که گیریم می نتیجه است، E = p جرم بدون ذره برای که این و () رابطه در اسپینورها کلی شکل به توجه با دارد. را

داریم:

σ · p̂ϕ = ϕ. (۶٢)

است. مثبت ۶ چرخش دارای ای ذره چنین گوییم می است. آنها خطی تکانه راستای در ذرات این اسپین بردار ای ذره چنین برای ترتیب این به

یک منهای مقدار ویژه با γ5 عملگر بردار ویژه بایست می اسپینور این گیریم. می نظر در را دست چپ جرم بدون اسپینور یک دیگر طرف از

شکل اسپینور این که گیریم می نتیجه γ5 ماتریس شکل به توجه با باشد.

ψL ∝

 ϕ

−ϕ

 (۶٣)

داریم: دست راست اسپینورهای برای که گیریم می نتیجه است، E = p جرم بدون ذره برای که این و اسپینورها کلی شکل به توجه با دارد. را

σ · p̂ϕ = −ϕ. (۶۴)

منفی ٧ چرخش دارای ای ذره چنین گوییم می است. آنها خطی تکانه مخالف راستای در ذرات این اسپین بردار ای ذره چنین برای ترتیب این به

است. است.

لورنتز تبدیلات و دیراک معادله ۴

نسبیتی کوانتومی معادله یک بخواهد دیراک معادله گر ا نامیم. می الکترون کند می توصیف را آن دیراک معادله که را ای ذره بحث راحتی برای

متفاوت لخت دستگاه دو در الکترون که رسیم می نتیجه این به صورت این غیر در کند. حفظ را خود شکل لورنتز تبدیلات تحت بایست می باشد،

ناوردایی بایست می قسمت این در بنابراین هستیم. لخت دستگاه کدام در که بفهمیم توانیم می متفاوت رفتار همین از و دارد متفاوت رفتار نوع دو

اسپینور برای توانیم می که تبدیلی ترین کلی x′ = Λ x مثل دلخواه لورنتز تبدیل یک تحت کنیم. بررسی لورنتز تبدیلات تحت را دیراک معادله

است: زیر تبدیل کنیم تصور دیراک

ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x) (۶۵)

Helicity۶

Helicity٧
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یکسان لخت دستگاه دو در معادله شکل که است قرار گر ا .S(Λ1)S(Λ2) = S(Λ1Λ2) یعنی است لورنتز تبدیل از نمایش یک S آن در که

شوند: نتیجه یکدیگر از زیر های معادله بایست می باشد

(iγν
∂

∂xν
−m)ψ(x) = 0 (۶۶)

(iγµ
∂

∂x′µ
−m)ψ′(x′) = 0 (۶٧)

(۶٨)

دانیم کنیم.می پیدا دستگاه دو بین را جزئی مشتقات رابطه که داریم نیاز کار این برای

x′µ = Λµ
νx

ν , xν = (Λ−1)νµx
′µ, (۶٩)

گیریم: می نتیجه ان از که

∂

∂xν
= Λµ

ν
∂

∂x′µ
,

∂

∂x′µ
= (Λ−1)νµ

∂

∂xν
. (٧٠)

آوریم: می دست به (۶۶) از دوم معادله در مشتق این دادن قرار با

(iγµ(Λ−1)νµ
∂

∂xν
−m)S(Λ)ψ(x) = 0 (٧١)

بدست S−1(Λ) در معادله این چپ طرفین کردن ضرب با بنابراین شود. نمی جابجا γ های ماتریس با لزوما S(Λ) ماتریس که کنیم می دقت حال

اوریم: ]می
iS−1(Λ)γµS(Λ)(Λ−1)νµ

∂

∂xν
−m

]
ψ(x) = 0 (٧٢)

باشیم: داشته بایست می باشد برابر (۶۶) اول معادله با بخواهد معادله این گر ا

S−1(Λ)γµS(Λ)(Λ−1)νµ = γν . (٧٣)

آوریم: می بدست Λα
ν در طرفین کردن ضرب با

S−1(Λ)γαS(Λ) = Λα
νγ

ν . (٧۴)

کند. می تعیین یکتا طور به را S(Λ) ماتریس رابطه این دید، خواهیم چنانکه
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است. لورنتز گروه از نمایش یک S(Λ) که دهید نشان و کنید استفاده رابطه همین از تمرین: n

را ماتریس این نخست و کرد استفاده S(Λ) = limN−→∞ S( Λ
N )N ی رابطه از توان می که گیریم می را مهم نتیجه این S(Λ) بودن نمایش از

دست دلخواه تبدیلات برای S ماتریس به تبدیلات این برای S ماتریس رساندن توان به با سپس و اورد بدست کوچک نهایت بی تبدیلات برای

دهیم: می قرار بنابراین یافت.

Λ = I + ωµ,νLµ,ν (٧۵)

که کنید دقت هستند. لورنتز تبدیلات گانه شش مولدهای ها Lµ,ν و لورنتز تبدیل پارامترهای ها ωµ,ν آن در که

ωµν = −ωνµ Lµ,ν = −Lν,µ.

داشت: خواهیم کوچک نهایت بی تبدیلات این برای بنابراین

S(Λ) = I + ωµ,νLµ,ν (٧۶)

آوریم: می بدست (٧۴) رابطه در جایگذاری با

(
I − ωα,βLα,β

)
γµ

(
I + ωα,βLα,β

)
= (I + ωα,βLα,β)

µ
νγ

ν . (٧٧)

کردن ساده از پس با و

[Lα,β , γ
µ] = −Lα,βγ

ν . (٧٨)

یا

[Lα,β , γµ] = −Lα,βγν . (٧٩)

دانیم می قبل درسهای از را لورنتز گروه مولدهای صریح شکل اینکه به توجه با

(Lα,β)µ,ν = ηα,µηβ,ν − ηα,νηβ,µ (٨٠)
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از: بود خواهد عبارت (٧٩) ی رابطه نهایی شکل

[Lα,β , γµ] = ηµ,βγα − ηµ,αγβ . (٨١)

دو گر جابجا دارد وجود که کاندیدی تنها باشد. پادمتقارن اش اندیس دو به نسبت بایست می و شود، ساخته ها γ از بایست می Lαβ ماتریس

واقعا که دهد می نشان دقیق محاسبه کمی است. γ ماتریس

Lα,β =
1

4
[γα, γβ ]. (٨٢)

کند. می صدق (٨١) رابطه در واقعا Lαβ که دهید نشان و کنید استفاده {γα, γβ} = 2ηα,β رابطه از تمرین: n

صورت به را لورنتز تبدیل وقتی کنیم می دقت آوریم. می بدست را (٨٠) در شده داده نشان مولدهای ماتریسی شکل خواهیم می مثال: n

نویسیم،  می x′ = x + Lx صورت به را آن کوچک نهایت بی شکل که وقتی یا نویسیم می x′ = Λx صورت به ماتریسی رابطه یک

ماتریس ها این دیگر عبارت به است. پایین آنها دوم اندیس و بالا آنها اول اندیس که است هایی ماتریس ها، ماتریس این از منظورمان

.Lα
β و Λα

β صورت به های اندیس طرح با هستند هایی

داریم: (٨٠) رابطه از بنابراین

(Lα,β)
ρ
ν = ηρ,µ(Lα,β)µ,ν = δραηβ,ν − ηα,νδ

ρ
β . (٨٣)

داشت: خواهیم تر صریح طور به

(٨۴)

L01 =



. −1 . .

−1 . . .

. . . .

. . . .


L02 =



. . −1 .

. . . .

−1 . . .

. . . .


L03 =



. . . −1

. . . .

. . . .

−1 . . .


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و

(٨۵)

L12 =



. . . .

. . −1 .

. 1 . .

. . . .


L23 =



. . . .

. . . .

. . . −1

. . 1 .


L31 =



. . . .

. . . 1

. . . .

. −1 .


آوریم. می بدست زیر شرح به است v سرعت با x راستای در خیز یک دهنده نشان که را لورنتز ماتریس n

داریم: بنابراین است، L01 خیز این مولد

یعنی

Λ = eθL01 = eθL01 = e


−σ1 0

0 0


=

 e−θσ1 0

0 I

 (٨۶)

یا و

Λ =



cosh θ sinh θ . .

sin θ cos θ . .

. . 1 .

. . . 1


(٨٧)

v = tanh θ. پارامتر با است x راستای در خیز یک دهنده نشان که

آنگاه: ببریم، کار به γ های ماتریس برای را دیراک نمایش گر ا مثال: n

L0k =
1

4
[γ0, γk] =

1

4
[I ⊗ σ3, σk ⊗−iσ2] = −iσk ⊗ [σ3, σ2] = −1

2
σk ⊗ σ1 =

1

2

 −σk

−σk

 (٨٨)
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و

(٨٩)

Lij =
1

4
[γi, γj ] =

1

4
[σi ⊗−iσ2, σj ⊗−iσ2] = −1

4
[σi, σj ]⊗ I = −1

2
iϵijkσk ⊗ I =

1

2
ϵijk

 −iσk

−iσk


بنویسیم: هم زیر شکل به را ای زاویه تکانه مولدهای توانیم می

S1 := L23 , S2 = L31, , S3 = L12

داشت: خواهیم صورت این در که

S1 =

 − i
2σ1 0

0 −iσ1

 , S2 =

 − i
2σ2 0

0 −iσ2

 , S3 =

 − i
2σ3 0

0 −iσ3

 . (٩٠)

شود: می تبدیل زیر صورت به دیراک اسپینور یک z محور حول θ زاویه اندازه به دورانی تحت مثال عنوان به حال

ψ(x, t) −→ ψ′(x′, t) = eθS3ψ(x, t) =

 e−i θ
2σ3 e−i θ

2σ3

 (٩١)

دو از واقع در دیراک ای چهارمولفه اسپینور یک که دهد می نشان موضوع این است. θ زاویه اندازه به z محور حول x یافته دوران x′ آن در که

دو این فرق که کند سوال خواننده است ممکن مرحله این در شوند. می تبدیل اسپینورها مثل دوران تحت دو هر که شده ساخته ای مولفه دو بردار

کنیم. معرفی را پاریته تبدیلات که دهیم می پاسخ آن از بعد سوال این به چیست؟ اسپینور

به اسپینور این است، E = m کن سا ذره برای که آنجا از گیریم. می نظر در است کن سا ذره که وقتی برای را ui(p) دیراک اسپینور مثال: n

است: زیر شکل

ui(p = 0) =

 ϕi

0

 , (٩٢)

با: است برابر ذره موج تابع و

ψ+(x, t) =

 ϕi

0

 e−imt. (٩٣)
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کن سا مرجع دستگاه به نسبت x راستای در v سرعت با لخت دستگاه آن که دارد قرار لخت دستگاه یک در ذره این کنیم می فرض حال

داریم: لورنتز تبدیلات از استفاده با کند. می حرکت

ψ′(x′, t′) = S(Λ)ψ(x, t). (٩۴)

(٨٨) به توجه با رابطه این در

(٩۵)

S(Λ) = eθL01 = e

θ
2


−σ1

−σ1


= cosh

θ

2
I − sinh

θ

2

 σ1

σ1

 =

 cosh θ
2 − sinh θ

2σ1

− sinh θ
2σ1 cosh θ

2

 .

آوریم: می بدست (٩٣) رابطه به توجه و (٩۴) ی رابطه در رابطه این جایگذاری با نتیجه در

ψ′(x′, t′) = S(Λ)ψ(x, t) =

 cosh θ
2 − sinh θ

2σ1

− sinh θ
2σ1 cosh θ

2


 ϕi

0

 e−imt (٩۶)

یا و

ψ′(x′, t′) =

 cosh θ
2ϕ

i

− sinh θ
2σ1ϕ

i

 e−i(Et′−px′) = cosh
θ

2

 ϕi

− tanh θ
2σ1ϕ

i

 e−i(Et′−px′). (٩٧)

کنیم:  می دقت زیر روابط به دربیاوریم آشناتری شکل به را عبارت این اینکه برای

tanh θ = v , cosh θ = 2 cosh2
θ

2
− 1 , E =

m√
1− v2

, p =
mv√
1− v2

(٩٨)

: که دهد می نشان روابط این از استفاده با ساده محاسبه یک

cosh
θ

2
=

√
E +m

2m
, sinh

θ

2
=

√
E −m

2m
. (٩٩)

که فهمیم می یکدیگر در رابطه دو این تقسیم از چنین هم

tanh
θ

2
=

√
E −m

E +m
=

√
E2 −m2

E +m
=

p

E +m
(١٠٠)
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آوریم: می دست به دیگر یک با روابط این همه ترکیب با

ψ′(x′, t′) =

√
E +m

2m

 ϕi

−pσ1

E+mϕ
i

 e−i(Et′−px′), (١٠١)

حرکت −p تکانه با ذره جدید، لخت دستگاه دید از که کنید دقت داریم. انتظار که است چیزی همان بینیم می (٣٩) رابطه با مقایسه با که

کند. می

پاریته تبدیل تحت دیراک اسپینور رفتار ۵

شود: می تعریف زیر صورت به پاریته تبدیل

(t,x) −→ (t′,x′) = (t,−x). (١٠٢)

البته کنیم. نگاه است گرفته قرار xz صفحه در مثلا که ای آینه در را فیزیکی دستگاه یک که معنا این به نامند می نیز ای آینه تبدیل را تبدیل این

کند: می تبدیل زیر شکل به را مختصات بالا آینه

(t, x, y, z) −→ (t, x,−y, z) (١٠٣)

اش نتیجه که دید خواهیم کنیم ترکیب مناسب دوران یک با را ای آینه تبدیل این گر ا آما رسد. می نظر به متفاوت پاریته تبدیل با اول نگاه در که

آینه تقارن آزمون با پاریته تقارن ازمون هستند،  دورانی تقارن دارای بسته فیزیکی های سیستم همه معتقدیم که آنجا از است. پاریته تبدیل همان

است. معادل ای

است. یکسان پاریته تبدیل با دوران یک و ای آینه تبدیل یک ترکیب که دهید نشان تمرین:  n

است: زیر شکل به (t,x) مختصات دستگاه در دیراک معادله

(
iγ0∂t + γi∂i

)
ψ(t,x) = 0 (١٠۴)

باشیم داشته (t′,x′) = (t,−x) مختصات دستگاه در بایست می کند حفظ را خود شکل پاریته تبدیل تحت دیراک معادله که باشد قرار گر ا

(
iγ0∂t′ + γi∂i′

)
ψ′(t′,x′) = 0 (١٠۵)
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یا و

(
iγ0∂t − γi∂i

)
ψ′(t′,x′) = 0 (١٠۶)

دهیم می قرار وقتی که قسمی به باشد داشته وجود Π مثل ماتریسی باید   بنابراین

ψ′(t′,x′) = Πψ(t,x)

یعنی شود. تبدیل (١٠٧) معادله به (١٠۴) معادله

(
iγ0∂t − γi∂i

)
Πψ(t,x) = Π

(
iγ0∂t + γi∂i

)
ψ(t,x) = 0 (١٠٧)

باشیم داشته که است ممکن وقتی فقط امر این

Πγi = −γiΠ , Πγ0 = γ0Π. (١٠٨)

   داریم نتیجه در گرفت. یک توان می نیز را تناسب ضریب   است. γ0 با متناسب Π دهد می نشان که

ψ′(t,−x) = γ0ψ(t,x). (١٠٩)

آید. می بدست پاریته تحت دیراک اسپینور تبدیل ترتیب این به

داریم: پاریته تبدیل تحت γ5ψ = ψ که دانیم می گیریم: می نظر در را دست راست اسپینور یک : مثال n

ψ′ = γ0ψ (١١٠)

داشت: خواهیم دهیم. می اثر آن روی را γ5 عملگر است دست چپ یا دست راست یافته تبدیل اسپینور ببینیم اینکه برای

γ5ψ′ = γ5γ0ψ = −γ0γ5ψ = −γ0ψ = −ψ′, (١١١)

می معکوس آینه در تصویر تحت اسپینور یک دستوارگی ترتیب این به است. دست چپ اسپینور یک یافته تبدیل اسپینور دهد می نشان که

است. سازگار نیز ما انتظار و شهود با نتیجه این شود.

٢١



است: زیر صورت به γ5 ماتریس وایل نمایش در که اید شده متوجه باشید کرده حل را درس این قبلی های تمرین گر ا

γ5 =

 I

−I

 . (١١٢)

هستند: مشخص پاریته دارای زیر های اسپینور که شویم می متوجه بریم می کار به را نمایش این که وقتی ترتیب این به

uαR(p) =

 ϕα

0

 , uαL(p) =

 0

ϕα

 . (١١٣)

است. شده تشکیل راست و چپ پاریته با اسپینور دو ترکیب از و نیست مشخصی پاریته دارای دیراک اسپینور یک ترتیب این به

کنند؟ می پیدا شکلی چه دست راست و دست چپ اسپینورهای کنیم، استفاده گاما های ماتریس برای دیراک نمایش از گر ا تمرین: n

خطی دو همورداهای ١ . ۵

شود: می تبدیل زیر صورت به لورنتز تبدیل تحت دیراک اسپینور که دیدیم

ψ −→ Sψ, ψ −→ ψS−1. (١١۴)

که دهید نشان کنید. حل را زیر تمرین بار یک است بهتر بالا،  رابطه بهتر درک برای تمرین: n

γ0Sγ0 = S−1. (١١۵)

شود: می تبدیل زیر صورت به دیراک اسپینور پاریته تبدیل تحت که دانیم می چنین هم

ψ −→ γ0ψ (١١۶)

پاریته: تحت که گرفت نتیجه توان می رابطه این از

ψ ≡ ψ†γ0 −→ ψ†. (١١٧)
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لورنتز تبدیل تحت که دانیم می مثال عنوان به

ψψ −→ ψS−1Sψ = ψψ. (١١٨)

پاریته تبدیل تحت چنین هم

ψψ −→ ψ†(γ0ψ) = ψψ. (١١٩)

داریم لورنتز تبدیلات تحت گیریم. می نظر در را ψγ5ψ کمیت حال است. اسکالر کمیت یک ψψ پس

ψγ5ψ −→ ψS−1γ5Sψ = ψγ5ψ, (١٢٠)

داریم: پاریته تبدیل تحت اما شود. می جابجا σµ,ν = 1
2 [γµ, γν ] های ماتریس با γ5 که ایم کرده استفاده این از آن در که

ψγ5ψ −→ ψ†γ5γ0ψ = −ψγ5ψ. (١٢١)

است. ٨ اسکالر شبه کمیت یک ψγ5ψ کمیت ترتیب این به

توانیم می ما است. چگونه شوند می ساخته ψ و ψ از که مختلفی های کمیت تبدیل که گرفت نتیجه روابط این از توان می حال تمرین: n

بسازیم: را زیر های کمیت

ψψ , ψγ5ψ , ψγµψ , ψγµγ5ψ , ψγµγνψ , ψγµγνγ5ψ. (١٢٢)

دو، رتبه تانسور بردار، شبه بردار، اسکالر، شبه اسکالر، ترتیب به راست به چپ از نامند، می ٩ دوخطی همورداهای را آنها که ها کمیت این

کنید. ثابت را ها خاصیت این هستند. دو رتبه تانسور شبه نهایتا و

بار وارونی تحت دیراک اسپینور رفتار ۶

جفت الکترومغناطیسی میدان با هموردایی طور به را دیراک معادله باید کار این برای ایم. نگفته چیزی دیراک ذره الکتریکی بار باره در کنون تا

می بعدها البته ایم. دیده نسبیتی غیر کوانتومی مکانیک در که است روشی همان تعمیم نیز آن روش و شود می انجام سادگی به کار این . کنیم

Pseudo Scalar٨

Bilinear Covariants٩
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در معمولی مشتق که است این دهیم انجام باید که کاری کنیم. بیان کار این برای ریاضی نظر انز چه و فیزیکی نظر از چه تری عمیق دلایل توانیم

کنیم: عوض هموردا مشتق به موسوم زیر مشتق با را دیراک معادله

Dµ := ∂µ − ieAµ. (١٢٣)

شود: می نوشته زیر صورت به شود جفت الکتریکی میدان با که وقتی دیراک معادله بنابراین

(iγµ(∂µ − ieAµ))ψ(x) = 0. (١٢۴)

است. الکترومغناطیس بردار چهار Aµ و ذره بار e رابطه این در است. m جرم با و الکتریکی بار با و m جرم با ذره یک کننده توصیف معادله این

ریاضی استدلال با توان می آیا است، برقرار e الکتریکی بار و m جرم با ذره یک برای دیراک معادله که دنیایی در آیا که است این سوال حال

دقت سوال این پاسخ یافتن برای خیر؟ یا است برقرار نیز −e الکتریکی بار و m جرم با ذره برای دیراک معادله ضرورتاً و منطقا که گرفت نتیجه

رسیم: می زیر معادله به کنیم مزدوج را (١٢۴) معادله گر ا که کنیم می

(−iγµ∗(∂µ + ieAµ))ψ
∗(x) = 0. (١٢۵)

داریم  واقع در و هستند حقیقی γ2  بجز ها ماتریس همه که کنیم می توجه حال

γ2γµγ2 = −(γµ)∗. (١٢۶)

که رسیم می نتیجه این به (١٢۵) معادله در رابطه این دادن قرار با بنابراین

(
iγ2γµγ2(∂µ + ieAµ)

)
ψ∗(x) = 0. (١٢٧)

رسیم: می زیر معادله به است، ثابت ضریب یک η آن در که ψc = ηψ∗ دهیم قرار و کنیم ضرب γ2 در را معادله این طرفین گر ا

(iγµ(∂µ + ieAµ))ψc(x) = 0. (١٢٨)

ولی جرم همان با ای ذره که است این کند، می صدق دیراک معادله در e الکتریکی بار و m جرم با ای ذره اینکه ریاضی و منطقی نتیجه بنابراین، 

این همه و نوشت باری هر با ای ذره هر برای را دیراک معادله توان می الاصول علی که کنید دقت کند. می صدق دیراک معادله در نیز −e بار با

خود در را −e بار با ای ذره وجود که ای معادله مگر نیستند e بار برای دیراک معادله منطقی نتیجه آنها هیچکدام ولی هستند درست معادلات

که شود می معلوم (ψc)c = ψ, باشیم داشته بایست می اینکه به توجه با است. پادذرات برای بینی پیش یک دارای معادله این معنا این به دارد.

گرفت. یک با برابر توان می را خالص فاز این است. خالص فاز یک η
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دیراک میدان ٧

به آزاد دیراک میدان گرانژی لا کنیم. کوانتیزه را آزاد دیراک میدان بایست می میدان از ای تفسیرذره آوردن بدست برای دیگر های میدان همه مثل

زیراست: شکل

L = ψ(iγµ∂m −m)ψ (١٢٩)

بیاورید. بدست را دیراک معادله ψ به نسبت گرانژی لا این وردش با و گرانژ اویلر-لا معادلات از استفاده با الف: تمرین: n

آورید. بدست را دیراک معادله نیز ψ به نسبت گرفتن وردش با ب:

از: بود خواهند عبارت مزدوج های تکانه که فهمیم می گرانژی لا فرم از

πα = ψ†
α (١٣٠)

بود: خواهد زیر شکل به هامیلتونی و

H =

∫
d3xψ(−iγk∂k +m)ψ (١٣١)

دارند: وجود زیر بارپایسته و پایسته جریان ψ −→ eiαψ تقارن خاطر به چنین هم

Jµ = ψγµψ Q =

∫
d3xψ†ψ (١٣٢)

با دیگراست. طرف از همزمان کوانتش روابط و طرف یک از حرکت معادله حل کوانتش شروع نقطه هایزنبرگ درتصویر دانیم می چنانکه

بود خواهد زیر شکل به دیراک معادله حل ترین کلی شد گفته قبل دربخش که آنچه به توجه

ψ(x, t) =

∫
d3p

(2π)3
m

E

(
bi(p)u

i(p)e−i(Et−p·x + d†i (p)v
i(p)ei(Et+p·x)

)
(١٣٣)

ψ†(x, t) =

∫
d3p

(2π)3
m

E

(
b†i (p)u

i†(p)ei(Et+p·x) + di(p)v
i†(p)e−i(Et+p·x

)
(١٣۴)

روابط به توجه با آنها بین روابط بایست می که هستند عملگرهایی di(p) و bi(p) و است شده جمع i = 1, 2 های اندیس روی درآن که

از آوریم. بدست ها میدان برحسب را عملگرها این بتوانیم بایست می کار این برای شوند. تعیین ψ†(y, t) و ψ(x, t) عملگرهای بین همزمان

نویسیم: می ای مولفه صورت به را روابط این و کنیم می استفاده آوردیم بدست که تعامدی روابط
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∑
α

ui
∗
α(p)u

j
α(p) =

∑
α

vi
∗
α(p)v

j(p)α =
E

m
δij (١٣۵)

∑
α

ui
∗
α(p)v

j
α(p) = 0 (١٣۶)

: آوریم می بدست بالا تعامد روابط و (133) روابط به توجه با حال

bi(p) =
∑
α

∫
d3xui

∗
α(p)ψα(x, t)e

i(Et−p·x)

di(p) =
∑
α

∫
d3xvi

∗
α(p)ψ

†
α(x, t)e

i(Et+p·x)

b†i (p) =
∑
α

∫
d3xuiα(p)ψ

†
α(x, t)e

−i(Et−p·x)

d†i (p) =
∑
α

∫
d3xvi

∗
α(p)ψα(x, t)e

i(Et+p·x) (١٣٧)

فرض که معنا این به برقرارباشد پادجابجایی روابط کانونیک ها میدان بین که کنیم می فرض جابجایی روابط بجای دیراک میدان درکوانتش

: کنیم می

{ψα(x, t), ψβ(y, t)} = {ψ†
α(x, t), ψ

†
β(y, t)} = 0

{ψα(x, t), ψ
†
β(y, t)} = δαβδ(βx− y) (١٣٨)

آوریم: می بدست (137) روابط از استفاده و محاسبه کمی با

{bα, b†β} = (2π)3
E

m
δαβδ(p− p′) (١٣٩)

{dα, d†β} = (2π)3
E

m
δαβδ(p− p′) (١۴٠)

که: است آن نتیجه آورد. بدست نیز را پایسته بار و هامیلتونی فرم توان می (133) روابط از بااستفاده
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H =
2∑

i=1

∫
d3p

(2π)3
m

E
E
(
b†i (p)bi(p)− di(p)d

†
i (p)

)
(١۴١)

Q =
2∑

i=1

∫
d3p

(2π)3
m

E

(
b†i (p)bi(p) + di(p)d

†
i (p)

)
(١۴٢)

زیر باهامیلتونی را فرمیونی نوسانگر یک سادگی برای بهنجارکنیم. را پایسته بار و هامیلتونی بایست می گوردون کلاین میدان مثل نیز دراینجا

گیریم: می درنظر

H = ω(b†b− dd†) (١۴٣)

کنیم: می تعریف زیر شکل به را بهنجارشده هامیلتونی و

: H : := ω(b†b− dd†)− ω⟨0|(b†b− dd†)|0⟩

= ω(b†b− dd† + 1) = ω(b†b+ d†d) (١۴۴)

ساده نوسانگر ساده مدل برای صورت دراین باشد. صفر مساوی خلاء برای بارپایسته کردکه تقاضا و بهنجارکرد نیز را بارپایسته توان می چنین هم

داشت خواهیم خود

Q = (b†b+ dd†) (١۴۵)

: Q : := (b†b+ dd†)− ⟨0|(b†b+ dd†)|0⟩

= (b†b+ dd†)− 1 = (b†b− d†d) (١۴۶)

داشت: خواهیم آن بارپایسته و دیراک هامیلتونی برای درنتیجه

: H :=

2∑
i=1

∫
d3p

(2π)3
m

E
E
(
b†i (p)bi(p) + d†i (p)di(p)

)
(١۴٧)
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Q = −e
2∑

i=1

∫
d3p

(2π)3
m

E

(
b†i (p)bi(p)− d†i (p)di(p)

)
(١۴٨)

هستند. k تکانه با پوزیترون و الکترون کننده خلق ترتیب به di(p) و bi(p) عملگرهای که دهند می نشان روابط این
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