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 	� ����� 	���  �2� P̂ � Ĥ 'V� �/���@AEe �5/�� �� I����� 	��� ���)_� �����Y� 3 9�� ���R �6�� ����
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F = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕H3 · · · ⊕Hn⊕ `12b

	
 ��� 9�4� !/ 9�d+ �/H !/ H0 ,�/� ��  �2�� �����+ n 9�� ���R ?�E� N��� 	
 ��� �/�d+ Hn ��� 	

���� �� ,����� �� #r > ���R �� �� � ��� �� ��G� |0〉 �� �� �� �� 3/� , �� �� �����  ���� �����+ z�� 	
 9�� �� N���
	� ,���� ����+ ;��
 �/ ;/�F+� �����
 	
  �
 M/�4� ��+ � KA> 9���@AEe ��� 	� �d+ 3/�� �� �<���� � ��_� 9���@AEe
	��� �� �/H ��(�> 	
 ���
 �� M/�4� (âi, â

†
i ) �q@AEe �_2 !/ (ki, λi) 8�[YG� �� ����+ �� 9�H� 	� �� K�
 8��<e

i�����

âi|n1, n2, · · ·ni, · · ·〉 =
√
ni|n1, n2, · · ·ni − 1, · · ·〉

â†i |n1, n2, · · ·ni, · · ·〉 =
√
ni + 1|n1, n2, · · ·ni + 1, · · ·〉. `13b

i���
 �� h�( �/H 	k��� � ���@AEe 3/� 	
  �� �� ?�A4� ��R��� 3��= �� ,âi|0〉 = 0 	
 ��� o&��

[âk, â
†
l ] = iδk,l. `14b
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 � ��G� ��R��� ���� �� 3��= �� ,��/� ��  �2�� |0〉 �q ��R 9�� â†i 9���@AEe �O� �� �����+ !� 9�� ���R 3��= ��
	


â†i âi|n1, n2, · · ·ni, · · ·〉 = ni|n1, n2, · · ·ni, · · ·〉. `15b

�� !/ F� ?� ���� Q��$ 	� 3/������ , ��E� �� �� (ki, λi) %�� H� ��4/ i %�� H� 9�� ����+  ��4� â†i âi �@AEe 3/������
s5R�� ���@AEe 3/� �5/�� �� �����  ��4� � 	��"� I9:��� 9���@AEe 9���� �� �n/� �����Y� �� ���R 3/� �6� ,�/��

i����� 	��� �� �/H '"� ��+ � KA> 9���@AEe

N =
∑

i

â†i âi

H =
∑

i

�ωiâ
†
i âi

P =
∑

i

�kâ†i âi. `16b

��4/ ����� 9���@AEe s5R�� 	��@= �a4
�� �� �@AEe 3/� �/� 	
 ��� 3/� ���� ,�/������� ?� ���� '��
 Q��$ 	� H��� ���
!/ H� B̂(x) � Ê(x) 9���@AEe 3�� N�� �� 	
  �� �� 	�+�/ ��
� ���� 3/� Q��$ -
�� � g���� �� ���� B̂(x) � Ê(x)

,���
 ���$ �� â†i � âi 9���@AEe � W�.
	"�� ��R � �/�� �"� ����� 9���@AEe 3�� 9�@d/�4� 	k��� ���� � ��<J( z���� 	
 ��� 	�+�/� ���
�� K�
 ������>
3/������ , �� ��H�{� !�����
 9����C�� �/ ���/1$ ����G� 3�� 9�@d/�4� 	k��� !/ � � ���
 �/ 3�+�/1$ �� ;����
 �a����
,���
���
�� �� !�����
 �/�S��2 N��� � 	.���� 9���@AEe 3�� j|� � ��� X�YG� �� !�����
 9����C�� �5/�� �� �5Y�
	_��� 	E� ��/H ��� X�YG� �� '7�5� 9����C�� �5/�� �� !�����
 9����C�� 3�+�/ H� '<
 �5�.��C����"�� �����  ���� 
����� ��4/ X��> j�.��C����"�� ����� 	� ��  �> �4� 	� 3/�H� ,���5�� '7�5� �@/�"/H� �5�.��C����"�� 9�� ����� 9��
	_��� 	E� � ��� ���
 �_(�� ����� �� ���"�� '�5���$ ������ �� 	
 ���� �� ������ 3��= 9��� ,���
 ��  ��J� � �� 0��{� 

��4/ ��/� �� ���� �5�.��C� '�5���$�� �� H� ����� 9��

B = ∇×A

E = −1
c

∂

∂t
A. `17b

����|� ������ �� ����� '7�5� 9�� 	_��� 3��4� H� j$ ,∇ · A = 0 ��4/ ��
 �� h�( F����� 	r ��E�$ Z��� A 3��= ��
����� 9n��� 6B 	
 � /� 	 �>��� !��#
 j�.� �C����" �� p� H� g�5�= ����� !��#
 ��� � A � ��� � 9n��� 6B 	


i�� ������� ����� 	��"� � '
 9:��� 	
 ���� �� 3��= �� , 1
8π (E2 − B2) �� �������� �5�.��C����"��

H =
1
8π

∫
dx(E2 +B2), `18b

}



�

P =
1

8πc

∫
dxE ×B. `19b

�/��� �� ���� ���
 3��= �6� ,��5/��� A ����� ��4/ '7�5� 9����C�� s5R�� �� 9n���6B 	
 �����)�

L =
1
8π

∫
1
c2
∂

∂t
A · ∂

∂t
A− (∇×A) · (∇×A)dx `20b

q9�� ��  �J�� H� � �_��� �� ��R

(∇×A) · (∇ ·A) = ∂jAk∂jAk − ∂jAk∂kAj `21b

�� 9n���6B 8��<e F����� Z�� H� � �_��� 3��= �� � '��
 K�G� 8#E2 H� � �
�L� W�( � ǱF2 	� ǱF2 9��6 ���@����
i��5/�� �� �/H � �� '"� 	�

L =
1
8π

∫
dx

1
c2

∂

∂t
A · ∂

∂t
A−Ak∇2Ak. `22b

�������� A �q ���� D� F� 	��"� 	
 ���� ���)����� !��#
 	/�L�H� ,��� ��� 	���� Ȧ � A ����� s5R�� 9n���6B 3/�
i��

Πk(x) :=
∂

∂Ȧk

L =
1

4πc2
∂

∂t
Ak = − 1

4πc
Ek. `23b

,��� �"/��"�� ����� IAk ����� D� F� 	��"� 3/������
i���5����
�� �/H �����$ 9�� 	���
 	k��� 3/������

{Ak(x), Al(y)} = 0,

{Ek(x), El(y)} = 0,

{Ak(x), El(y)} = 4πcδ(x− y), `24b

i �� ����>�/H '"� 	� ����A���� �

H =
∫
dx

[
Πk(x)

∂

∂t
Ak(x) − L(x)

]
=

1
8π

∫
dx [E · E +B ·B] . `25b

H��� N��� � 3/� 	
 ��� �
1� ��� ?HB �2 3/�� ,�5�.��C����"�� ����� 9:��� ��E� F2 �5�� 9F�= ����A���� 3/������
3/�� ,���� ��6H�� �/� � �
 ��Ee� F����� 	��E�$ Z�� 'V� A ����� 9�� 	_��� 9�� 	
 9 ��
 �� �� ���� 9��"�� �E
 	�
3�e ;����
 %�&�� ��(� �� K��k� 	
 ��� �� ��� �)� 	
 	u�� ,�>� �$ �����Y� �� �6��u�$ � M/��t 3/� 	� �� p� 

]



� Â(x, t) ��4/ x�<�F/���/�[�� �������
 9�� ����� 9��� �S��H� � Ê(x) � Â(x) �������
 9�� ����� 9��� �� N��� � 3�E�
��E�H� � �
�L� W�(�� 3/������ ,���
 0�5R 9��5� 9�� ���H � �� �/�S��2 N��� � 	"���� Z��G� ���5����
�� F�� Ê(x, t)

i��� �����> �/ �
 ����� �� 	� 	
 �/�� �+��t

[Âk(x, t), Âl(y, t)] = 0,

[Êk(x, t), Êl(y, t)] = 0,

[Âk(x, t), Êl(y, t)] = i�4πcδ(x− y). `26b

3/� 	� Q��$ 9��� g ��  �2� �� ����+ 9��+ � KA> 9���@AEe � Êk(x, t) �/ Âk(x, t) ����� 9���@AEe 3�� �.�<��� 	=
x�<�F/�� �/�[� � �@AEe !/��/H ��
 �� h�( �
�R !��#
 	� �4�� Â(x, t) �������
 ����� 	
 ���
 �� 	2�� ����

3/������ ,���

(
∂2

c2∂t2
−∇2)Â(x, t) = 0. `27b

i����/H '"� 	� 	� �4� 3/�H� ������ 0��2 !/

Â(x, t) =
[
A eiωt−ik·x + A† e−iωt+ik·x

]
, `28b

,��� �� j��
�+ ω � D�� �� �� k 0��2 3/�� ,������ M/�4� ��� ����� 	
 ��� �
��� �SR V � ω = |k|c ��� 	

F����� 	��E�$ Z�� �� ����  �Ee k �� �� �� �5/�� �� 	
 ��� ��7� �� �)2 �)�� � ��� ���Y� #a ��
 A �� �� �H���� �a�E&

,�������
�� ∇ · A = 0 ��4/

, �+�6�L�� ���� ���
 k ��  �Ee 	J_(� 	
 �� e2 � e1 �q ��4�� � 	r"/ I�7�7R �� �� � k D�� �� �� �� 9�H� 	� ���� ��
��� �����> 	S���� 

A = b1e1 + b2e2, `29b

i �
 �5/��H�� �/H '"� 	� ���� �� �� B�� 'R 	S���� 

Â(x, t) =
∑

λ=1,2

eλ

(
bλ e

iωt−ik·x + b†λe
−iωt+ik·x

)
`30b

0��2 3/� �aEA5� ,��� 9H�� N/��� �� 0��2 3/� K�<k� H� ���� 	
 ���
 ������>� �� 9� 	�556 �/ �7� k D�� 9���� ��
���� �/H 8��( 	� ���� �� �� 	� �4� H� ������ 0��2 3/�� �A
 � �5�� �A
 0��2 !/

Â(x, t) =
∑
k,λ

eλ

(
bλ,ke

iωt−ik·x + b†
λ,ke

−iωt+ik·x
)
. `31b

�



����� ���� �� ,��� ��� 3/F@/�2 b̂†
λ,k � b̂λ,k �������
 9���@AEe 	e�ES� �� Â(x, t) �������
 ����� ��
 3/���

i��� �����> Ê(x, t) = − ∂
c∂tA(x, t) 	
 �S��H� i���� ���@AEe 	e�ES� 3/� s5R�� F�� �� �"/��"��

Ê(x, t) =
1√
c

∑
k,λ

iωeλ

(
−bλ,ke

iωt−ik·x + b†k,λ
e−iωt+ik·x

)
. `32b

9�� �/�S��2 	k��� 3��� �� � �� 	
 ��� �A5� g�5�= b̂†k,λ
� b̂λ,k 9���@AEe �/�S��2 	k��� 	
 ����$ ���� ��

	k��� 3/� ���� �� b̂†k,λ
� b̂λ,k 9���@AEe s5R�� �� ����� 3/� N5� 3��= �� � Ê � Â �������
 9�� ����� 3�� !�����


i���5��/H '"� 	� �/�S��2 N��� � 	
 �� �� ��G� ��B�. �E
 �/�� � K�
 	<��J� !/ , �
 0�5R �� �/�S��2

[b̂k,λ, b̂k′,λ′ ] = [b̂†k,λ
, b̂†k′,λ′ ] = 0

[b̂k,λ, b̂
†
k′,λ′ ] =

V ω

2πc2�
δλ,λ′δk,k′ . `33b

��5/��� �/H 8��( 	� �� Â �6� 3/������

Â(x, t) =
∑
k,λ

(
2πc2�

V ω
)

1
2 eλ

(
aλ,ke

iωt−ik·x + a†
λ,ke

−iωt+ik·x
)
. `34b

i ��4/ I���
 �� h�( �� ����+ 9��+ � KA> �/�S��2 N��� � � â† � â 9���@AEe ��@��

[âk,λ, âk′,λ′ ] = [â†k,λ
, â†k′,λ′ ] = 0

[âk,λ, â
†
k′,λ′ ] = δλ,λ′δk,k′ . `35b

N<��� k 9�� 	��"� 	� �� ω ��/H  �
 '7��� -E2 ��#e H� '<
 	� �� (2πc2
�

V ω )
1
2 8��<e ���� �E� 34 	k��� � 	
 ���
 �
 

,���5�
	
 ��� 3"E� �/� ,���5���+ � KA> 9���@AEe 'V� ��� a†k,λ

� ak,λ 9���@AEe 	
 ��� �� ��G� h�+ �/�S��2 N��� �
�/ 9:��� �@AEe 	
 �����)� ���� 3/� 	� Q��$ 9��� g������� ����+ 9��+ � KA> 9���@AEe ��E� �a4
�� ���@AEe 3/�

i �� �� �/H '"� ����A�����@AEe 	
  � ��G� ���� �� 25 � 34 	k��� H� � �_��� �� ,���
 0�5R �� ����A����

H =
∑
k,λ

�ωkâ
†
k,λ

âk,λ, `36b

i�/� ��� �/H '"� 	� ����� '
 	��"� 	
  � ��G� ���� �� 3��= �� ,�/� � �
�L� W�( �4E2 ���O !/ H� ��� 	


P =
∑
k,λ

�kâ†k,λ
âk,λ. `37b
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,���5� �� ����+ 9��+ � KA> 9���@AEe a†k,λ
� ak,λ 9���@AEe 	
 ���
 �� -��
 �� �� #a ��
 	k���� 3/�

k 	��"� � � ����+ !/ â†k,λ
� âk,λ|0〉 = 0 	"�/� 	 � 	2��� � ,���
 �� 0�5R #r > ���R 9�� �� Â(x, t) �q @AEe �O� ��R

i�/��� �� ���� ��
 �� ����� λq;<k
�

Â(x, t)|0〉 =
∑
k,λ

(
2πc2�

V ω
)

1
2 e−iωt+ik·x|k, λ〉. `38b

MA�Y� 9�� j��
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