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�% -#� ��H '� -
��� ��� K0�� �� �� � 	�� F

�# ��
@6 ��6 ', �� -#� [��� 'G
���� � /����&� 3{��� '� ���	� ��E� 3�
H h
%
J	�� �� F

�# �� �% -#� �.�	�� 3�
H 'H '� <)� '���� F���
�, <
�%� /�	������ 3��, ��1 3��1 ', A��) F�� C	��H�� �	M���

F
�D# �� /����&� 3{��� � <B�) '@#�� /��# �� ����2 -��
�, ��� 10−10 ���� O���9��2 �� ��	� �� �% -#� [��� �=�
5
6��7�����&� .� /��# �� A�� C<)� <&� /����&� 	�H ��	� /2 3{��� � ��� <B�) O	V�� ��	��� /����&� <B�) C�.

�S �� �, a R��� � e ������&� ��, �, 3� ��; /2 3��@��, '� <��= ��� �
)*�

P =
1

4πε0
2e2

3
a2

c3
832 

��, <)� �,��, R��� (	1�H �� '�9% ��� vS<B�)�, R [��� �� '� ������&� 3��, C	�� �� K6�) ��,�# 3{��� ��1 .�

a =
v2

R
833 

C	�� L�M) '�9% 3�� ', <9��, �� 4	� 'H .� 	�, /����&� '� <����� /��# �� 3{��� $,�# ��� �, 3{��� -
9M# �, 'G
����
��, <)� �,��, �y@��M# 4	� F��

τ ≈
1
2mv

2

P
=

1
2mv

2

1
4πε0

2e2

3
v4

R2c3

≈ 4πε0
3
4
mR2c3

e2v2
834 

��� <B�) O	� �� '@#�� .� �� /2 <��� <B�) � O���9��2 �� '@#�� .� �� '�9% ��� ', /����&� $1�H [��� �=�
��, 	� 	%��1 �,��, /��. 4	� F�� -��
�,

τ ≈ 3
4

1
9 × 109

9 × 10−31 × 10−20 × 3 × 108

(1.6 × 10−19)2 × 10−4
≈ 10−10 '
��_ 835 

T�



TlTr 3�Q&�) �&��� �� (��,�!
� �mT ���

��?�6 ����. ('
��_ T = 2πR
v ≈ 2 × 10−16 ���� '�9% ��� ', /����&� \��= /��. 4	� �, '9��M� �� /��. F�� 'H �=�

C	�� �� L�M) '�9% 3�� �, O�G���) /����&� '� 	%� �� /��� �&� <)�

�%�� ���. ��
��� �, (�	� �
V"�&� n��� ��Q�i� ������� .� 3���� 'E�� �, TlTT �� �=.�# ', '� ��, �!
� TlTT A�)��
C	�� '�&�x� �% -#� U��1 ���, �� /�9��# C�E C�E �+� <"# �# ��, �	� /��9!��� �� e��@�� �������

���� ����	� 
��
 ���� ���� ����
�� ���� ��
���� ���� �� ��� �!
���� �� ���"!�# $%���� �&' 


(
���� )*+*, ��*- ./� �� ��� 0�1*� 
2��#
 ���� 
���� ��� 3
 ���� �� � �� �, %�/4 �� ���# �� 
� ��� �!
����
0
�� /
 5
 ���� ��
���� �� 6� ��� �&�� ��7/ �� ��-�8 ��� .���5 �9�# .� ��: ������
� ;� 5
 �2��< 
��

.���5 .� ��: �� &��� �� �=� �� 
�5 >�? 6� �� ��
���� ������ / &�4 6� @�' ��
���� 5
 &+� $��� ��
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6�
 �� ��B! .��: �� ��� ��� @��
 �� 6�
 �, ���� �� 5
 
&�
� �� ���� 6�
��

�� <)�� F�� C�.���i, ��� ', �������� �+� <"# �# <�� ��9Y�� ������� ', TlTp �� � ��� /��� �

7# ��, ��� 4	� .� 5�
�	
� ��#� /���1�) 3���� 3��, �D)�� '� <)��1 �� ��, � ��, ���� '���� �� \� ��#� A	� �������� '� ��, /2 .� 	�, A�)

C	��

/ ��� �B"C �D�4 �� �
�, �� �� &��E .���5 ��E� �� ���� $��
 F�# �� 6�
�� ���� �&G: ��
� ��� 


(
.
 �5�, �&�
 &�� �� �H- �� .��:� �� ���-��
� ����
 
&��
� �� � ��: 6�
 ���� �� .���E� ���I� �� ���E� ��

�@0�� 8�$% "��(�= A��� ,� B C��5<� 8�D7�0� EF�	 �G�� H @0�� ���I "��(�= ,	�� /07
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� 5
 &�� �� �=� �� �� ��
 ���� ��� ��,
 0&� ;� ./� /
 ��#
 .�D��� �� 
& � �� ��*� �7J� ��
 �4 ��
8 A


��
� .���H"� K��
 / ���' ��
 �&! �<�� ���� �, �� .�L�� ��,
 0&�

�% <9���# �� 	
1�H �� '�9% ��� ', '� ������&� � <��	� ��E� 3{��� ��
@6 	S ��� h
% �������� ��#� 3�
�� 3��,
. �6 ', �� ��
@6 	��� F�� '� ��, /2 ��, '��B�G� ����,� F
�9D� C	��, '���� <B�) � [��� ��	M��% 'G
�� �� � 3{��� ��	M�

'� ��, /2 3� A�� P�� C	�� Kk� ���@�.

���
� �� �������
 �� ��� ����� �� ���� ���
 ������
 �� � ! �"�# �
 $�� �%&� �!' �� �� (���' ������
 �' �!�%
��
)�*�� +�,- .��/ � 0� � := h

2π �� ���1
 ���� ����!��

<B�) ( �% 3{��� (���,� '�% '!���*, (<)� -#� 3��, 3� '���. '���# ��
@6 	��� � <,�_ '���� ���� �k�� F
�H A�@0 �,
C	��� �� F

�# -#� /��� 3�% 5����� � �%

��E�� 6M�I� 5�� ��B�
 
%
���� N*� �B��� .� ��: ��� �� �H- ��: �/� �� @�' ���# �� O�</
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/ ��� %��, 
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%
���B� )��� @,��P�� �B��"� �� ��E Q�#R ���� �H- �� �� �&G�4 ��:
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� � ��*� ���-��
� �� ��� S�, 
� �� 6�
 �� 6�
 5
 �B7 
� �4

�, C	1�H �� '�9% ��� ', v <,�_ <B�) �, � r [��� ', 3� ����� 3��	� �� /����&� '� 	
�� P�� ���, F
�H ��, A?	�)�
�-���� <9D� P�� 3��@�

mvr = n�, 836 

�	��= �� �� ', /����&� ���� �� F#�
� /���0 ��,�� C<)��I� �
X jS 
"� �	B �� n /2�� '�

K
e2

r2
=
mv2

r
837 

CK = 1
4πε0

/2�� '�
�	%� �� <)� ', 'x,�� �� F�� w
��#

v =
Ke2

n�
838 

4S ��� ', α 	S �, /�	, <,�_ �� �=� <��� 3��Q, ��� ', /��# �� �� -#� /���1�) ', L�,�� :,�� � ���� � 'x,�� F��

α :=
Ke2

�c
839 

1J1K :&=L 1K 
��� �M0��% A��0�� ,� ��+N$	 /0 ����(�� ,	�� /08
�1J1K :&=L 1O 
��� �M0��% A��0�� ,� ��� �(�� ,	�� /09

pm



'x,�� 'G
���� Cα ≈ 1
137 �, <)� �,��, \� 3�	B ��	M� � ��� �� �	
��� 10��� ���1�) <,�_ 	�, /�	, <,�_ F�� C-
�� 
���#

�	�2 �� �� ��. ��� ', 38

vn = α c
n
. �40�

�-���2 <)	, �� [��� -
���# �� 36 'x,�� �� ��	M� F�� 3��^���E�,

rn = n2

α
�

mc
�41�

n = 1 �	B ', L�,�� ��	� F
&�� C	�� �� ��
�1� �I� �
X j
"� 3�%��	M� � ��� �� �	
��� �!�� �������� �	B n �	B
�,��, T�q /2 [��� ���� <B�) 1

137 ���� αc �, �,��, /����&� <B�) ��	� F���� C<)�

λc :=
�

mc
= 0.00382 Angstrom

��, <)��,��, /2 ��	M� C	���= �� ��, [��� /2 ', � ��� �� ���� /��� a0 ���� �, [��� F�� C<)�

a0 := 1
α
λc = 137 × 0.024

2π
Angstrom = 0.52 Angstrom. �42�

���� �� R�9� ��. 'x,�� .� /����&� 3{���

E =
1
2
mv2 −K

e2

r
843 

��, <)� �,��, m v2

r = K e2

r2 'x,�� ', 'E�# �, '�

E = −1
2
mv2 = −1

2
K
e2

r
. 844 

��, <)��,��, /2 3{��� <)� O� n �S�	� �� /����&� '� ��0� F���,��,

En = −1
2
mv2

n = −1
2
m(α

n
c)2 = −1

2
α2

n2mc
2. �45�

F
&�� �� /����&� 3{��� F���,��, C0.511 Mev �, <)� �,��, /2 ��	M� � <)� /����&� /��) A�� �� 3{��� (mc2 3{���
��, <)� �,��, /2 '��� 3{��� ���� (\��	�

E1 := −1
2
α2mc2 = −1

2
( 1

137
)2 × 0.511 Mev = −13.6 ev. �46�

Fine Structure Constant10
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C	�� L�M) �# F
��� 3{��� .��# ', 3{��� .��# �� .� '� 	�� �� $,�# ��0� :M� -#� ���, O�) [�k�� ��� �TT ���

��, ��, 	%��1 �,��, n ����� ��	� �� /����&� 3{��� w
#�# F�� ',

En = E1

n2 . �47�

���� F

�# �� /2 3�%���1�) '�% ���@�� ', ��#� 3�
�� /��� ', ��*� <,�_ /��� ���� �, ��, '� -
�
, �� w
#�# F�� ',
/����&� 3��, ��
@6 3�% 3{��� �� ��
@6 3�% <B�) �� � <)��	MH -#� 3��, ��
@6 [��� '� -
���, -
���# �� /���� C<)�

C	��9%�	MH

3���� ', /��# �� '���H J	�� ��� L�M) '�9% 3�� ', <)�%��	� F���� '� ��0� /����&� � 	���	��� �%��	� F����2
'� <����, '��B�G� O�= �� �E F���� ��, C<I= o)�� �������� A	� �)�)� ���� /��% ���� ('�9% 3�� ', /����&� L�M)

'� ��, /2 3� O�� P�� C��, '
@� A��) 4��� /��� b�� ', ���
, '� 3��� (<��� F��@# �
)*� ���
� �, �!� ',

)��' �2� .3' �� �� '4" �5��� ! � � �2� 67&8 '4" �� �9��� :4� ;7� � � �
 <'�8 ���
 +� �' �!�%
�� �� �
�= �

'� ��� P�� 3� /2 3�G,

>����? �� ��4�4? 67&8 �� �� '4" �5��� @� � A4B3 E2 �5��� �� ����
 �� E1 �5��� �� ����
 �� �� �%C! �� � �!�%
��
�� ���
 �� E2 �5��� �� ���
 �� � � �DE �5��� F�� �� �� ��4�4? �!�%
�� �� .C!�� >
��� )��' �
 .3' �� ν = E1−E2

h

C8 TT  �S �� )�* ���4" �%G7=���� E1 �5���

J��� A�@0 �� �W� �� A	� F�� 	� �� '���H J	���, j
"� 	� '�1�) �Q�2 3��@��, '� 3� ��#� A	� � �% P�� F�� ��2
/���1�) '�
��E �Q�# ���� (��� ����)� �% -#� 3���� 

6 .� ���� �,�G# 3�% ���� ', 3� '��	����% .�6 ', ��, �G�����

pp



3�) O�� v�� A�6 ���	"� 3�) 3'x,��

Lyman $I�, ��� κ = RH( 1
12 − 1

n2 ) n = 2, 3, 4, · · ·

Balmer ���� � $I�, ��� ����� κ = RH( 1
22 − 1

n2 ) n = 3, 4, 5, · · ·

Paschen ���0 /���� κ = RH( 1
32 − 1

n2 ) n = 4, 5, 6, · · ·

Brackett ���0 /���� κ = RH( 1
14 − 1

n2 ) n = 5, 6, 7, · · ·

Pfund ���0 /���� κ = RH( 1
52 − 1

n2 ) n = 6, 7, 8, · · ·

1: /{��	
% -#� 3��, �I
6 3�% x1

C��� �� ����2 	��� �� ���� /2 ', /��
, .� '�
��9� ', �% -#� �����

3�% -#� 3��� �� ��,�# 

6 C��, '���= ���0 >
0� 3�
= �.�	��� '�&�x� ���� �Q�#� ��,�# 

6 '� ��,�Q&�) /��. /2��
��� ��0� F
�H -% C<)� �	� �
��# F
�� 3�% 5����� �, L�x1 .� 3� 'B��G� .� '�!, <9
� '�)�
� 

6 �� /�=���=
4��� ', ��, F�� �,^E 

6 L�x1 /��% '� -
�
, �� (-
�� �� ���� �Q�2 �,^E 

6 ', � -
��,�# �� 3�% -#� F�� ', 	
I)


6 C	�� �� R^E �� � $,�# �� ��
�� 3�% 5����� �Q�# -#� �� w
#�# F�� ', C	���� ��E� 	
I) ��� F��� '�
�. �� ��
#
/2 �# C�� � ��� ', -#� �� ���)��� 3��, <9���# �� �x���� �% �� '� <��= �+� �� /2 <���� �_� ',�N� ', 	� �� �� -#� ��
O�!�� C	� �	
� 3���
, -%.�, :,�� � �
� �% 	�, � ��, �	� '���� L�x1 F�� F
, ��
�� :,�� � >
0� 3�% �G�) 

6 �, K0��
���1 -+� '�)� �% �� � ��� 3	�, '�)� 3�'��=�	E 3�% '�)� 4��� ', �� 

6 -%�, � -%�� ��
9, L�x1 /��# �� '� 	�
'� 	�	� ���)��� L�x1 F�� .� 3�) F�	�H /{��	
% -#� ���� �� C<)����0�, L�x1 F�� 3�% v�� A�6 �� �% 5����� F
,
C	�� �	� ���� /��� � A�	E �� �% '�)� F�� .� �# 	�H �I
6 L�x1 5����� C	�� �	� 3��^���� �Q�2 /�I��� O�� ', �.����
�� �	
��� /{��	
% -#� 3��, ��, 	��� <,�_ '� A�6 5�B 	�, �, <)� ��
�� RH � 1

λ ���� v�� A�6 5�B κ A�	E F����
��, <)� �,��, <,�_ F�� ��	M� C���

RH = 10967757.6± 1.2 m−1. 848 

5����� C	�� �� ��.2 /�#�� 4��� ', �� Eni − Enf
3{��� (	QG, nf ��	� ', ni ��	� .� /����&� ��=�% ��, A	� 3��@��,

��, ��, 	%��1 �,��, /�#�� F��

ν :=
Eni − Enf

h
=
E1

h
(

1
n2
i

− 1
n2
f

). 849 
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��, ��, 	%��1 �,��, '� ���2 <)	, �� v�� A�6 5�B /��# �� ���#�� F
�H 3��,

κ =
1
λ

=
ν

c
=

|E1|
hc

(
1
n2
f

− 1
n2
i

). 850 

��, <)� �,��, |E1|
hc <,�_ 3�	B ��	M�

|E1|
hc

=
1
2
α2mc

h
=

α2

4πλc
≈ 10988150.39 m−1, 851 

-#� ���� 

6 .� �M
0� 

��# �, <9���# ��, w
#�# F�	, C<)� 3��9� RH ���� ��,	��� <,�_ �, �,�1��
9, w��M# �, '�
� ������ 

6 '!�E.� (

6 ���� 3�% <�90 '� ��, /2 3	�, O	0 C	�� �	
� ��1 A	� 3��, 3����)� �,�G# 	
��# (/{��	
%
'��+� 	
��# ', -%.�, � <��= O�G�� �������� �������.2 �� TlT� A�) �� $���.2 F�� C	��
= ���0 �)��, ���� �
� 5��� '���
'� (Harry Mosely) �&.�� 3��% O�� ', ��, 3� '&�) <I% � <9
, /��E ��� (��� O�G�� �� $���.2 F�� '�
9� C	
��G�� ��,

C	� '��� TlTr A�) ', ���QE A�� |�E /���E �� ���. (	��� ��	"� F
�% ', \� ��!B '������ '��I)���

-%�� �, � ��*� �	�� <9,��� �, <9���# 3� ���. (���� 3���. ��
9, <
�%� ��, ��� �������� '��+� A�"# o���# ��
/2 �# C�����, -#� 3�	
Y
� /���1�) .� ������, F
&�� 3��, (	���, ����2 O��� F#�
� .� 	�, /�0�� �# '� ����
� F
���0 F�9��
���) ��, ��� ��� (	���, �	� '���= ��� ', U�1 �����.2 

��# 3��, O�	��% '��=�	E 4��� ', �������� 3�% �	�� O���%
3�'��� 3���� F#�
�S/�QE /�H �
� -#� /���1�) /���� C-#� /���1�) 

��# 3��, -% /2 ��, �Q��� '�% .� �M��� � ����
3� 3�% $%�f� :9, 3��, b������ �� '� 3� 3�+� ���
� '9)�� �� $������% � ��, 	�, '%� �� �6 C��, �	� �k���
O�B � �# -�"� 3��@� �, �� ��, $����� ��� /�9!�� � 	!����. <9D� C	���� '�)�# �� ��, A	� � ��#� '��+� (��, �	� '�1�)

C	��1�) ����)� 3�#

'!G� �� �� /2 *y @0 '� -���, 	��, CO����)�i) 	������)�� -���, �� /�# w&�E ��
9, ��� '� F�� .� (���B ����% CCC]
', '� ��, �#	� ��*� <,�_ ', /2 /��� :,� � ��,	��� <,�_ '@)�"�S/���� '!�9� CO��, ���� '�&�x� �I9!�
.��% F� �k�� A�� �� 'H �=� C-���� 3�@�� �, �����I= ���, F���� F� �@0 A�) 	�H C��, �	
)� �
� F� F%;
�� ���= � <I= h
% /�	, ��,	��� <,�_ '@)�"� ��E� F�� �, (-�9% b��W � ��#� A	� [�� �% ', <@9�
'� O��� �
� F� J	��@, ��� ', �
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