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پیش گفتار

این در کرده ام. تدریس الزهرا دانشͽاه˼ در را بحرانͬ پدیده هایِ درس̞ بار چندین کنون تا من
درس کلاس̞ در که سئوال هایی کردم. استفاده و آماده درس این برایِ را درس نامه  این مدت
تهیه یِ برایِ شوند. تشریح بیش تر مواردی و تکمیل بخش ها از بعضͬ شد باعث ͬ شد م مطرح

زیر: سایت هایِ و کتاب ها ازجمله کردم استفاده مختلفͬ مراجع̧ از درس نامه این

• Stanley, Harry Eugene; Introduction to phase transitions and critical phe­
nomena, Oxford University Press, (1987).

• Kardar, Mehran; Statistical physics of fields, Cambridge University Press,
(2007).

• Yeomans, Julia M.; Statistical mechanics of phase transitions, Clarendon
Press, (1992).

• Dalvit, Diego AR, Jaime Frastai, and Ian Lawrie; Problems on statistical
mechanics, CRC Press, (1999).
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۶
پیش گفتار

• Goldenfeld, Nigel; Lectures on phase transitions and the renormalization
group, Addison­Wesley, (1992)

• physics.sharif.edu/ vahid/teachingCritical.html

هنوز این که بر علاوه است. ابتدایی شͺل̞ در هنوز درس نامه این که باشید داشته توجه

دارد. هم اشͺالاتͬ احتمالا˟ است، ناقص

آقامحمدی امیر

۱۴۰۰ تهران،

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi

https://staff.alzahra.ac.ir/aghamohammadi

physics.sharif.edu/~vahid/teachingCritical.html


مطالب فهرست

۵ پیش گفتار

۱ بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۱

۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . و̮ن دِروالس گازِ در بحرانͬ دمایِ ۲ .۱

۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͷ متغیره هم گن̞ تابع̧ ۳ .۱

۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندمتغیره هم گن̞ تابع̧ ۴ .۱

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته هم گن̞ توابع̧ ۵ .۱

۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بحرانͬ نماهایِ ۶ .۱

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ͷی ۷ .۱

۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسائل

۲۷ میان گین میدانِ ۲

۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۲
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi

https://staff.alzahra.ac.ir/aghamohammadi



مطالب۸ فهرست

۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامغناطیس ۲ .۲

۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . آیزینگ مدلِ میان گین̞ میدانِ تقریبِ ۳ .۲

۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزاد انرژی یِ کردنِ کمینه ۴ .۲

۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . و̮ن دِروالس معادله یِ ۵ .۲

۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسائل

۵۵ دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۱ .۳

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتقال ماتریس̞ روش̞ ۱ .۱ .۳

۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم بستگͬ توابع̧ ۲ .۳

۷۰ . . . دوره ای غیرِ مرزی یِ شرط˼ با یͷ بˀعدی زنجیره یِ ͷی رویِ آیزینگ مدلِ ۳ .۳

۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسائل

۷۹ پایین دماهایِ و بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۴

۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۴

۷۹ . . . . . . . . . . . . بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۲ .۴

۸۸ . . . . . . . . . . . پایین دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۳ .۴

۹۲ پایین دماهایِ در آن ها دوگانِ شبͺه هایِ و بالا دماهایِ در اسپینͬ شبͺه هایِ ۴ .۴

۹۴ مغناطیسͬ میدانِ غیابِ در مربعͬ شبͺه یِ رویِ آیزینگ مدلِ فازِ گذارِ ۱ .۴ .۴

۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسائل

۹۷ هایزنبرگ مدلِ ۵

۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هایزنبرگ مدلِ ۱ .۵

۹۷ . . . . . . . . . . . عرضͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ با کوانتمͬ آیزینگِ مدلِ ۲ .۵

۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . J = 0, h ̸= 0 ۱ .۲ .۵

۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . J ̸= 0, h = 0 ۲ .۲ .۵

۹۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . J ̸= 0, h ̸= 0 ۳ .۲ .۵
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi

https://staff.alzahra.ac.ir/aghamohammadi



مطالب ۹فهرست

۹۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جوردن⁃ویͽنر تبدیل̞ ۳ .۵

۱۰۲ . . . . . . . . . . . . یͷ بعدی ͬ یِ اسپین شبͺه هایِ ͬ یِ فرمیون نمایش̞ ۴ .۵

۱۰۳ . . . عرضͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ با کوانتمͬ آیزینگِ مدلِ مثال⁃ ۱ .۴ .۵

۱۰۸ . . . . . . . . عرضͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ با XX مدلِ مثال⁃ ۲ .۴ .۵

۱۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسائل

۱۱۳ لانداو⁃گینزبرگ مدل ۶

۱۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لانداو⁃گینزبرگ مدل ۱ .۶

۱۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسائل

۱۲۷ منابع

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi

https://staff.alzahra.ac.ir/aghamohammadi



https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi

https://staff.alzahra.ac.ir/aghamohammadi



۱

بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی

مقدمه ۱ .۱

مختلف اتم هایِ ترکیبِ از روبه روییم. متفاوت عنصرِ و ذره زیادی تعدادِ با طبیعت در ما

دنیایِ در ،ͷوپیͺروسͺمی دنیایِ در تنوع همه این با ͬ شوند. م ساخته بی شماری مولͺول هایِ

این دارد. وجود جامد و مایع گاز، فازِ سه مثلا́ مواد، از مختلف فازِ محدودی تعدادِ ͷوپیͺماکروس

ͬ شو د؟ م محدود فاز چند به ͷوپیͺماکروس دنیایِ در چͽونه ͷوپیͺروسͺمی دنیایِ در تنوع همه

متفاوتͬ مشخصاتِ خلاصه و ͬͺتریͺال یا گرمایی رسانش̞ ذوب، دمایِ ما برِ و دور مختلفِ فلزاتِ

در ͬͽهم ولͬ دارند متفاوتͬ ذوبِ  دمایِ دارند. مشابهͬ ͬ یِ کیف رفتارِ آن ها همه  یِ ولͬ دارند،

جهان شمولͬ قوانین̞ تنوع، همه این ͬ رغم̧ عل ͬ شوند. م تبدیل مایع به جامد فازِ از خود ذوبِ دمایِ

دارد. وجود

و̮ن دِروالس گازِ در بحرانͬ دمایِ ۲ .۱

نام کامل گازِ یا ایده آل گازِ از آماری ِͷانیͺم و ͷترمودینامی ͬ یِ مقدمات دروس̞ در مواقع اکثرِ در

همه یِ تقریباً واقع در ͬ گیریم. م ایده آل را آن ͬ شود م صحبت گاز از جا هر تقریباً ͬ شود. م برده

حجم حسبِ بر فشار ͬ یِ منحن (۱ .۱) شͺل̞ در هستند. ایده آل باشند رقیق کافͬ به قدرِ اگر گازها
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۲
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

خیلͬ برایِ و اتاق دمایِ در است. شده رسم متفاوت دمایِ سه در ایده آل گازِ برایِ ثابت دمایِ در

ما شهودی تصورِ با ضمن در ͬ خوانند. م تجربه با ͬ ها منحن این باشند رقیق که شرطͬ به گازها از

البته ͬ شود. م زیاد فشار و کم گاز حجم̧ کنیم متراکم را گاز چه هر ثابت دمایِ در سازگارند. هم

و هستند ماده مختلفِ فازهایِ این ها ͬ شوند. م جامد یا و مایع شرایط بعضͬ در گازها از خیلͬ

ساخت. جدیدی مدلِ باید آن ها فهم̧ برای ͬ بینیم. نم ͬ ها منحن این در را پدیده ها این

ایده آل. گازِ برایِ T3 > T2 > T1 مختلف دمایِِ سه در حجم حسبِ بر فشار ͬ یِ منحن ۱ .۱ شͺل

بین̞ برهم کنش̞ شوند، ͷنزدی هم به بتوانند گاز ذراتِ طوری که به نباشد رقیق خیلͬ گاز اگر

تقریب هایی با ولͬ نیست عملͬ ذرات همه یِ بین̞ برهم کنش گرفتن̞ نظر در ͬ شود. م مهم آن ها

هم و̮ن دِروالس گازِ مدل هاست. ساده ترین از ͬͺی و̮ن دِروالس۱ مدلِ بͺنیم. را این کار ͬ توانیم م

رفتارهایِ از بعضͬ ͬ تواند م ایده آل گاز مدلِ از بیش تر کمͬ که است مدل ͷی تنها ایده آل، گازِ مثل̞

و̮ن دِروالس گازِ حالتِ معادله یِ دهد. توضیح را واقعͬ موادِ

(P +
a

V 2
)(V − b) = RT, (۱ .۱)

رسم ͬ توانیم م را P −V خم های ثابت، دماهایِ در است. مول ͷی حجم̧ این جا در V که است،

متغیرهایِ ͬ توانیم م پارامترها این با ͬ شوند. م ظاهر R و a, b پارامترِ سه معادله این در کنیم.

van der Waals۱
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و̮ن دِروالس گازِ در بحرانͬ دمایِ ۲ .۱
۳

تعریفِ با است. حجم b بˀعدِ مثلا́ کنیم. بی بˀعد را معادله

Ṽ :=
V

b
, (۲ .۱)

P̃ :=
b2P

a
, (۳ .۱)

T̃ :=
bRT

a
, (۴ .۱)

زیر معادله یِ به و̮ن دِروالس معادله یِ

(P̃ +
1

Ṽ 2
)(Ṽ − 1) = T̃ . (۵ .۱)

یا

P̃ =
T̃

Ṽ − 1
− 1

Ṽ 2
, (۶ .۱)

کردنِ کم با است. حجم از نزولͬ تابعͬ یا ثابت دمایِ در V حسبِ بر P خم هایِ ͬ شود. م تبدیل

خواهد بیشینه و کمینه ͷی کنیم، کم تر هم باز را دما اگر ͬ کند. م پیدا عطف نقطه یِ ͷی دما

بحرانͬ دمایِ در کنیم. بررسͬ را موارد این بͽذارید داشت.

∂P̃

∂Ṽ

∣∣
T̃c,Ṽc

= 0, (۷ .۱)

∂2P̃

∂Ṽ 2

∣∣
Tc,Vc

= 0. (۸ .۱)

به ͬ رسیم م (۸ .۱،۷ .۱،۱ .۱) معادله ها یِ از استفاده با

∂P̃

∂Ṽ

∣∣
T̃c,Ṽc

= − T̃c

(Ṽc − 1)2
+

2

Ṽ 3
c

= 0, (۹ .۱)

∂2P

∂Ṽ 2

∣∣
T̃c,Ṽc

=
2T̃c

(Ṽc − 1)3
− 6

Ṽ 4
c

= 0 (۱۰ .۱)

به ͬ رسیم م (۱ .۱) در نتیجه جاگذاری یِ و T̃c و Ṽc برایِ معادله دو این ̞ˁحل از که

Vc =bṼc = 3b, (۱۱ .۱)
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۴
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

Tc =
a

27bR
T̃c =

8a

27bR
, (۱۲ .۱)

Pc =
a

b2
P̃c =

a

27b2
. (۱۳ .۱)

و̮ن دِروالس گازِ برایِ

PcVc

RTc
=

3

8
. (۱۴ .۱)

معادله یِ کردنِ بی بˀعد برایِ هم Tc =
8a

27bR
و Pc =

a

27b2
, Vc = 3b از ͬ توانیم م

را بی بˀعدشده حجم̧ حسبِ بر بی بˀعدشده فشارِ نمودارِ (۲ .۱) شͺل̞ در کنیم. استفاده و̮ن دِروالس

کمینه ͷی خم این T < Tc ازایِ به ندارد. بیشینه ای و کمینه خم این T > Tc ازایِ به ببینید.

1

1

سبزرنگ)، ͬ یِ (منحن T < Tc ازایِ به ،V ∗ :=
V

Vc
حسبِ بر P ∗ :=

P

Pc
ͬ یِ منحن ۲ .۱ شͺل

بر فشار نمودارِ که است دمایی Tc قرمزرنگ). ͬ یِ (منحن T > Tc و آبی رنگ)، ͬ یِ (منحن T = Tc

است. Tc در حجم و فشار Vc و Pc ͬ دهد. م رفتار تغییرِ حجم حسبِ

عطف نقطه یِ ͷی و ͬ اُفتند م هم رویِ بیشینه و کمینه نقاط˼ T = Tc در دارد. بیشینه ͷی و

سبزرنگ خم̧ با که ) بحرانͬ دمایِ از کم تر دماهایِ برایِ ͬ گویند. م بحران۱ͬ دمایِ Tc به داریم.

بین̞ ناحیه یِ نیست. سازگار ما شهودِ با فشار و حجم تغییراتِ شده) داده نشان (۲ .۱) شͺل̞ در

Critical Temperature۱
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و̮ن دِروالس گازِ در بحرانͬ دمایِ ۲ .۱
۵

معادله یِ واقع در است. عجیب که ͬ شود م کم آن فشار گاز کردنِ متراکم با V2 و V1 حجم̧

دمایِ از کم تر که دما این در واقع در شود. رفع باید که دارد مشͺلͬ T < Tc برایِ و̮ن دِروالس

ͬ شود، م متراکم گاز فشار کردنِ کم با هم راه حالت این در .∂P
∂V

> 0 داریم است، بحرانͬ

وقتͬ هستند. غلط وضوح به حالت دو هر که ͬ شود م زیاد آن فشارِ کنیم منبسط را گاز اگر یا

یعنͬ ͬ شود، م زیاد خیلͬ حجم فشار⁃ ͬ یِ منحن شیبِ اندازه یِ ͬ شود، م کوچͷ تر V2 از حجم

نیست. گاز دیͽر ماده حالتِ این باشیم. داشته زیادی فشارِ تغییرِ باید ͷکوچ حجمͬ تغییرِ برایِ

با T < Tc برایِ که است این روبه روییم آن با تجربه در آن چه است. شده مایع حالت این در

حجم̧ بین̞ ناحیه یِ ͬ شود. م مایع و ͬ دهد م فاز تغییرِ گاز که ͬ رسیم م حجمͬ به فشار کردنِ کم

گاز بحرانͬ دمایِ از کم تر دمایی در وقتͬ دقیق تر زبانِ به است. ناحیه این از بخشͬ V2 و V1

از دیͽر ماده آن ثابت، دمایِ برایِ فشار⁃حجم خم̧ که دارد وجود ناحیه ای ͬ کنیم م متراکم را

معرفِ که (۲ .۱) شͺل̞ در سبزرنگ خم̧ ببینید. را (۳ .۱) شͺل̞ ͬ کند. نم تبعیت (۱ .۱) معادله یِ

زیاد و کم فشار که بخشͬ ͬ کند. م تغییر بود بحرانͬ دمایِ از کم تر دمایِ برایِ فشار⁃حجم خم̧

روشͬ با ((۳ .۱) شͺل̞ در قرمزرنگ خط چین̞ (بخش̞ Vγ تا Vα بین حجم̧ با ناحیه یِ یعنͬ ͬ شود م

شͺل̞ در سبزرنگ مستقیم̧ (خط˼ هم فشار خم̧ ͷی به تبدیل ͬ شود م نامیده مͺسول۱ سازوکارِ که

شͺل̞ در قرمزرنگ ناحیه یِ دو مساحتِ که است گونه ای به هم فشار خم̧ این ͬ شود. م ((۳ .۱)

مایع فازِ به کردن متراکم با و Vγ آن حجم̧ است گاز شͺل̞ به کاملا́ ماده وقتͬ شود. برابر (۳ .۱)

صورتِ به ماده حجم دو این بین̞ است. Vα آن حجم̧ است مایع شͺل̞ به کاملا́ ماده وقتͬ ͬ رود. م

کمیت هایی از سیستم ها ͬ یِ بحران رفتارِ کردنِ ͬˁکم برایِ است. گاز و مایع فازِ دو بین̞ هم زیستͬ

در و̮ن دِروالس مدلِ برایِ که داد نشان ͬ توان م ͬ شود. م استفاده است، بحران۲ͬ نمایِ اسم̧ شان که

Tc ͬ یِ بحران دمایِ در و بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی

P − Pc

Pc
∼
(
V − Vc

Vc

)δ

, δ = 3. (۱۵ .۱)

ͬ نویسیم م وقتͬ که معناست این به ∼ علامتِ است. δ = 3 بحرانͬ، نمایِ این جا در

f(t) ∼ ta (۱۶ .۱)

Critical exponents۲ Maxwell construction۱

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi

https://staff.alzahra.ac.ir/aghamohammadi



۶
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

به تبدیل مͺسول سازوکارِ با قرمزرنگ خط چین̞ بخش̞ یعنͬ Vγ تا Vα بین حجم̧ با ناحیه یِ ۳ .۱ شͺل
دو مساحتِ که است گونه ای به هم فشار خم̧ این ͬ شود. م سبزرنگ مستقیم̧ خط˼ یعنͬ هم فشار خم̧ ͷی
فازِ به کردن متراکم با و Vγ آن حجم̧ است گاز شͺل̞ به کاملا́ ماده وقتͬ شوند. برابر قرمزرنگ ناحیه یِ
صورتِ به ماده حجم دو این بین̞ است. Vα آن حجم̧ است مایع شͺل̞ به کاملا́ ماده وقتͬ ͬ رود. م مایع

است. گاز و مایع فازِ دو بین̞ هم زیستͬ

یعنͬ

f(t) = Cta(1 + g(t)) (۱۷ .۱)

است. limt→0 g(t) = 0 حدِّ در و است ثابت مقداری C که است

حتͬ یا متفاوت چشمͽیری طرز به است ممͺن که هستند مختلف مدل های از مجموعه ای

شبیه˼ بسیار آن ها رفتارِ بحران۱ͬ نقطه یِ اطرافِ در مثلا́ اما باشند، ͷفیزی مختلفِ حوزه هایِ در

دارند. شدیدی تغییراتِ کمیت ها از بعضͬ ماده، ͷی مختلفِ فاز هایِ بین̞ گذارِ در باشد. هم

یعنͬ ͬ شود، م کم برابر هزار حدودِ آن ͬ یِ چͽال ͬ شود، م تبدیل بخار به مایع فازِ از وقتͬ آب مثلا́

Critical Point۱
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یͷ متغیره هم گن̞ تابع̧ ۳ .۱
۷

تکین تقریباً فاز گذارِ نقطه یِ در کنیم، نگاه چͽالͬ مشتق̞ به اگر دارد. پرش تقریباً چͽالͬ تابع̧

پارش تابع̧ یا آزاد انرژی یِ در چشم گیر تغییراتِ از ناشͬ چشم گیر رفتار هایِ تغییرِ این ͬ شود. م

تابع̧ از ͬ توانستیم م کنیم شروع حالت معادله یِ از آن که جایِ به هم و̮ن دِروالس مدلِ در است.

چیزی ،(N → ∞) ذرات زیادِ تعدادِ حوزه یِ در رفتارها این کنیم. شروع آزاد انرژی یِ یا پارش

موردِ در فرضͬ آماریِ ِͷانیͺم در ͬ دهد. م رخ ͬ گویند، م ۱ͬͺترمودینامی حدِّ آن به اصطلاحاً که

دارد. وجود ویدام۲ مقیاس بندی ی فرض̞ نام̧ به بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در آزاد انرژی یِ رفتارِ

فرض̞ یا ویدام مقیاس بندی ی فرض̞ بر بنا ( ویدام مقیاس بندی ی فرض̞ ) ۱ .۲ .۱ ملاحظه

است. تعمیم یافته هم گن̞ تابع̧ ͷی بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در آزاد انرژی یِ ایستا مقیاس بندی ی

پرداخت. خواهیم نقطه این اطرافِ در ͬͺفیزی کمیت هایِ رفتارِ و بحرانͬ دمایِ مساله یِ به بعداً

بدانیم. بیش تر تعمیم یافته هم گن̞ تابع̧ موردِ در باید ابتدا مطلب این فهم̧ برایِ

یͷ متغیره هم گن̞ تابع̧ ۳ .۱

داشته وجود g(λ) مثل̞ تابعͬ λ مقادیرِ همه یِ ازایِ به اگر است، هم گن تابعͬ f(x) تابع̧ ͬ گوییم م

که باشد

f(λx) = g(λ)f(x). (۱۸ .۱)

باشیم داشته x0 ̸= 0 مثل̞ نقطه ͷی در را آن مقدارِ اگر که دارد را خاصیت این هم گن تابع̧

دل خواه نقطه یِ هر در f تابع̧ مقدارِ باشد، متغیرش از معلوم تابعͬ هم g تابع̧ و (f(x0) (مثلا́

تابعͬ هر ͬ توانیم م آزادانه را g آیا شود. مطرح ͬ تواند م سوال چند آوریم. دست به ͬ توانیم م را

که چیزی اولین چه طور؟ f تابع̧ موردِ در هستیم؟ خاصͬ تابع هایِ انتخابِ به مقید یا کنیم انتخاب

یͷ سانͬ تابع هایِ ثابت ضریبِ ͷی از مستقل g و f تابع̧ دو هر که است این داد نشان توان مͬ

ͬ کنیم م استفاده زیر استدلالِ از کار این برایِ هستند. متغیرهایِ شان از

f(λx) =g(λ)f(x)

Widom scaling hypothesis۲ Thermodynamic limit۱
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۸
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

=g(x)f(λ). (۱۹ .۱)

پس

f(x)

g(x)
=

f(λ)

g(λ)
, (۲۰ .۱)

.f(x) ∝ g(x) این بر بنا باشد. ثابت باید f(x)
g(x)

ͬ دهد م نتیجه که

این در است. هم گن تابعͬ Cxk است: توانͬ تابع̧ هم گن توابع̧ از بدیهͬ مثالِ ͷی .۱ .۳ .۱ مثال

است. g(λ) = λk مثال

هم گن توابع̧ برایِ هم دیͽری مثالِ توانͬ، تابع̧ جز به آیا و دارند خواصͬ چه هم گن توابع̧ ببینیم

ͬ رسیم م زیر نتیجه یِ به کردن مقیاس دوبار با دارد؟ وجود

f(λµx) = g(λ)f(µx) = g(λ)g(µ)f(x), (۲۱ .۱)

همان طرفͬ از که

f(λµx) = g(λµ)f(x), (۲۲ .۱)

پس است.

g(λµ) = g(λ)g(µ). (۲۳ .۱)

ͬ شود م نتیجه است، مشتق پذیر g تابع̧ بͺنیم: اضافه فرض̞ ͷی اگر حالا

∂g(λµ)

∂µ
= g(λ)

∂g(µ)

∂µ
, (۲۴ .۱)

یا

λ
∂g(λµ)

∂(λµ)
= g(λ)

∂g(µ)

∂µ
. (۲۵ .۱)

به ͬ رسیم م µ = 1 انتخابِ با

g′(λ)

g(λ)
=

g′(1)

λ
=

p

λ
(۲۶ .۱)
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یͷ متغیره هم گن̞ تابع̧ ۳ .۱
۹

این صورت در است. p := g′(1) که

g(λ) = cλp, (۲۷ .۱)

این به منجر مشتق پذیری فرض̞ پس ͬ شود. م c = 1 ثابتِ ،p := g′(1) از استفاده با است.

آن جاگذاری یِ با باشد. متغیرش از توانͬ تابعͬ ͬ تواند م فقط g که ͬ شود م

f(x) = (
x

x0
)pf(x0) =

f(x0)

xp0
xp ∝ xp (۲۸ .۱)

باشد. متغیرش از توانͬ تابعͬ ͬ تواند م فقط هم f یعنͬ ͬ شود. م

تغییرِ با باشد پیوسته تابعͬ که کنیم فرض تنها و بͽذاریم، کنار را g مشتق پذیری یِ فرض̞ اگر

متغیرهایِ

λ := eα, µ := eβ (۲۹ .۱)

A(α) := ln g(eα) (۳۰ .۱)

ͬ آید م در زیر شͺل̞ به (۲۳ .۱) معادله یِ

A(α+ β) = A(α) +A(β). (۳۱ .۱)

ͬ شود م نتیجه این جا از

A(2) =A(1) +A(1) = 2A(1)

A(N) =NA(1)

A(1) =2A(1/2), (۳۲ .۱)

p

q
گویایِ عددِ برایِ بالاخره و

A(
p

q
) =

p

q
A(1). (۳۳ .۱)
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۱۰
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

با بͽیریم، هم به ͷنزدی بسیار گویایِ عددِ دو بین̞ را حقیقͬ عددِ هر توانیم مͬ که آن جایی از

α ͬ یِ حقیق عددِ هر برایِ است)، مشتق پذیری به نسبت ضعیف تری شرط˼ (که پیوستگͬ فرض̞

به ͬ رسیم م

A(α) = αA(1), (۳۴ .۱)

است. توانͬ تابعͬ (f همین طور (و g ͬ دهد م نتیجه که

چندمتغیره هم گن̞ تابع̧ ۴ .۱

برداری کمیتͬ x متغیرِ جایِ به اگر گفتیم. یͷ متغیره هم گن̞ تابع̧ ͬ گوییم م موردِ در قبل بخش̞ در

وجود g(λ) مثل̞ تابعͬ λ مقادیرِ همه یِ ازایِ به هم گن تابع̧ ͷی برایِ بͽذاریم، دارد مولفه چند که

که باشد داشته

f(λr) = g(λ)f(r), (۳۵ .۱)

یا

f(λx, λy, · · · ) = g(λ)f(x, y, · · · ). (۳۶ .۱)

ͬ دهد، م نتیجه که کنیم تکرار ͬ توانیم م را قبل بخش̞ استدلال هایِ همان

g(λ) = λp. (۳۷ .۱)

نوشت زیر صورت هایِ به ͬ توان م را دومتغیره هم گن̞ تابع̧ هر .۱ .۴ .۱ مثال

f(x, y) =ypF1(
x

y
), (۳۸ .۱)

=xpF2(
y

x
), (۳۹ .۱)

رابطه یِ در است کافͬ

f(λx, λy) = λpf(x, y), (۴۰ .۱)
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تعمیم یافته هم گن̞ توابع̧ ۵ .۱
۱۱

این صورت در کنیم. انتخاب 1
y

را λ

f(
x

y
, 1) = y−pf(x, y). (۴۱ .۱)

پس است. F1(
x

y
) مثل̞ x

y
از تابعͬ f(x

y
, 1) اما

f(x, y) = ypF1(
x

y
). (۴۲ .۱)

است. هم گن تابع̧ ͷی ypF1(
x

y
) شͺل̞ به تابع هر یعنͬ است، صحیح هم قضیه این برعکس̞

تعمیم یافته هم گن̞ توابع̧ ۵ .۱

ͬ دهیم م تعمیم زیر صورتِ به را داشتیم هم گن تابع̧ برایِ که تعریفͬ

f(λax, λby, · · · ) = λpf(x, y, · · · ). (۴۳ .۱)

بنویسیم ساده تر ͬ توانیم م µ := λp تعریفِ با را رابطه این البته

f(µa′x, µb′y, · · · ) = µf(x, y, · · · ), (۴۴ .۱)

کنیم. p = 1 ͬ توانیم م بازتعریف ͷی با این بر بنا است. · · · و ،b′ := b/p ،a′ := a/p که

صورتِ به را تعمیم یافته هم گن̞ توابع̧ تعمیمͬ هیچ گونه دادنِ دست از بدونِ پس

f(λax, λby, · · · ) = λf(x, y, · · · ). (۴۵ .۱)

کرد. تعریف ͬ شود م هم

دومتغیره تعمیم یافته یِ هم گن̞ تابع̧ هر .۱ .۵ .۱ مثال

f(λax, λby) = λf(x, y). (۴۶ .۱)

نوشت زیر صورتِ به ͬ توان م را

f(x, y) = y1/bF (
x

ya/b
). (۴۷ .۱)
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۱۲
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

این صورت در کنیم. انتخاب y−1/b را λ است کافͬ اثبات برایِ

f(y−a/bx, 1) = y−1/bf(x, y). (۴۸ .۱)

پس است. F (
x

ya/b
) مثل̞ تابعͬ f(y−a/bx, 1) اما

f(x, y) = y1/bF (
x

ya/b
). (۴۹ .۱)

بحرانͬ نماهایِ ۶ .۱

نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در آزاد انرژی یِ ایستا مقیاس بندی ی فرض̞ یا ویدام مقیاس بندی ی فرض̞ بر بنا

هم گن̞ تابعͬ آزاد انرژی یِ مغناطیسͬ، سیستم̧ ͷی برایِ است. تعمیم یافته هم گن̞ تابع̧ ͷی بحرانͬ

بحرانͬ دمایِ Tc است. t := T − Tc

Tc

کاهش یافته۱ دمایِ Bو مغناطیسͬ میدانِ از تعمیم یافته یِ

پس است. بحرانͬ نقطه یِ به دوری یا ͬͺنزدی ͬ کردنِ ˁکم برایِ بی بˀعد پارامتری t و

F(λat, λbB) = λF(t, B). (۵۰ .۱)

شͺل هایِ به را آن ͬ توان م این بر بنا

F(t, B) =


t1/aF (

B

tb/a
)

B1/bF̃ (
t

Ba/b
)

(۵۱ .۱)

مغنازیسͬ، پذیرفتاری یِ مغناطش، مثل̞ ͬ ای ͺفیزی کمیت هایِ آزاد انرژی ِ از استفاده با نوشت.

انرژی آزاد حسبِ بر بیان قابل̞ آن ها همه یِ کنیم. محاسبه ͬ توانیم م را · · · و گرمایی ظرفیتِ انرژی،

را ۱ .۱ جدولِ هستند. تعمیم یافته هم گن̞ تابع̧ بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در و هستند آن مشتقاتِ و

ͬ آید م دست به مغناطیسͬ میدانِ به نسبت آزاد انرژی یِ مشتق گیری یِ از مغناطش مثلا́ ببینید.

M = −∂F
∂B

. (۵۲ .۱)

پس

λbM(λat, λbB) = λM(t, B), (۵۳ .۱)

Reduced Temperature۱
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بحرانͬ نماهایِ ۶ .۱
۱۳

مغناطیسͬ سیستم هایِ در  ͬ بحران نمایِ چند ۱ .۱ جدول

C(t, B = 0) ∼ |t|−α

M(t, B = 0) ∼ |t|β
M(t = 0, B) ∼ B1/δ

χ(t, B = 0) ∼ |t|−γ

بر بنا است. t و B مغناطیسͬ میدانِ از تعمیم یافته یِ هم گن̞ تابعͬ هم مغناطش ͬ دهد م نتیجه که

شͺل هایِ به را آن ͬ توان م این

M(t, B) =


|t|(1−b)/aM(

t

|t|
,

B

|t|b/a
),

B(1−b)/bg̃(
t

Ba/b
).

(۵۴ .۱)

ͬ شود م نتیجه مغناطیسͬ میدانِ غیابِ در

M(t, 0) = |t|(1−b)/aM(
t

|t|
, 0) ∼ |t|(1−b)/a. (۵۵ .۱)

پس

M(t, 0) ∼ |t|β, (۵۶ .۱)

برایِ ͬ شود م ظاهر (۵۶ .۱) رابطه یِ در که ضریبی است. بحرانͬ نمایِ ͷی β :=
1− b

a
که

گوییم مͬ وقتͬ باشند. متفاوت است ممͺن ( M(−1, 0) یا M(1, 0)) یعنͬ t < 0 و t > 0

A(t) ∼ tφ, (۵۷ .۱)

یعنͬ

A(t) = tφ(C + r(t)), (۵۸ .۱)

و t = 0 جاگذاری یِ با است. منظم۱ تابعͬ r(t) و ثابت مقداری C تکین، تابعͬ tφ که

Regular function۱
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۱۴
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

به ͬ رسیم م (۵۳ .۱) در λ = B−1/b

B−1M(0, 1) = B−1/bM(0, B), (۵۹ .۱)

یا

M(0, B) = B(1−b)/bM(0, 1) ∼ B(1−b)/b. (۶۰ .۱)

آورد. دست به مستقیماً ͬ شود م هم (۵۴ .۱) دوم̧ معادله یِ در t = 0 جاگذاری یِ با را نتیجه این

مغناطیسͬ میدانِ حضورِ در و بحرانͬ دمایِ ͬ یِ ͺنزدی در پس

M(0, B) ∼ B1/δ, δ :=
b

1− b
. (۶۱ .۱)

خلاصه طورِ به پس
M(t, 0) ∼ |t|(1−b)/a,

M(0, B) ∼ B(1−b)/b.

(۶۲ .۱)

ͬ یِ مغناطیس میدانِ تغییراتِ به سیستم پاسخ̧ یعنͬ ثابت دمایِ در مغناطیسͬ پذیرفتاریِ یِ

با خارجͬ

χ(t, B) =

(
∂M

∂B

)
T

, (۶۳ .۱)

به ͬ رسیم م (۵۴ .۱) از مشتق گیری و تعریف این از استفاده با ͬ شود. م تعریف

χ(t, B) = |t|(1−2b)/ag′(
B

|t|b/a
), (۶۴ .۱)

پذیرفتاری یِ پس است. متغیرش به نسبتِ تابع از مشتق گیری ͬ یِ معن به تابع رویِ پریم علامت که

و است t و B مغناطیسͬ میدانِ از تعمیم یافته یِ هم گن̞ تابع̧ ͷی هم مغناطیسͬ

χ(t, 0) ∼ |t|−γ, γ :=
2b− 1

a
. (۶۵ .۱)
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بحرانͬ نماهایِ ۶ .۱
۱۵

دست به ͬ توانیم م صریح محاسبه یِ هم و (۶۲ .۱) دوم̧ معادله یِ از مشتق گیری با هم را χ(0, B)

این صورت در آوریم.
χ(t, 0) ∼ |t|(1−2b)/a,

χ(0, B) ∼ B(1−2b)/b.

(۶۶ .۱)

آورد. دست به هم را ظرفیت گرمایی و میان گین انرژی یِ ͬ توانیم م آزاد انرژی یِ از استفاده با

E = − ∂

∂β
lnQ =

∂(βF)

∂β
= F + β

∂F
∂β

. (۶۷ .۱)

است، β =
1

KT
این که به توجه با کرده ایم. استفاده F = −KT lnQ از این جا در

∂

∂β
= −KT 2 ∂

∂T
,

به ͬ شود م تبدیل (۶۷ .۱) آن از استفاده با که

E =F − T
∂F
∂T

=F − T

Tc

∂F
∂t

∼|t|1/aF (
B

|t|b/a
)− T

Tc
|t|(1/a)−1

[
1

a
F (

B

|t|b/a
)

+
B

|t|b/a
F ′(

B

|t|b/a
)

]
(۶۸ .۱)

∼|t|(1/a)−1G(
B

|t|b/a
). (۶۹ .۱)

و است چشم پوشͬ قابل̞ دوم جمله یِ به نسبت اول جمله یِ t → 0 حدِّ در (۶۸ .۱) معادله یِ در

G با (۶۹ .۱) در را آن که است B

|t|b/a
از تابعͬ هم کروشه داخل̞ جمله یِ و ریخته ایم دور را آن

گرمایی ظرفیتِ داده ایم. نمایش

C =
∂E

∂T
∼ |t|(1/a)−2G(

B

|t|b/a
). (۷۰ .۱)
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۱۶
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

پس

C ∼ |t|−α, α := 2− 1

a
. (۷۱ .۱)

از تا دو است کافͬ و نیستند مستقل که δ و γ,β,α, b, a داشتیم، پارامتر چندین این جا تا ما

صورت این در بͽیریم. مستقل را b و a مثلا́ آن ها

α =
2a− 1

a
, (۷۲ .۱)

β =
1− b

a
, (۷۳ .۱)

γ =
2b− 1

a
, (۷۴ .۱)

δ =
b

1− b
. (۷۵ .۱)

مثال ͷی ۷ .۱

سیستم̧ ͷی آزادِ انرژی زینͬ نقطه یِ تقریبِ در دید، خواهیم هم بعد هایِ فصل در که چنان

ͬ شود م زیر شͺل̞ به مغناطیسͬ

F = min

[
t

2
m2 + um4 −Bm

]
, (۷۶ .۱)

است. کاهش یافته دمایِ t و مثبت و ثابت پارامتری u مغناطیسͬ، میدانِ B مغناطش، m که

کرد. کمینه ،m مغناطش، به نسبت را کروشه درونِ کمیتِ باید آزاد انرژی یِ آوردنِ دست به برایِ

dF
dm

∣∣∣
m=m∗

= tm∗ + 4um∗3 −B = 0. (۷۷ .۱)

اگر است. متفاوت بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در آزاد انرژی یِ رفتارِ و m∗ اندازه یِ ،B و t تغییرِ با

آن عمودی یِ ومحورِ t آن ͬ یِ اُفق محورِ که بͽیریم، دوبˀعدی فضایی را مسئله پارامترهایِ فضایِ

ͬ یِ ͺنزدی در آزاد انرژی یِ تابع̧ رفتارِ ͬ خواهیم م است. t = 0, B = 0 بحرانͬ نقطه یِ باشد، B

ببینید. را (۴ .۱) شͺل̞ کنیم. بررسͬ را بحرانͬ نقطه یِ
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مثال ͷی ۷ .۱
۱۷

t

B ∼ t B ∼ |t|3/2B

B ∼ |t|3/2

و زردرنگ ͬ یِ نواح در .t = 0, B = 0 بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در آزاد انرژی یِ رفتارِ ۴ .۱ شͺل
است. متفاوت آزاد انرژی یِ رفتارِ سبزرنگ

،B = 0 یعنͬ، افقͬ محورِ رویِ

tm∗ + 4um∗3 = 0, ⇒ m∗ = 0, ±
√

−t

4u
. (۷۸ .۱)

m∗ = 0 قبول قابل̞ جوابِ (t > 0 (یا ،T > Tc بحرانͬ، دمایِ از بزرگ تر دماهایِ برایِ

قبول قابل̞ جوابِ (t < 0 (یا ،T < Tc بحرانͬ، دمایِ از کوچͷ تر دماهایِ برایِ است.

ͬ یِ مغناطیس میدان هایِ ازایِ به t حسبِ ∗mبر ͬ یِ منحن (۵ .۱) شͺل̞ در ∗mاست. = ±
√

−t

4u
صفر مغناطش و است بی نظم فازِ در سیستم بحرانͬ، دمایِ از بالاتر دماهایِ در ببینید. را متفاوت

ͬ یِ منف یا و مثبت مقدارِ دو از ͬͺی ͬ تواند م سیستم و ͬ دهد م رخ فاز گذارِ Tc دمایِ در است.

هیچ مغناطیسͬ میدانِ غیابِ در کند. اختیار خارجͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ غیابِ در را مغناطش̞

سیستم و است صفر مغناطش بحرانͬ دمایِ از بالاتر دماهایِ در ندارد. وجود ارجحͬ جهتِ

ͬ شود م کم تر بحرانͬ دمایِ از دما و ͬ شود، م سرد سیستم وقتͬ اما ͬ دهد. م نشان را تقارن این

ͬ یِ مغناطیس میدانِ غیابِ در و است داده رخ تقارن۱ خودبه خودِ شͺستِ ͬ گوییم م اصطلاحاً

ͬ دهد. م نشان خودبه خود مغناطش̞ خودش از سیستم خارجͬ

Sponteneous symmetry breaking۱
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۱۸
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

بحرانͬ، دمایِ از بالاتر دماهایِ در B = 0 ازایِ به .B ازایِ به t حسبِ بر m∗ ͬ یِ منحن ۵ .۱ شͺل
ͬ تواند م سیستم و ͬ دهد م رخ فاز گذارِ Tc دمایِ در است. صفر مغناطش و است بی نظم فازِ در سیستم
اختیار خارجͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ غیابِ در را خود به خود مغناطش̞ ͬ یِ منف یا و مثبت مقدارِ دو از ͬͺی

کند.

از است عبارت مغناطش مقادیرِ این ازایِ به آزاد انرژی یِ

F
∣∣∣
m∗=0

= 0, t > 0, B = 0, (۷۹ .۱)

F
∣∣∣
m∗=

√
−t

4u

= − t2

16u
, t < 0, B = 0. (۸۰ .۱)

،t = 0 یعنͬ، عمودی محورِ رویِ

4um∗3 −B = 0, ⇒ m∗ =

(
B

4u

)1/3

. (۸۱ .۱)

ببینید. را (۶ .۱) شͺل̞

F
∣∣∣
m∗=

(
B

4u

)1/3 = − 3B4/3

44/3u1/3
, t = 0, B ̸= 0. (۸۲ .۱)

نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در آزاد انرژی یِ ویدام، مقیاس بندی ی فرض̞ بر بنا گفتیم که همان طور
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مثال ͷی ۷ .۱
۱۹

مختلف. دماهایِ ازایِ به B مغناطیسͬ میدانِ حسبِ بر ،m مغناطش ͬ یِ منحن ۶ .۱ شͺل

ͬ یِ عموم شͺل̞ به باید پس است، تعمیم یافته هم گن̞ تابع̧ ͷی بحرانͬ

F = |t|ag
(

B

|t|∆

)
(۸۳ .۱)

ͬ شود م نتیجه (۸۰ .۱) با کلͬ شͺل̞ این مقایسه یِ با باشد.

a = 2, g(0) = − 1

16u
(۸۴ .۱)

این جا تا پس است.

F = t2g

(
B

|t|∆

)
. (۸۵ .۱)

ͬ شودِ م نتیجه (۸۲ .۱) و (۸۵ .۱) مقایسه یِ با

F = lim
t→0

t2g

(
B

|t|∆

)
∼ − 3B4/3

44/3u1/3
, B ̸= 0. (۸۶ .۱)
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۲۰
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

این بر بنا

lim
t→0

g

(
B

|t|∆

)
∼ − 3B4/3

44/3u1/3t2
= − 3

44/3u1/3

(
B

|t|3/2

)4/3

. (۸۷ .۱)

و ∆ = 3/2 این جا از

lim
x→∞

g(x) ∼ − 3

44/3u1/3
x4/3. (۸۸ .۱)

t و B پارامتره یِ دو فضایِ در را بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در آزاد انرژی یِ رفتارِ ͬ توانیم م حالا

فضا این در اگر کرده ایم. تقسیم زرد و سبز ͬ یِ نواح به را فضا (۴ .۱) شͺل̞ در آوریم. دست به

شویم ͷنزدی بحرانͬ نقطه یِ به (۴ .۱) شͺل̞ در سبزرنگ ناحیه یِ در B ∼ t مثل̞ خمͬ هر رویِ

F = lim
t→0

t2g

(
t

|t|3/2

)
= lim

t→0
t2g(t−1/2) ∼ t4/3 ∼ B4/3. (۸۹ .۱)

سبزرنگ ͬ یِ نواح برایِ بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در رفتار کرده ایم. استفاده (۸۸ .۱) از این جا در

است. B محورِ مثل̞

شͺل̞ در زردرنگ ناحیه یِ در B ∼ t
3
2
+e, e > 0 مثل̞ خمͬ هر رویِ فضا این در اگر

شویم ͷنزدی بحرانͬ نقطه یِ به (۴ .۱)

F = lim
t→0

t2g

(
t
3
2
+e

|t|
3
2

)
= lim

t→0
t2g(0) ∼ t2. (۹۰ .۱)

ͬ یِ نواح برایِ بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در رفتار این بر بنا کرده ایم. استفاده (۸۴ .۱) از این جا در

محورِ مثل̞ زردرنگ ͬ یِ نواح برایِ بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در رفتار و B محورِ مثل̞ سبزرنگ

حدِّ در و نیستند دقیق آوردیم دست به مثال این در که نتایجͬ این که داریم توجه البته است. t

هستند. درست زینͬ نقطه یِ تقریبِ
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مسائل
۲۱

مسائل

در باشد بحرانͬ دمایِ همان دما اگر و̮ن دِروالس مدلِ برایِ که دهید نشان الف⁃ ۱ .۱

بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی

P − Pc

Pc
∼
(
V − Vc

Vc

)δ

, (۹۱ .۱)

است. δ = 3 ͬ یِ بحران نمایِ که است

T ≳ Tc برایِ باشد، P = Pc بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در اگر ب⁃

V − Vc

Vc
∼
(
T − Tc

Tc

)β

, (۹۲ .۱)

است؟ چه قدر β ͬ یِ بحران نمایِ است.

رابطه یِ با ثابت دمایِ در تراکم پذیری ۲ .۱

κT := − 1

V

(
∂V

∂P

)
T

. (۹۳ .۱)

بحرانͬ دمایِ ͬ یِ ͺنزدی در ون دروالس گازِ برایِ دهید نشان

κT = − 4b

3R
(T − Tc)

−1, (۹۴ .۱)

است.

مادˁه ای حالتِ معادله یِ ۳ .۱

P
√

V 2 − b2 = RT exp
(
− a

RTV 2

)
(۹۵ .۱)

است.

ͬ شود؟ م تبدیل کامل گازِ حالتِ معادله به حالت معادله یِ این حدهایی چه در الف⁃

دهید نشان )ب⁃
∂P

∂V

)
T

=

(
2a

RTV 3
− V

V 2 − b2

)
P. (۹۶ .۱)

آورید. دست به را Pc و Tc ،Vc بحرانͬ، نقطه یِ در فشار و دما حجم، ج⁃
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۲۲
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

مادˁه ای حالتِ معادله یِ ۴ .۱

P (V −Nb) = NkT exp

(
− Na

kTV

)
(۹۷ .۱)

است. دیاتریچ۱ͬ معادله یِ حالت معادله یِ این است.

آورید. دست به را Pc و Tc ،Vc بحرانͬ، نقطه یِ در فشار و دما حجم، الف⁃

بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در و T = Tc دمایِ در ب⁃

P − Pc

Pc
∼
(
V − Vc

Vc

)δ

, (۹۸ .۱)

آورید. دست به را δ ͬ یِ بحران نمایِ

از است عبارت و̮ن دِروالس گازِ حالتِ معادله از تعمیمͬ الف⁃ ۵ .۱

(P +
a

V n
)(V − b) = RT,

است. صحیح عددی n > 1 و مول ͷی حجم̧ این جا در V که است،

آورید. دست به را Tc و Pc, Vc ͬ یِ بحران مقادیرِ الف⁃

آورید. دست به را δ و β ͬ یِ بحران نماهایِ ب⁃

دومتغیره هم گن̞ تابع̧ هر دهید نشان الف⁃ ۶ .۱

f(λx, λy) = g(λ)f(x, y)

نوشت زیر صورتِ به ͬ توان م را

f(x, y) = xpA(
y

x
).

است. هم گن تابع̧ ͷی xpA(y
x
) تابع̧ هر دهید نشان ب⁃

نقطه یِ تقریبِ حدِّ در و لانداو⁃گینزبرگ مدلِ برایِ و مغناطیسͬ سیستم̧ ͷی برایِ ج⁃

را آزاد انرژی یِ بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در زینͬ

F ∼ t2g

(
B

|t|∆

)
, (۹۹ .۱)

Dieterici equation۱
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مسائل
۲۳

بالاتر مرتبه یِ تقریبِ در گرفتیم.

F ∼ |t|2−αg

(
B

|t|∆

)
, (۱۰۰ .۱)

دارند؟ رفتاری چه بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در مغناطیسͬ پذیرفتاری یِ و مغناطش است.

دارد؟ رفتاری چه بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در گرمایی ظرفیتِ د⁃

صورتِ به تعمیم یافته هم گن̞ تابع̧ ۷ .۱

f(λax, λby, · · · ) = λf(x, y, · · · ). (۱۰۱ .۱)

ͬ شود. م تعریف

دومتغیره یِ تابع هایِ دهید نشان الف⁃

(i) f1(x, y) = x2 + y5, (۱۰۲ .۱)

(ii) f2(x, y) = x2y5 + x5y2, (۱۰۳ .۱)

آورید. دست به هرکدام برایِ را b و a مقادیرِ هستند. تعمیم یافته هم گن̞ تابع هایِ

دهید نشان ب⁃

f(x, y) = x1/aF (
y

xb/a
) = y1/aF̃ (

x

ya/b
). (۱۰۴ .۱)

آورید. دست به (ii) و (i) حالتِ دو هر برایِ را F̃ و F تابع هایِ

تابع̧ آیا ج⁃

f3(x, y) = xy +
y2

x
, (۱۰۵ .۱)

است؟ تعمیم یافته هم گن̞ تابع̧ ͷی

آورید. دست به t → 0 ازایِ به را زیر توابع̧ ̞ͬ یِ بحران نماهایِ الف⁃ ۸ .۱

(i) f1(t) = At1/3 +Bt2/3 + ct2, (۱۰۶ .۱)

(ii) f2(t) = At−1/4(Bt+ C)2/3, (۱۰۷ .۱)
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۲۴
بحرانͬ نماهایِ و مقیاس بندی ۱

(iii) f3(t) = A−Bt1/2, (۱۰۸ .۱)

(iv) f4(t) = A ln{exp(t−4)− 1}} (۱۰۹ .۱)

(v) f5(t) = At ln |t|+B (۱۱۰ .۱)

(vi) f6(t) = t1/2
(
1− exp(

t2

1 + t
)

)
. (۱۱۱ .۱)

هستند. ثابت ضرایبی C و B,A

کنید اثبات را بحرانͬ نماهایِ بین̞ زیر روابط˼ ۹ .۱

α+ 2β+ γ = 2, (۱۱۲ .۱)

α+ β(1 + δ) = 2. (۱۱۳ .۱)

B مغناطیسͬ، میدانِ و M مغناطش، بین̞ زیر رابطه یِ بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در ۱۰ .۱

است برقرار

B ∼ aM(t+ bM2)θ, 1 < θ < 2, 0 < a, b. (۱۱۴ .۱)

آورید. دست به را δ و ،γ ،β ͬ یِ بحران نماهایِ الف⁃

را کرده اید، اثبات قبل مسئله یِ در که روابطͬ آورده اید، دست به که نماهایی این آیا ب⁃

ͬ کنند؟ م برآورده

پتانسیل̞ با j و i ذره یِ دو هر که شده تشͺیل m جرم̧ به ذره N از گازی ۱۱ .۱

Uij = ar−ν
ij , a ≥ 0, ν > 0 (۱۱۵ .۱)

گاز حجم̧ است. j و i ذره یِ دو نسبی یِ فاصله یِ rij := |ri − rj | که دارند برهم کنش

است. T آن دمایِ و V

انرژی گاز این برایِ الف⁃

E =
3N∑
i=1

p2i
2m

−
∑
⟨ij⟩

a

rνij
(۱۱۶ .۱)
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مسائل
۲۵

پارش تابع̧ دهید نشان مختلف. هایِ j و i همه یِ رویِ جمع  ͬ یعن ،
∑
⟨ij⟩

نمادِ که است،

Z(T, V,N) =

∫
d3Nr

∫
d3Np exp (−βE) , (۱۱۷ .۱)

است. تعمیم یافته هم گن̞ تابع̧

Z(αT, α−3/ν V,N) = α3N(1/2−1/ν) Z(T, V,N) (۱۱۸ .۱)

دهید نشان F = −kT lnZ آزاد، انرژی یِ تعریفِ از استفاده با ب⁃

T

(
∂F

∂T

)
V

− 3

ν
V

(
∂F

∂V

)
T

= F − 3

(
1

2
− 1

ν

)
NkT. (۱۱۹ .۱)

شبͺه یِ ͷی رویِ آیزینگ مدلِ برایِ میان گین مغناطش̞ ۱۹۵۲ سال در یʿنگ۱ ا˚ن سͬ ۱۲ .۱

را او نتیجه یِ کرد. محاسبه دقیق̞ طورِ به را بحرانͬ دمایِ از کم تر دمایی برایِ مربعͬ

نوشت. زیر صورتِ به ͬ توان م

m =

[
1− 1

sinh4(2J/kT )

]1/8
. (۱۲۰ .۱)

است. صفر مغناطش بحرانͬ دمایِ از بزرگ تر دماهایِ ازایِ به

ͷی رویِ آیزینگ مدلِ برایِ را β ͬ یِ بحران نمایِ است؟ چه قدر Tc بحرانͬ دمایِ الف⁃

آورید. دست به مربعͬ شبͺه یِ

از است عبارت بحرانͬ نقطه یِ ͬ یِ ͺنزدی در میان گین مغناطش̞ ب⁃

m = a(−t)β [1− bt+ · · · ] . (۱۲۱ .۱)

آورید. دست به Tc بحرانͬ دمایِ حسبِ بر را b و a ثابت هایِ

است زیر شͺل̞ به مغناطیسͬ سیستم̧ ͷی آزادِ انرژی زینͬ نقطه یِ تقریبِ در ۱۳ .۱

F = min

[
t

2
m2 + am2n −Bm

]
,

ͬ یِ مغناطیس میدانِ B کاهش یافته، دمایِ t مثبت، و ثابت پارامتری a مغناطش، m که

آورید. دست به را δ و β ͬ یِ بحران نماهایِ است. مثبت و صحیح عددی n و خارجͬ
C. N. Yang۱
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۲

میان گین میدانِ

مقدمه ۱ .۲

از ساده مدل هایی در ͬ خواهیم م فصل این در شدیم. آشنا بحرانͬ نماهایِ با قبل فصل̞ در

و بررسͬ را ͬͺفیزی کمیت هایِ از دسته ای و آزاد انرژی یِ پارش، تابع̧ بس ذره ای دستگا ه هایِ

هر دیده اید، هم ͷکلاسی ͷانیͺم در که همان طور کنیم. محاسبه را بحرانͬ نماهایِ از بعضͬ

ͬ شود. م ناممͺن معمولا˟ یا سخت مسائل دقیق̞ حل̞ ͬ شود، م بیش تر ذره سه از ذرات تعدادِ وقت

دستگا ه هایِ با آماری ِͷانیͺم درس̞ در داریم. سروکار ذره زیادی تعدادِ با آماری ِͷانیͺم در

ذرات واقعͬ حالتِ در اما شدید. آشنا دارند برهم کنش خارجͬ میدانͬ با فقط ذرات که بس ذره ای

و پیچیده تر بسیار آماری کمیت هایِ دقیق̞ محاسبه یِ حالت این در دارند. برهم کنش نیز هم با

تقریب هایِ از ͬͺی شویم. متوسل تقریبی روش هایِ به مجبوریم این بر بنا است. ناممͺن گاهͬ

برهم کنش که ذرات از دستگاهͬ در است. میان گین۱ میدانِ تقریبِ آماری، ِͷانیͺم در معمول

آن هم سایه هایِ را اسم̧ شان این جا ما که دارد، برهم کنش دیͽر ذراتِ از تعدادی با ذره هر دارند،

ذراتِ با ذره ͷی برهم کنش̞ جایِ به که است این میان گین میدانِ تقریبِ ایده یِ ͬ گذاریم. م ذره

باشد، زیاد ذره ͷی هم سایه هایِ تعدادِ اگر کنیم. جاگذاری را برهم کنش ها آن میان گین̞ مقدارِ دیͽر

mean field approximation۱
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۲۸
میان گین میدانِ ۲

باشند، کم تر هم سایه ها هرچه اما است. کارآمد تقریب این و کم  میان گین مقدارِ حولِ اُفت وخیز

برایِ ͬ شود. م کم فایده تر تقریب این احتمالا˟ و ͬ شود م بیش تر میان گین مقدارِ حولِ اُفت وخیز

هم سایه یِ دو با ذره هر اگر یͷ بˀعدی شبͺه ای یِ دستگاه هایِ در وقت ها خیلͬ که است همین

تعدادِ که مدل هایی در اما ͬ دهد. م غلط جوابِ تقریب این باشد، داشته برهم کنش مجاورش

مثال هایی بیش ترِ شود. ͬͺی دقیق حل̞ با ͬ تواند م تقریب این حتͬ ͬ شود، م زیاد بسیار هم سایه ها

دو هر که دارد، جای گاه۱ تعدادی شبͺه این است. اسپینͬ شبͺه های موردِ در ͬ زنیم، م این جا که

باشند. مربوط هم به رابط۲ ͷی با ͬ توانند م جای گاه

پارامغناطیس ۲ .۲

Nدوقطبی یِ کنیم. بررسͬ را خارجͬ حضورِ در و داخلͬ برهم کنش بدونِ ذراتِ از دستگاهͬ ابتدا

رویِ B یͷ نواختِ ͬ یِ خارج ͬ یِ مغناطیس میدانِ ͷی حضورِ در برهم کنش بدونِ ͬ یِ مغناطیس

دارند. قرار یͷ بˀعدی شبͺه ای

ͬ یِ خارج ͬ یِ مغناطیس میدانِ ͷی حضورِ در برهم کنش بدونِ ͬ یِ مغناطیس دوقطبی یِ N ۱ .۲ شͺل
یͷ بˀعدی. شبͺه ای رویِ B یͷ نواختِ

سیستم ͬ یِ همیلتون

H =−
∑
i

µi ·B

=− µB
∑
i

cos θi (۱ .۲)

مغناطیسͬ دوقطبی یِ کرده ایم. انتخاب z محورِ عنوانِ به را مغناطیسͬ میدانِ جهتِ که است،

ⅼink۲ site۱
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پارامغناطیس ۲ .۲
۲۹

عبارت ذره ای N سیستم̧ پارش̞ تابع̧ باشد. داشته (θi, ϕi) فضایی، جهت گیری یِ هر ͬ تواند م

از است

ZN =
∑

e−βH =

∫
dNΩe−βH = ZN

1 (۲ .۲)

که

Z1 =

∫ 1

−1

∫ 2π

0
d cos θ dϕ eβµB cos θ

=
4π sinh(βµB)

βµB
. (۳ .۲)

صورت این در بͽیریم، کوانتمͬ را اسپین اگر

H =−
∑
i

µi ·B

=− gµB

∑
i

Si ·B (۴ .۲)

به ͬ رسیم م J := gµB و z محورِ راستایِ در مغناطیسͬ میدانِ جهتِ انتخابِ با که

H =− JB
∑
i

Si,z. (۵ .۲)

که mℏ از عبارتند Sz ویژه یِ مقادیرِ ،S اسپین̞ با ذراتِ برایِ

m = −S,−S + 1, · · · , S − 1, S. (۶ .۲)

برابر x := βℏJB تعریفِ با تک ذره ای پارش تابع̧ باشد. نیمه صحیح یا صحیح ͬ تواند م S که

با است

Z1 =
S∑

m=−S

exm

=e−Sx + · · ·+ eSx
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۳۰
میان گین میدانِ ۲

=eSx
(
1 + e−Sx + · · ·+ e−2Sx

)
=eSx · 1− e−(2S+1)x

1− e−x

=
sinh(S + 1/2)x

sinhx/2
. (۷ .۲)

با است برابر پارش تابع̧ و

ZN = ZN
1 =

[
sinh(S + 1/2)x

sinhx/2

]N
. (۸ .۲)

به ͬ شود م تبدیل S = 1/2 خاص̞ حالتِ در که

ZN = ZN
1 = [2 coshx/2]

N . (۹ .۲)

آوریم دست به را مغناطش ͬ توانیم م این جا از

M = − ∂

∂B
(−kT lnZN )

= NℏJ tanh(βJ ℏB/2) (۱۰ .۲)

از است عبارت ذره هر بر مغناطش و

m = M/N = ℏJ tanh(βJ ℏB/2) (۱۱ .۲)

را دوحالته سیستم̧ ͷی برایِ خارجͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ حسبِ بر مغناطش (۲ .۲) شͺل̞ در

همه یِ ،T ≪ JℏB/k پایین، دماهایِ یا ،B ≫ (βℏJ )−1 قوی، میدان هایِ حدِّ در ͬ بینید. م

در ͬ رسد. م اشباع حدِّ ͷی به مغناطش و ͬ گیرند م قرار مغناطیسͬ میدانِ راستایِ در دوقطبی ها

ͬ شود. م صفر مغناطش خارجͬ میدانِ غیابِ

آیزینگ مدلِ میان گین̞ میدانِ تقریبِ ۳ .۲

ͬ یِ مغناطیس میدانِ با تنها که گرفتیم نظر در را برهم کنش بدونِ ذراتِ از دستگاهͬ ابتدا در

از دستگاهͬ مورد در بͽیریم نظر در تعمیمͬ ͬ خواهیم م حالا داشتند. برهم کنش B ͬ یِ خارج
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آیزینگ مدلِ میان گین̞ میدانِ تقریبِ ۳ .۲
۳۱

دوحالته. سیستم̧ ͷی برایِ خارجͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ حسبِ بر مغناطش ۲ .۲ شͺل

که ͬ گیریم م نظر در را حالتͬ دارند. برهم کنش هم با ذرات خارجͬ، میدانِ بر علاوه که ذرات

نزدیͷ ترین بین̞ برهم کنش̞ با یͷ بˀعدی شبͺه یِ ͷی در مثلا́ دارد، برهم کنش هم سایه z با ذره هر

شبͺه یِ ͷی برایِ و باشد داشته برهم کنش مجاورش هم سایه یِ دو با ͬ تواند م ذره هر هم سایه

شͺل̞ دارد. هم سایه شش مثلثͬ شبͺه یِ ͷی در و مجاورش چهار هم سایه یِ با مربعͬ دوبˀعدی یِ

مثل̞ است چیزی دستگاه این ͬ یِ همیلتون ببینید. را (۳ .۲)

مجاورش هم سایه یِ دو با ذره هر یͷ بˀعدی شبͺه یِ در دارد. برهم کنش هم سایه z با ذره هر ۳ .۲ شͺل
برایِ هستند. قرمزرنگ هم سایه هایش و آبی رنگ را انتخاب شده که جای گاهͬ .(a) حالتِ دارد، برهم کنش
شبͺه یِ ͷی برایِ (c) حالتِ در دارد. چهار هم سایه جای گاه هر ،(b) حالتِ مربعͬ، دوبˀعدی یِ شبͺه یِ ͷی

دارد. شش هم سایه جای گاه هر مثلثͬ دوبˀعدی یِ
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۳۲
میان گین میدانِ ۲

H = −J
∑
⟨ij⟩

SiSj −B
∑
i

Si. (۱۲ .۲)

ͷی سویِ دو که هم سایه جایͽاه˼ دو هر و هستند هم سایه j و i جای گاه هایِ یعنͬ ⟨ij⟩ نمادِ

سیستم̧ برایِ Si است. جفت شدگ۱ͬ ثابتِ ،J ثابتِ ͬ شوند. م شمرده یͷ بار فقط هستند، رابط

میدانِ حضورِ در آیزینگ مدلِ این ͬ گیرد. م را ۲±1 مقدارِ دو i جای گاه˼ در اسپین دوحالته،

متوسط˼ مغناطش̞ است. خارجͬ ͬ یِ مغناطیس

⟨Si⟩ = mi (۱۳ .۲)

دوره ای شبͺه ای روی اسپین ها که وقتͬ مثلا́ دارد، انتقالͬ تقارنِ مساله کنیم فرض اگر است.

یعنͬ است. برابر جای گاه ها همه یِ متوسط˼ مغناطش̞ هستند،

mi = m. (۱۴ .۲)

سیستم هایِ برای البته ندارد. انتقالͬ تقارنِ دیͽر سیستم دارد، مرز که شبͺه ای یعنͬ باز شبͺه یِ برایِ

شبͺه داخل̞ جملاتِ به نسبت مرزی جملاتِ ،N → ∞ ،ͬͺترمودینامی حدِّ در یعنͬ بزرگ

برابر جای گاه ها همه یِ متوسط˼ مغناطش̞ که کرد فرض ͬ توان م خوبی تقریبِ با و ندارند اهمیتͬ

ͬ تواند م جای گاه آن در اسپین متوسط˼ مقدارِ با جای گاه هر اسپین̞ خیز و افت دلیل̞ به است.

باشد. متفاوت

Si = m+ δSi. (۱۵ .۲)

همیلتونͬ در
∑

⟨ij⟩ δSiδSj دوم̧ مرتبه یِ جملاتِ رویِ جمع از میانگین میدانِ تقریبِ در

ͬ کنیم. م ∑چشم پوشͬ
⟨ij⟩

SiSj =
∑
⟨ij⟩

(m+ δSi)(m+ δSj)

=
∑
⟨ij⟩

[
m2 +m(δSi + δSj) + δSiδSj

]
کرده ایم. جذب همیلتونͬ و ثابت ها در را ℏ/2 ضریبِ سادگͬ ۲برایِ Coupling constant۱
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آیزینگ مدلِ میان گین̞ میدانِ تقریبِ ۳ .۲
۳۳

≈
∑
⟨ij⟩

[
m2 +m(Si − ⟨Si⟩+ Sj − ⟨Sj⟩)

]
≈
∑
⟨ij⟩

[
m2 +m(Si + Sj)− 2m2

]
≈
∑
⟨ij⟩

[
m(Si + Sj)−m2

]
(۱۶ .۲)

میانگین میدانِ تقریبِ در

H ≈HMF = −J
∑
⟨ij⟩

(
−m2 +m(Si + Sj)

)
−B

∑
i

Si

HMF = Jm2Nz

2
− 2mJ

∑
⟨ij⟩

Si −B
∑
i

Si

HMF = Jm2Nz

2
− (B + zJm)

∑
i

Si (۱۷ .۲)

با ذره هر که است خاطر این به z ضریبِ و آمده، جای گاه ها تعدادِ رویِ جمع از اول جمله یِ در N

ͬ شود، م داده نسبت جای گاه دو بین̞ رابط˼ هر به عملا́ برهم کنش چون دارد. برهم کنش هم سایه z

دیͽر عبارتِ به است. لازم هم 1/2 ضریبِ ͷی نشود دوباره شماری آن که برایِ

∑
⟨ij⟩

Si =
∑
⟨ij⟩

Sj =
1

2

N∑
i=1

z∑
j∈ni=1

Si =
z

2

∑
i

Si, (۱۸ .۲)

∑
⟨ij⟩

m2 =
m2

2
Nz. (۱۹ .۲)

موثر طورِ به اسپین هر تقریب این در است. i هم سایه جای گاه هایِ به مربوط شاخص̞ ni که

ͬ بیند م را Beff مغناطیسͬ میدانِ

Beff = B + zJm. (۲۰ .۲)

به مربوط که همیلتونͬ از بخشͬ فقط اگر گفت. ͬ توان م هم دیͽری ترتیبِ به را تقریب این

بͽیریم نظر در را است i جای گاه˼ در اسپین

Hi = −Si(B + J
∑
j∈ni

Sj). (۲۱ .۲)
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۳۴
میان گین میدانِ ۲

متوسط˼ شان مقدارِ با را i جای گاه˼ هم سایه هایِ اسپین̞ که است کافͬ میان گین میدانِ تقریبِ در

مغناطیسͬ میدانِ ͷی موثر طورِ به اُم i اسپین̞ صورت این در کنیم. جای گذاری

Beff = B + zJm

ͷی که خارجͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ حضورِ در آیزینگ مدلِ ͬ یِ همیلتون جای به اگر ͬ بیند. م را

پارش تابع̧ ببریم، کار به را آن میان گین̞ میدانِ تقریبِ است، برهم کنش با بس ذره ای مدلِ

ZN,MF =
∑
i

e−βHMF

=e−βJm2 Nz
2

(
eβBeff + e−βBeff

)N
=2N e−βJm2 Nz

2 coshN (βBeff). (۲۲ .۲)

آوریم. دست به ͬ توانیم م را کل مغناطش̞ آن از استفاده با و ͬ شود م

M = − ∂

∂B
(−kT lnZN )

= N tanh(βBeff) (۲۳ .۲)

به ͬ رسیم م تقریب۱ این خودسازگاری یِ شرط˼ و است، M = Nm این که از

m = tanh(β(B + zJm)). (۲۴ .۲)

معادله این البته آورد. دست به را m ͬ  توان م ͬ الاصول عل آن حل̞ با که است m برایِ معادله ای این

مغناطیده کنیم، اعمال مغناطیسͬ میدانِ اسپینͬ سیستم̧ ͷی به اگر کنیم. دقیق حل̞ ͬ توانیم نم را

غیابِ در است ممͺن آیا اما باشد. داشته صفر غیرِ مغناطش̞ که داشت انتطار ͬ توان م و ͬ شود م

مغناطیسͬ میدانِ غیابِ در باشد؟ داشته وجود مغناطش برایِ غیرِصفر جوابِ مغناطیسͬ، میدانِ

به ͬ رسیم م

m = tanh(βzJm) (۲۵ .۲)

آید. دست به محاسبه این از بودیم کرده جاگذاری مغناطش برایِ که مقداری همان ۱یعنͬ
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آیزینگ مدلِ میان گین̞ میدانِ تقریبِ ۳ .۲
۳۵

مغناطش برایِ غیرِصفر جواب هایِ وجودِ ͬ یِ بررس برایِ است. m = 0 ͬ اش بدیه جوابِ ͷی که

در که ببینیم و کنیم رسم را f2(m) = tanh(βzJm) و f1(m) = m تابع̧ دو است کافͬ

است کافͬ موضوع این ͬ یِ بررس برایِ ببینید. را (۴ .۲) شͺل̞ ͬ کنند. م قطع را هم دیͽر نقطه چند

یعنͬ باشد، βzJ < 1 که حالتͬ در آوریم. دست به مبدا ͬ یِ ͺنزدی در را تابع دو هر شیب که

اگر دارد. وجود جواب همین تنها و ͬ کنند م قطع را هم دیͽر m = 0 در تنها تابع دو ،T >
zJ

k

را یͷ دیͽر هم دیͽر نقطه یِ دو در m = 0 جز به تابع دو ،T <
zJ

k
یعنͬ باشد، βzJ > 1

بحرانͬ دمایِ ͷی براین بنا ͬ کنند. م قطع

βczJ = 1 ⇒ Tc =
zJ

k
, (۲۶ .۲)

،Tc فاز، گذارِ دمایِ اندازه یِ و دارد وجود فاز گذار دمایی هر در ͬ بینیم م که طوری همان است.

که داد خواهیم نشان بعد فصل̞ در مساله دقیق̞ حل̞ با دارد. بستگͬ ،J برهم کنش، ضریبِ و z به

همان که β مختلفِ مقادیرِ ازایِ به f2(m) = tanh(βzJm) و f1(m) = m تابع̧ دو ۴ .۲ شͺل
غیابِ در ͬ تواند م سیستم بحرانͬ، دمایِ ͷی از کوچͷ تر دماهایِ ازایِ به شده اند. رسم است، دما عکس

باشد. داشته صفر غیرِ مغناطش̞ هم خارجͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ

اما است. غلط یͷ بˀعد در آوردیم، دست به میان گین میدانِ تقریبِ در که جوابی یعنͬ جواب این

در دارد. وجود فاز گذارِ ولͬ دارد، فرق دقیق جوابِ با فاز گذارِ دمایِ اندازه یِ هرچند دوبˀعد در
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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۳۶
میان گین میدانِ ۲

دقیق جوابِ به و به تر جواب شود زیاد کننده برهم کنش هم سایه هایِ تعدادِ که وقتͬ یا بالاتر ابعاد

ͬ شود. م نزدیͷ تر

و ،T < Tc ،T = Tc ازایِ به h مغناطیسͬ میدانِ حسبِ بر ،m مغناطش ͬ یِ منحن ۵ .۲ شͺل
ولͬ است پیوسته مغناطیسͬ میدانِ حسبِ بر مغناطش ͬ یِ منحن است T ≥ Tc که حالتͬ در .T > Tc

است. ناپیوسته نمودار این T < Tc برایِ

آوریم. دست به تقریب این در را بحرانͬ نماهایِ بیایید حالا

m = tanh

(
Jzm

kT
+

B

kT

)
(۲۷ .۲)

m
Tc

T
+

B

kT
= tanh−1(m) (۲۸ .۲)

تقریبِ از استفاده با

tanh−1(m) = f(m) = f(0) +mf ′(0) +
m2

2!
f ′′(0) +

m3

3!
f ′′′(0) + · · ·

= 0 +m+
m3

3
+

m5

5
+ · · ·

(۲۹ .۲)
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آیزینگ مدلِ میان گین̞ میدانِ تقریبِ ۳ .۲
۳۷

t تعریفِ و

t :=
T − Tc

Tc
=

T

Tc
− 1 (۳۰ .۲)

T

Tc
= 1 + t (۳۱ .۲)

به ͬ رسیم م

m
Tc

T
+

B

kT
= m+

m3

3
+ · · · (۳۲ .۲)

m(
Tc

T
− 1) +

B

kT
=

m3

3
+ · · · (۳۳ .۲)

مغناطیسͬ میدانِ غیابِ در که

m3

3
=m(

Tc

T
− 1) = m(

1

1 + t
− 1) =

−mt

1 + t

≈−mt (۳۴ .۲)

m = 0 جوابِ بر علاوه T < Tc برایِ است. m = 0 آن جوابِ تنها T > Tc برایِ که

داریم هم دیͽری جواب هایِ

m = ±

√
3

[
1− T

Tc

]
. (۳۵ .۲)

پس

β =
1

2
. (۳۶ .۲)

m = دما، حسبِ بر مغناطش معادله یِ خارجͬ، ͬ یِ مغناطیس میدانِ غیابِ در خلاصه طورِ به

(۶ .۲) شͺل̞ در که دارد، m = 0 جواب تنها بحرانͬ، دمایِ از بزگ تر دماهایِ در .tanh
(
mTc
T

)
صفر ِͷنزدی دمایِ در و m ∼ (1− T

Tc
)1/2 بحرانͬ دمایِ ͬ یِ ͺنزدی در ͬ بینید. م قرمز رنگ با

و است m = ±1

m =


0, T > Tc,

±
√

3
[
1− T

Tc

]
, T ⪅ Tc.

±1 T ≈ 0

(۳۷ .۲)
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۳۸
میان گین میدانِ ۲

T = Tc در

1

1

-1

.m = tanh
(
mTc

T

)
دما، حسبِ بر مغناطش معادله یِ خارجͬ، ͬ یِ مغناطیس میدانِ غیابِ در شͺل۲. ۶

ͬ یِ ͺنزدی در ͬ بینید. م قرمز رنگ با که دارد، m = 0 جواب تنها بحرانͬ، دمایِ از بزگ تر دماهایِ در
است. m = ±1 صفر ِͷنزدی دمایِ در و m ∼ (1− T

Tc
)1/2 بحرانͬ دمایِ

B ∼ m3. (۳۸ .۲)

بودیم آورده دست به بحرانͬ نماهایِ بین̞ که روابطͬ از استفاده با .δ = 3 پس

γ = β(δ− 1) = 1 (۳۹ .۲)

α = 2− β(δ+ 1) = 0 (۴۰ .۲)

از است کافͬ γ آوردنِ دست به برایِ مثلا آوریم. دست به ͬ توانیم م نیز مستقیما را نتایج این

پس است، m = 0 ،T > Tc برایِ کنیم. استفاده χ =
∂m

∂B
مغناطیسͬ پذیرفتاری یِ تعریف

به ͬ رسیم م (۳۳ .۲) از مشتق گیری با T < Tc برایِ .χ = 0

χ(
Tc

T
− 1) +

1

kT
= m2χ+ · · · (۴۱ .۲)
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آیزینگ مدلِ میان گین̞ میدانِ تقریبِ ۳ .۲
۳۹

χ(
Tc

T
− 1) +

1

kT
= 3χ(1− T

Tc
) + · · · (۴۲ .۲)

χ(1− t− 1) +
1

kT
= 3χ(1− 1− t) + · · · . (۴۳ .۲)

است، بحرانͬ دمایِ ͬ یِ ͺنزدی در دما که این و (۳۵ .۲) از جا این در که

Tc

T
=

1

1 + t
≈ 1− t (۴۴ .۲)

پس کرده ایم. استفاده

χ ∼ 1

Tc − T
∼ t−1. (۴۵ .۲)

ͬ یِ بحران نماهایِ ولͬ دارند، بستگͬ z به ثابت ضرایبِ و بحرانͬ دمایِ ͬ بینیم م که طور همان

یا باشد، مربعͬ شبͺه نیست مهم یعنͬ ندارد، بستگͬ هم سایه ها تعدادِ و بˀعد به آیزینگ مدلِ

میان گین میدانِ تقریبِ در دوحالته اسپین̞ و مربعͬ شبͺه یِ برایِ سه بˀعدی. یا باشد دوبˀعدی مثلثͬ،

شͺل̞ است. Tc ≈ 2.2691 J

k
و β =

1

8
دقیق محاسبه یِ با است. Tc =

2J

k
و β =

1

2
ببینید. را (۷ .۲)

0 1 2

1

بی بˀعدشده یِ دمایِ حسبِ بر ،m دوحالته اسپین̞ و مربعͬ شبͺه یِ برایِ مغناطش ͬ یِ منحن ۷ .۲ شͺل

آبی رنگ). (خم̧ دقیق محاسبه یِ با و قرمزرنگ) (خم̧ میان گین میدانِ تقریبِ در ،kT
J
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۴۰
میان گین میدانِ ۲

آزاد انرژی یِ کردنِ کمینه ۴ .۲

فاز گذارِ موردِ در اطلاعاتͬ ͬ توانیم م هم آزاد انرژی یِ کردنِ کمینه با میان گین میدانِ تقریبِ در

در که است جای گاه ها اسپین̞ از تابعͬ H(s1, s2, · · · ) دستگاه، ͬ یِ همیلتون آوریم. دست به

به ͬ رسیم م آن تیلورِ بسط˼ و Si = mi + δSi به توجه با میان گین میدانِ تقریبِ

H(s1, s2, · · · ) ≈HMF = H0(m1,m2, · · · ) +
∑
i

(
∂H

∂Si

)
Si=mi

δSi,

HMF =H0 +
∑
i

∂H0

∂mi
(Si −mi). (۴۶ .۲)

جاگذاری mi میان گین̞ شان مقدارِ همان با اسپین ها همه یِ که است همیلتونͬ همان H0 که

چشم پوشͬ δSi بالاترِ و دو مرتبه یِ جملاتِ از میان گین میدانِ تقریبِ در که دارید توجه شده اند.

میان گین میدانِ تقریبِ در کرده ایم.

mi =

∑
{Si}

Si e
−βHMF

∑
{Si}

e−βHMF
, (۴۷ .۲)

∑یا
{Si}

(Si −mi) e
−βHMF = 0. (۴۸ .۲)

ͬ شود م تعریف زیر رابطه یِ با هم آزاد انرژی

e−βFMF =
∑
{Si}

e−βHMF (۴۹ .۲)

به ͬ رسیم م (−β ضریبِ ͷی) جدایِ طرف دو از mk به نسبت مشتق گیری با

∂F
∂mk

e−βFMF =

∂H0

∂mk
+
∑
{Si}

∂2H0

∂mk∂mi
(Si −mi)

∂H0

∂mk

 e−βHMF ,
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آزاد انرژی یِ کردنِ کمینه ۴ .۲
۴۱

=
∂2H0

∂mk∂mi

∑
{Si}

(Si −mi)e
−βHMF . (۵۰ .۲)

به ͬ رسیم م (۴۸ .۲) از استفاده با

∂F
∂mk

= 0. (۵۱ .۲)

اسپینͬ دستگاه˼ ͷی ͬ یِ بررس برایِ دیͽر راه˼ ͷی میان گین میدانِ تقریبِ در این صورت در

یͷ بˀعدی آیزینگِ مدلِ مسئله یِ همان بیایید مثال عنوانِ به است. آزاد انرژی یِ فرینه یِ نقاط˼ مطالعه

میدانِ تقریبِ در آزاد انرژی و پارش تابع̧ کنیم. یررسͬ روش این با را مغناطیسͬ میدانِ حضورِ در

از عبارت اند میان گین

HMF = J
Nz

2
m2 − (B + zJm)

∑
i

Si

ZMF =
∑
{Si}

e−βHMF = e−βNJz
2

m2

∑
{Si}

e
−β(B+zJm)

∑
i
Si


= e−βNJz

2
m2
[
e−β(B+zJm) + eβ(B+zJm)

]N
. (۵۲ .۲)

h :=
B

Jz
و θ :=

kT

Jz
تعریفِ با

fMF :=
−kT lnZMF

NJz

=
m2

2
− θ ln

[
e

m+h
θ + e−

m+h
θ

]
=

m2

2
− θ ln

[
2 cosh(

m+ h

θ
)

]
. (۵۳ .۲)

ͬ دهد م نتیجه آزاد انرژی یِ کردنِ فرینه

∂F
∂m

= 0, ⇒ m− tanh(
m+ h

θ
) = 0. (۵۴ .۲)

بسط˼ از استفاده با است. (۲۴ .۲) همان که

ln(coshu) = ln

[
eu + e−u

2

]
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۴۲
میان گین میدانِ ۲

θc = 1

T > Tc

>TTc

fMF (θ,m) + θ ln 2

m

T = Tc =
Jz
k

Tc

m

m0(1− 1

θ
) +

m3
0

3θ3
+ · · · = 0

رسم m حسبِ بر بحرانͬ دمایِ از بیش تر و کم تر دماهایِ برایِ fMF (θ,m) + θ ln 2 تابع̧ ۸ .۲ شͺل
است. شده

= ln

[
1 +

u2

2!
+

u4

4!
+ · · ·

]
=

(
u2

2!
+

u4

4!

)
− 1

2

(
u2

2!
+

u4

4!
+ · · ·

)2

+ · · · (۵۵ .۲)

به ͬ رسیم م B = 0 ِ حدّ در

fMF (θ,m) = −θ ln 2 +
m2

2
(1− 1

θ
) +

m4

12θ3
− m6

45θ5
+ · · · (۵۶ .۲)

و آن کمینه یِ نقطه یِ m = 0 باشد، θ > 1 یعنͬ باشد، مثبت آزاد انرژی یِ در m2 ضریبِ اگر

به آزاد انرژی یِ اخیر حالتِ در است. آن بیشینه نقطه یِ m = 0 ،θ < 1 یعنͬ باشد، منفͬ اگر

بر fMF (θ,m) + θ ln 2 ،(۸ .۲) شͺل̞ در ͬ شود. م کمینه مغناطش برایِ دیͽر مقدارِ دو ازایِ

،Tc =
Jz

k
یا θc = 1 است. شده رسم بحرانͬ دمایِ از بیش تر و کم تر دماهایِ برایِ m حسبِ

انحنا Tc دمایِ در که طوری به ͬ کند م تغییر منحنͬ انحنای دما تغییرِ با است. فاز گذارِ دمایِ

آوردنِ دست به برایِ ͬ کند. م تغییر سه به ͷی از اکسترمم نقاط˼ تعدادِ و ͬ دهد م علامت تغییرِ

در بͽیریم. صفر با برابر را m به نسبت آزاد انرژی یِ تابع̧ مشتق̞ که است کافͬ مغناطش مقادیرِ
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و̮ن دِروالس معادله یِ ۵ .۲
۴۳

صورت این

m0(1−
1

θ
) +

m3
0

3θ3
+ · · · = 0 (۵۷ .۲)

دیͽر جواب هایِ و m0 = 0 معادله این جواب هایِ از ͬͺی

m2
0 = 3θ2(1− θ) + · · ·

= −3(1 + t)2t+ · · ·

= −3t+ · · · (۵۸ .۲)

است. t = θ − 1 که

و̮ن دِروالس معادله یِ ۵ .۲

هم با مرکزی نیرویی با دو به دو آن اتم هایِ که بͽیرید نظر در ͷکلاسی ذراتِ از تک اتمͬ گازی

سیستم این ͬ یِ همیلتون دارند. برهم کنش

H =
∑
i

p2i
2m

+
∑
i>j

U(|ri − rj |) (۵۹ .۲)

لنارد⁃جونز۱ پتانسیل̞ آن ها از ͬͺی ͬ شود. م پیش نهاد مختلفͬ توابع̧ ذره ای دو پتانسیل̞ برایِ است.

است

U(rij) = 4ϵ

[(
σ

rij

)12

−
(

σ

rij

)6
]

(۶۰ .۲)

شͺل̞ به را آن گاهͬ

U(rij) =
A

r12ij
− B

r6ij
, (۶۱ .۲)

که ͬ نویسند، م هم

A := 4ϵσ12, B := 4ϵσ6 (۶۲ .۲)

Lennard­Jones۱
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۴۴
میان گین میدانِ ۲

و دافعه نیرو ͷنزدی فاصله هایِ در است. Umin = −ϵ و کمینه 21/6 σ در پتانسیل این است.

تابع̧ محاسبه یِ برایِ اما ͬ شود. م ناچیز برهم کنش هم زیاد فاصله هایِ در است. جاذبه دورتر در

که است این ساده تر کار است. غیرِعملͬ و سخت کاری جفت ذره ای هر پتانسیل نوشتن̞ پارش،

را موثر پتانسیل̞ ͷی میان گین به طور ذره هر کنیم فرض و کنیم فراموش را جفت ذرات برهم کنش̞

مدلِ ساده مثالِ نباشد. برهم کنشͬ دور فواصل̞ در و دافعه کم فاصله هایِ برایِ که ͬ کند، م حس

مثل̞ است، سخت کره یِ

UMF(r) =


+∞, r ≤ r0

−ϵ, r0 < r

∞, L < r.

(۶۳ .۲)

ͬ شوند م وارد گاز ذراتِ به دیواره رویِ که دافعه ای نیرویِ خاطرِ به است. ظرف ابعادِ L که

ϵ =: a
N

V
است، ذرات ͬ یِ چͽال با متناسب هم ϵ انرژی یِ شوند. خارج ظرف از ͬ توانند نم

شعاع̧ به کره ای حجم̧ ِ برابر N ،V0 که است، V − V0 عملا́ ذره هر دردست رس̞ فضایِ است.

پارش تابع̧ است. r0

Umin = −ε 21/6 σ

UMF(r) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
+∞, r ≤ r0

−ε, r > r0.

U(r)

ε

r

σ

rmin

σ

فاصله حسبِ بر لنارد⁃جونز پتانسیل̞ ۹ .۲ شͺل
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و̮ن دِروالس معادله یِ ۵ .۲
۴۵

ZN =e−βH =
1

N !h3N

∫ d3p

∫
d3r e

−β[
p2

2m
+U(r)]


N

=
1

N !h3N

(
2πm

β

)3N/2 [∫ ∞

0
d3re−βU(r)

]N
=

1

N !h3N

(
2πm

β

)3N/2 [
(V − V0)e

βϵ
]N

, (۶۴ .۲)

آزاد انرژی ͬ دهیم. م نمایش b با را r0 شعاع̧ به کره ای حجم̧

F =− kT lnZN

=kT ln(h3NN !)− 3NkT

2
ln(2πmkT )−NkT ln(V − V0)−Nϵ

آوریم دست به را فشار ͬ توانیم م آن از استفاده با که است،

P =− ∂F

∂V
=

NkT

V − V0
+N

∂ϵ

∂V

=
NkT

V −Nb
− N2a

V 2
=

kT

ṽ − b
− a

ṽ2
, (۶۵ .۲)

هم زیر شͺل̞ به را و̮ن دِروالس معادله یِ است. و̮ن دِروالس۱ معادله یِ این است. ṽ = V/N که

نوشت ͬ توان م

ṽ3 − (b+
kT

P
)ṽ2 +

a

P
ṽ − ab

P
= 0. (۶۶ .۲)

ازایِ به ببینید. را (۱۰ .۲) شͺل̞ کنیم. رسم ͬ توانیم م را P − V خم های ثابت، دماهایِ در

بیشینه ͷی و کمینه ͷی خم این T < Tc ازایِ به ندارد. بیشینه ای و کمینه خم این T > Tc

پس ͬ اُفتند. م هم رویِ بیشینه و کمینه نقاط˼ T = Tc در دارد.

∂P

∂V

∣∣
Tc,Vc

= 0, (۶۷ .۲)

∂2P

∂V 2

∣∣
Tc,Vc

= 0. (۶۸ .۲)

Van der Waals۱
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۴۶
میان گین میدانِ ۲

P

V

Pc

Vc

T > Tc

T < Tc

T = Tc

۱۰ .۲ شͺل

ͬ دهد م نتیجه که

− kTc

(ṽc − b)2
+

2a

ṽ3c
= 0, (۶۹ .۲)

2kTc

(ṽc − b)3
− 6a

ṽ4c
= 0, (۷۰ .۲)

Pc −
kTc

ṽc − b
+

a

ṽ2c
= 0. (۷۱ .۲)

معادلات این در آن جاگذاری یِ با و ṽc اول رابطه یِ دو از استفاده با

Vc = Nṽc = 3Nb, Tc =
8a

27bk
, Pc =

a

27b2
, (۷۲ .۲)

بحرانͬ دمایِ در ͬ آیند. م دست به

PcVc

NkTc
=

3

8
, (۷۳ .۲)

است.
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و̮ن دِروالس معادله یِ ۵ .۲
۴۷

از استفاده با را و̮ن دِروالس معادله یِ

P :=
P

Pc
, (۷۴ .۲)

V :=
V

Vc
, (۷۵ .۲)

T :=
T

Tc
, (۷۶ .۲)

آورد در ͬ توان م هم بی بˀعدشده صورتِ به

(P +
3

V2
)(3V − 1) = 8T . (۷۷ .۲)

ͬ بینیم م هم شͺل در که همان طور ͬ دهد. م رˀخ عجیبی پدیده یِ بحرانͬ دمایِ از پایین تر

∂P

∂V
> 0 (۷۸ .۲)

ناحیه، این در ͬ شود. م زیاد هم حجم فشار زیادشدنِ با باشد. درست ͬ تواند نم که است،

نمایِ بͽذارید ͬ کند. م پیچیده تر را بحرانͬ نمایِ محاسبه یِ و ͬ دهد م رˀخ مایع و گاز ͬ یِ هم زیست

نماهایِ آوردنِ دست به برایِ کنیم. حساب است بحرانͬ دمایِ در سیستم وقتͬ برایِ بحرانͬ

ͬ کنیم م تعریف زیر صورتِ به را کاهش یافته حجم̧ و دما فشار، بحرانͬ

p :=
P

Pc
− 1, (۷۹ .۲)

v :=
V

Vc
− 1, (۸۰ .۲)

t :=
T

Tc
− 1. (۸۱ .۲)

یعنͬ است، بحرانͬ دمایِ در سیستم این که فرض̞ و و̮ن دِروالس معادله یِ در این ها جاگذاری یِ با

به ͬ رسیم م t = 0

(1 + p+
3

(1 + v)2
)(3(1 + v)− 1) = 8, (۸۲ .۲)

[1 + p+ 3(1− 2v + 3v2 − 4v3 + · · · )](2 + 3v) = 8, (۸۳ .۲)
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۴۸
میان گین میدانِ ۲

2p+ 3v3 + · · · = 0. (۸۴ .۲)

پس

p ∼ vδ, δ = 3. (۸۵ .۲)

مسائل

ͬ یِ همیلتون با مثلثͬ شبͺه ای روی آیزینگ مدلِ ۱ .۲

H = −J
∑
⟨ij⟩

SiSj −B
∑
i

Si

بͽیرید. نظر در

میان گین میدانِ تقریبِ در را همیلتونͬ است. Si ∈ {−1,+1} جای گاه هر در الف⁃

اسپین هر جایِ کار این برایِ آورید. دست به

Si = m+ (Si −m)

دارید. نگه Si −m اولِ مرتبه یِ تا را خود جوابِ و دهید قرار

آورید. دست به میان گین میدانِ تقریبِ در را آزاد انرژی و پارش تابع̧ ب⁃

دارد؟ فاز گذارِ سیستم این آیا ج⁃

تکرار ،Si ∈ {−1, 0,+1} و است ͷی ذرات اسپین̞ وقتͬ برای بالا موارد همه یِ د⁃

کنید.

آورید. دست به را بحرانͬ نماهایِ ه⁃

z عددِ با شبͺه و Si ∈ {−s,−s+ 1, · · · , s− 1, s} یعنͬ s ذرات اسپین̞ اگر و⁃

ͬ کند؟ م فرقͬ چه بحرانͬ نماهایِ باشد، z جای گاه هر هم سایه هایِ تعدادِ یعنͬ
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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مسائل
۴۹

ͬ یِ همیلتون با غیرِیͷ نواخت آیزینگِ مدلِ ۲ .۲

H = −1

2

∑
i ̸=j

JijSiSj −
∑
i

BiSi

مغناطیسͬ میدانِ Bi و j و i جای گاه˼ دو بین̞ رابط˼ هر برایِ جفت شدگͬ ضریبِ Jij که

است. i جای گاه˼ در

آورید. دست به را پارش تابع̧ میان گین میدانِ تقریبِ در الف⁃

معادلاتِ دسته جای گاه هر در مغناطش برایِ خودسازگار معادلاتِ دهید نشان ب⁃

است زیر جفت شده یِ

mi = tanhβ

∑
j ̸=i

Jijmj +Bi


ͬ یِ همیلتون دارند. Siقرار ∈ {−1,+1} با ذراتͬ جای گاه هر در مثلثͬ شبͺه ای روی ۳ .۲

H = −J
∑

i,j,k∈∆
SiSjSk

جفت شدگͬ ضریبِ مثلث، هر در هم سایه ها نزدیͷ   ترین اسپین های رویِ جمع که است،

است. T دما و J > 0

هر جایِ کار این برایِ آورید. دست به میان گین میدانِ تقریبِ در را همیلتونͬ الف⁃

اسپین

Si = m+ (Si −m)

دارید. نگه Si −m اولِ مرتبه یِ تا را خود جوابِ و دهید قرار

آورید. دست به میان گین میدانِ تقریبِ در را آزاد انرژی و پارش تابع̧ ب⁃

دارد؟ فاز گذارِ سیستم این آیا ج⁃

مدل این ͬ یِ همیلتون است. ۱ اسپین̞ با آیزینگ برایِ مدلͬ بلوم⁃کیپل۱ مدلِ ۴ .۲

H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj +∆
∑
i

S2
i

Bⅼuⅿe−Ⅽapeⅼ ۱
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۵۰
میان گین میدانِ ۲

۳ .۲ مساله ی شͺل̞ ۱۱ .۲ شͺل

رویِ دوم جمع̧ و هم سایه اسپین هایِ رویِ اول جمع̧ Siاست. ∈ {−1, 0,+1} که است

دما، از ناپیوسته تابعͬ ،M مغناطش، ∆ از مقادیری ازایِ به دهید نشان است. شبͺه کل̞

جمله یِ برایِ را این کار کنید. استفاده میان گین میدانِ تقریبِ از این کار برای است. ،T

را دوم جمله یِ دهید. انجام است دیͽر اسپین هایِ با اسپین هر برهم کنش̞ شامل̞ که اول

آزاد انرژی یِ و پارش تابع̧ بزنید. تقریب نیست لازم کرد، محاسبه دقت به ͬ توان م چون

حسبِ بر را آزاد انرژی T و ∆ مختلفِ مقادیرِ ازایِ به آورید. دست به M حسبِ بر را

شود. منفͬ ͬ تواند م آزاد انرژی در M4 ضریبِ که کنید توجه کنید. رسم مغناطش

جای گاه ها همه یِ شبͺه این در بͽیرید. نظر در ͬ یِب۱) ل (شبͺه یِ شͺل مطابق̞ شبͺه ای ۵ .۲

دارند. (b (نوع̧ هم سایه چهار بعضͬ و (a (نوع̧ هم سایه دو ͬ ها بعض نیستند. هم مثل̞

هم را برهم کنش دارند. برهم کنش هم هم سایه ذراتِ با که است ذره ͷی جای گاه هر در

نوع دو در مغناطش̞ .Sa, Sb ∈ {−1,+1} کنید فرض و بͽیرید آیزینگ مدلِ نوع̧ از

به را ،Tc بحرانͬ، دمایِ میانگین میدانِ تقریبِ در دهید. نمایش mb و ma با را جایͽاه

آورید. دست

Ⅼattiⅽe Ⅼieb۱

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi

https://staff.alzahra.ac.ir/aghamohammadi



مسائل
۵۱

۵ .۲ مساله ی شͺل̞ ۱۲ .۲ شͺل

ͬ یِ همیلتون با اسپینͬ سیستمͬ الف⁃ ۶ .۲

H = −B
∑
i

σi

آورید. دست به را پارش تابع̧ است. σi ∈ {−1,+1} جای گاه هر در بͽیرید. نظر در

همیلتونͬ ب⁃

H = −B
∑
i

Si

آورید. دست به را پارش تابع̧ است، Si ∈ {−1, 0,+1} و

سیستم ͬ یِ همیلتون بͽیرید. نظر در شͺل مطابق̞ بزرگ خیلͬ و مربعͬ شبͺه ای ج⁃

H = −J
∑
⟨ij⟩

σiSj

σi ∈ توخالͬ دایره هایِ و Si ∈ {−1, 0,+1} با متناظر توپر دایره هایِ که است

⟨Si⟩ = mb و ⟨σi⟩ = ma با را جایͽاه نوع دو در مغناطش̞ هستند. {−1,+1}

شدنِ ساده برایِ آورید. دست به میان گین میدانِ تقریبِ در را آزاد انرژی یِ دهید. نمایش

بͽیرید. θ := kT/(4J) تان روابط˼
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۵۲
میان گین میدانِ ۲

۶ .۲ مساله ی شͺل̞ ۱۳ .۲ شͺل

ͬͺی دهید نشان آورید. دست mbبه maو برایِ شده جفت معادله دو تقریب همین در د⁃

مغناطش هایِ در معادله دو بسط˼ با است. ma = mb = 0 معادلات این جواب هایِ از

آورید. دست به را فاز گذارِ دمایِ ،mb و ma سوم̧ مرتبه يِ تا ͷکوچ

نقاط˼ بنویسید. m4
b و m4

a مرتبه هایِ تا را میان گین میدانِ تقریبِ در آزاد انرژی یِ ه⁃

آورید. دست به را فاز گذارِ دمایِ آورید. دست به را مرتبه این تا اکسترمم

ͬ یِ همیلتون با دوره ای و نردبانͬ شبͺه ای روی آیزینگ مدلِ ۷ .۲

H = −J1
∑
i

sisi+1 − J2
∑
i

σiσi+1 − J3
∑
i

siσi

دو اسپین نوع دو هر کنید فرض دارد. قرار اسپین N ردیف هر رویِ بͽیرید. نظر در را

میدانِ تقریبِ در را همیلتونͬ .si ∈ {−1,+1}, σi ∈ {−1,+1} یعنͬ هستند، حالته

بنویسید. میان گین

آورید. دست به میان گین میدانِ تقریبِ در را آزاد انرژی و پارش تابع̧ ب⁃

ͬ یِ همیلتون با یͷ بعدی شبͺه ای روی ͬͺکلاسی ͬ یِ اسپین مدلِ ۸ .۲

H = −J
∑
⟨ij⟩

Si · Sj −
∑
i

B · Si
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مسائل
۵۳

۷ .۲ مساله ی شͺل̞ ۱۴ .۲ شͺل

است. z محورِ راستایِ در یͺه بردارِ k است. B = Bk که بͽیرید، نظر در را

در که بͽیرید، واحد) سادگͬ برایِ (مثلا́ ثابت طولِ با برداری را Si جای گاه هر در الف⁃

اول جمله یِ در اسپین هر جایِ گیرد. قرار ͬ تواند م جهتͬ هر در مغناطیسͬ میدانِ غیابِ

Si = mk + (Si −mk)

دست دوم جمله یِ به دارید. نگه Si − mk اولِ مرتبه یِ تا را خود جوابِ و دهید قرار

آورید. دست به میان گین میدانِ تقریبِ در را همیلتونͬ نزنید.

ͬ شود. م پارامغناطیس مساله یِ شبیه˼ همیلتونͬ تقریب این در راه نمایی:

آورید. دست به میان گین میدانِ تقریبِ در را آزاد انرژی و پارش تابع̧ ب⁃

میان گین میدانِ تقریبِ در دارد؟ فاز گذارِ سیستم این میان گین میدانِ تقریبِ در آیا ج⁃

آورید. دست به را δ و β بحرانͬ نماهایِ
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۳

دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ

دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۱ .۳

آماری ِͷانیͺم مسائل̞ از دسته ای حل̞ برایِ تقریبی روشͬ میان گین، میدانِ روش̞ با قبل فصل̞ در

کرد. دقیق حل̞ ͬ توان م را آماری ِͷانیͺم در بس ذره ای مدل هایِ از ͬͺکوچ بخش̞ شدیم. آشنا

از تعمیم هایی است. هم سایه گͬ نزدیͷ ترین برهم کنش̞ با بعد ͷی در آیزینگ مدلِ آن ها از ͬͺی

ͬ توانیم م که است معنͬ این به این جا در بودن حل قابل هستند. حل قابل کماکان هم مدل این

آن از مشتق گیری با و آزاد انرژی یِ ͬ توانیم م پارش تابع̧ داشتن̞ با کنیم. محاسبه را پارش تابع̧

تابع̧ کنیم. محاسبه را · · · و مغناطیسͬ پذیرفتاری یِ مغناطش، مثل̞ آماری کمیت هایِ از بعضͬ

آورد. دست به ͬ توان م هم را بعد دو در آیزینگ مدلِ پارش̞

انتقال ماتریس̞ روش̞ ۱ .۱ .۳

ͬ یِ همیلتون با اسپینͬ دستگاهͬ

H = −J
∑
i

SiSi+1 (۱ .۳)

کرد. محاسبه دل خواه N برایِ ͬ توان م را همیلتونͬ این با متناظر پارش̞ تابع̧ بͽیرید. نظر در را
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۵۶
دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

است. دوره ای مرزی شرط˼ ͬ کنیم م فرض فعلا سادگͬ برایِ

Z =
∑

e−βH

=
∑
{Si}

eβJ(S1S2+S2S3+···+SNS1)

=
∑
{Si}

TS1S2TS2S3 · · ·TSNS1 (۲ .۳)

که

TSiSi+1 := eβJSiSi+1 . (۳ .۳)

ͬ کنیم. م تجزیه ،TSiSi+1 جمله، تعدادی ضربِ حاصل̞ به را پارش تابع̧ از جمله هر روش این در

ͬ گیریم. م T ماتریس̞ از ماتریسͬ عنصرِ ͷی را جمله ها این از کدام هر

⟨Si|T |Si+1⟩ = TSiSi+1 . (۴ .۳)

بنویسیم زیر شͺل̞ به ͬ توانیم م را پارش تابع̧ صورت این در

Z =
∑
{Si}

⟨S1|T |S2⟩⟨S2|T |S3⟩ · · · ⟨SN |T |S1⟩. (۵ .۳)

از استفاده ∑با
Si

|Si⟩⟨Si| = 1 (۶ .۳)

است. Si ∈ {−1,+1} باشد، ممͺن حالت دو جای گاه هر در اگر

|+⟩ =
(
1
0

)
, |−⟩ =

(
0
1

)
, (۷ .۳)

1 = |+⟩⟨+| + |−⟩⟨−|, (۸ .۳)

و است ۲ در ۲ واحدِ ماتریس̞ 1

T =

(
eβJ e−βJ

e−βJ eβJ

)
. (۹ .۳)
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دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۱ .۳
۵۷

ͬ شود م ساده پارش تابع̧ این ها از استفاده با

Z =
∑
S1

⟨S1|TN |S1⟩ = Tr(TN ). (۱۰ .۳)

نمایش̞ ردِ Tr(TN ) جایِ به است کافͬ این بر بنا است، آن نمایش̞ از مستقل ماتریس ͷی ردِ

پس کنیم. جاگذاری را آن قطری یِ

Z = Tr(TN ) = λN
1 + λN

2 = λN
1

[
1 +

(
λ2

λ1

)N
]

(۱۱ .۳)

≈ λN
1 . (۱۲ .۳)

ِͷانیͺم در چون که داریم توجه است. (λ1 > λ2) بزرگ تر ویژه مقدارِ λ1 Tو ویژه مقادیرِ λiها

داریم، سروکار بزرگ ِN با آماری

(
λ2

λ1

)N

≈ 0 (۱۳ .۳)

ویژه مقادیر مثال این در

λ1 = 2 cosh(βJ), (۱۴ .۳)

λ2 = 2 sinh(βJ), (۱۵ .۳)

از اند عبارت آزاد انرژی یِ و پارش تابع̧ و

Z = (2 cosh(βJ))N , (۱۶ .۳)

F = −NkT ln (2 cosh(βJ)) . (۱۷ .۳)

همیلتونͬ این صورت در دارد. وجود نیز خارجͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ کنیم فرض بیایید حالا

H = −J
∑
i

SiSi+1 −B
∑
i

Si (۱۸ .۳)
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۵۸
دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

و TS1S2 در را BS2 از بخشͬ چه که آزادیم مثلا́ نیست، یͺتا T ماتریس عنصرِ انتخاب است.

داریم α مثل̞ آزاد پارامترِ ͷی واقع در بͽیریم. نظر در TS2S3 در را بخشͬ چه

TSiSi+1 = eβJSiSi+1+βB(αS1+(1−α)S2). (۱۹ .۳)

ͬ شود م نتیجه و α = 1/2 کنیم، اضافه T انتخابِ برایِ نیز را بودن متقارن شرط˼ اگر

T =

(
eβ(J+B) e−βJ

e−βJ eβ(J−B)

)
. (۲۰ .۳)

از عبارت اند T ماتریس̞ ویژه مقادیرِ

λ1 = eβJ
[
cosh(βB) +

√
sinh2(βB) + e−4βJ

]
, (۲۱ .۳)

λ2 = eβJ
[
cosh(βB)−

√
sinh2(βB) + e−4βJ

]
. (۲۲ .۳)

است، λ1 > λ2 این که به توجه با

Z = λN
1 =

[
eβJ

(
cosh(βB) +

√
sinh2(βB) + e−4βJ

)]N
, (۲۳ .۳)

F = −NJ −NkT ln

[
cosh(βB) +

√
sinh2(βB) + e−4βJ

]
. (۲۴ .۳)

جای گاه هر در متوسط مغناطش̞

m =
M

N
=

1

N
· ∂ lnZ

∂βB

=
∂ lnλ1

∂βB

=
sinh(βB)√

sinh2(βB) + e−4βJ
(۲۵ .۳)

با ͬ بینیم م که همان طور و است دقیق محاسبه یِ نتیجه یِ این است. Tc = 0 فاز گذارِ دمایِ

ͬ خواند. نم بود تقریبی نتیجه ای که میان گین میدانِ نتیجه یِ

Tc,MF =
2J

k
. (۲۶ .۳)
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دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۱ .۳
۵۹

راستایِ در اسپین ها همه یِ دما این در و است، m = sgn(B) ،Tc = 0 دقیق محاسبه یِ در

همه یِ تا است لازم قوی تری ͬ یِ مغناطیس میدانِ رود، بالاتر دما چه هر اما ͬ گیرند. م قرار میدان

ͬ یِ مغناطیس میدانِ در دید. ͬ توان م هم شͺل در را این ͬ گیرند. م قرار میدان راستایِ در اسپین ها

میدانِ هرچه ͬ شود. م ضعیف تر جای گاه هر در متوسط مغناطش̞ رود بالا دما چه هر معین

است. سریع تر دما با مغناطش اُفتِ باشد، ضعیف تر مغناطیسͬ

B0

B1

B2

T0

T1

T2

m

TB

m

| |
| |
| |

B>0

B<0

(0 < B0 < دما و (T0 < T1 < T2) خارجͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ حسبِ بر مغناطش ۱ .۳ شͺل
است. B1 < B2)

Si ∈ طوری که به 1 اسپین با ذراتِ برایِ آیزینگ مدل ͬ خواهیم م مثال این در .۱ .۱ .۳ مثال

تعدادِ بͽیریم. نظر در را J جفتش ضریبِ با یͷ بعدی شبͺه یِ ͷی رویِ را است، {−1, 0,+1}

را پارش تابع̧ انتقال ماتریس̞ از استفاده با ابتدا در ͬ گیریم. م دوره ای را شبͺه و N جای گاه ها

جای گاه هر در متوسط مغناطش̞ سپس ͬ آوریم. م دست به بزرگ ِN یعنͬ ،ͬͺترمودینامی حدِ در

⟨SiSi+1⟩ ͬ توانیم م سادگͬ به بزرگ ِN یعنͬ ،ͬͺترمودینامی حدِ در ͬ آوریم. م دست به را ⟨Si⟩
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۶۰
دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

آیزینگ مدل ͬ یِ همیلتون آوریم. دست به را

H = −J
∑
i

SiSi+1 (۲۷ .۳)

تعریفِ با است.

TSiSi+1 = eβJSiSi+1 . (۲۸ .۳)

ͬ کنیم. م تجزیه ،TSiSi+1 جمله، تعدادی ضربِ حاصل̞ به را پارش تابع̧ از جمله هر روش این در

صورت این در ͬ گیریم. م T ×3 یِ 3 ماتریس̞ از ماتریسͬ عنصرِ ͷی را جمله ها این از کدام هر

بنویسیم زیر شͺل̞ به ͬ توانیم م را دوره ای مرزی شرط˼ برایِ پارش تابع̧

Z =
∑
{Si}

⟨S1|T |S2⟩⟨S2|T |S3⟩ · · · ⟨Sn|T |S1⟩. (۲۹ .۳)

انتخاب را زیر بردارهایِ که است لازم پایه بردارِ سه است، Si ∈ {−1, 0,+1} این که به توجه با

ͬ کنیم م

|+⟩ =

1
0
0

 , |−⟩ =

0
1
0

 , |0⟩ =

0
0
1

 . (۳۰ .۳)

(۲۸ .۳) از استفاده با مثلا́ آوریم، دست به را انتقال ماتریس̞ عناصرِ ͬ توانیم م پایه ها این در

T++ = eβJ(+1)(+1) = eβJ ,

T+− = eβJ(+1)(−1) = e−βJ ,

T+0 = eβJ(+1)(0) = 1.

انتقال ماتریس̞ پایه ها این در این بر بنا

T =

 eβJ e−βJ 1
e−βJ eβJ 1
1 1 1

 (۳۱ .۳)
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دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۱ .۳
۶۱

کنیم قطری را 3×3 ماتریس ͷی باید آوریم دست به را ماتریس این مقادیرِ ویژه آن که برایِ است.

است. جواب برایِ حدسͬ ساده تر راه مورد این در اما دارد. ۳ درجه معادله یِ ͷی حل̞ به نیاز که

بلوکِ ویژه تابع هایِ زد. حدسͬ ͬ توان م ویژه تابع ها موردِ در ولͬ نیست ساده که ویژه مقدار حدس̞

T =

(
eβJ e−βJ

e−βJ eβJ

)
(۳۲ .۳)

(
1
−1

)
,

(
1
1

)
(۳۳ .۳)

بͽیرید نظر در T ویژه تابع̧ عنوانِ به را زیر حدس هایِ هستند.

|u1⟩ =

 1
−1
u1

 , |u2⟩ =

 1
1
u2

 . (۳۴ .۳)

ویژه مقداری ویژه برداری⁃ معادله یِ از استفاده با

T |ui⟩ = λi|ui⟩, (۳۵ .۳)

u1 = 0 داد، نشان ͬ توان م راحتͬ به مثلا́ آورد. دست به را ویژه مقدارها و ویژه بردارها ͬ توان م

دو ͬ توانید م ترتیب همین به است. eβJ − e−βJ ویژه مقدارِ با T ویژه بردارِ |u1⟩ و است

ماتریس این ویژه مقادیرِ آورید. دست به نیز را دیͽر ویژه مقدارِ

λ0 = 2 sinh(βJ), (۳۶ .۳)

λ± =
1

2

[
1 + 2 cosh(βJ)±

√
4 cosh2(βJ)− 4 cosh(βJ) + 9

]
, (۳۷ .۳)

با است. بزرگ تر کدام دیͽر ویژه مقدارِ دو بین̞ نیست واضح اما ،λ+ > λ− که است واضح

که این از √استفاده
4 cosh2(βJ)− 4 cosh(βJ) + 9 =

√
[2 cosh(βJ)− 1]2 + 8 > 2 cosh(βJ)−1.

پس

λ+ > 2 cosh(βJ) > λ0. (۳۸ .۳)
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۶۲
دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

بزرگ ِN یعنͬ ،ͬͺترمودینامی حدِ در و است λ+ ویژه مقدار بزرگ ترین این بر بنا

Z = λN
− + λN

0 + λN
+ = λN

+

[
1 +

(
λ0

λ+

)N

+

(
λ−
λ+

)N
]
≈ λN

+ , (۳۹ .۳)

F ≈ −NkT lnλ+. (۴۰ .۳)

دارد انتقالͬ تقارنِ سیستم چون

⟨SiSi+1⟩ = ⟨S1S2⟩ = ⟨S2S3⟩ = · · · = 1

N

N∑
j=1

⟨SjSj+1⟩ =
1

N

∂ lnZ

∂βJ
=

∂ lnλ+

∂βJ

=
2 sinh(βJ)√

4 cosh2(βJ)− 4 cosh(βJ) + 9

× ·

√
4 cosh2(βJ)− 4 cosh(βJ) + 9 + 2 cosh(βJ)− 1√
4 cosh2(βJ)− 4 cosh(βJ) + 9 + 2 cosh(βJ) + 1

است. زیر صورتِ به پایین دماهایِ و بالا دماهایِ در تابع این حدّی  یِ رفتارِ

⟨SiSi+1⟩ =


4βJ

9
, β → 0

tanh(βJ), β → ∞.
(۴۱ .۳)

هستند. ناهم بسته بالا دماهایِ در و هم بسته بسیار کم دمایِ در مجاور اسپین هایِ یعنͬ

هم بستگͬ توابع̧ ۲ .۳

روش هایی ͬ خواهیم م حالا اما کردیم، صحبت متوسط مقادیرِ و هم بستگͬ توابع̧ مورد در هم قبلا́

از H0 همیلتون̞ͬ با مدلͬ برایِ متوسط اسپین̞ کنیم. معرفͬ را آن ها محاسبه یِ برایِ ͷسیستماتی

ͬ آید م دست به زیر رابطه یِ

⟨Si⟩ =
∑

Si e
−βH0∑

e−βH0
. (۴۲ .۳)
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هم بستگͬ توابع̧ ۲ .۳
۶۳

βJ 〈SiSi+1〉

βJ

〈SiSi+1〉

H0

〈Si〉 =
∑

Si e
−βH0

∑
e−βH0

.

.βJ حسبِ بر ⟨SiSi+1⟩ ͬ یِ هم بستگ تابع̧ ۲ .۳ شͺل

مثلا́ است، سیستم به خارجͬ میدانِ کردنِ اضافه هم بستگͬ توابع̧ محاسبه یِ برایِ عمومͬ راه˼

به پارش تابع̧ کنیم، اضافه همیلتونͬ به −BiSi مثل̞ جمله ای

e−βH0 → e−β(H0−BiSi) (۴۳ .۳)

ͬ شود. م تبدیل

⟨Si⟩ =
∑

Si e
−βH0∑

e−βH0
=

1

Z0
lim
Bi→0

∑
Si e

−β(H0−BiSi)

=
1

Z0
lim
Bi→0

∂Z

∂(βBi)
= lim

Bi→0

1

Z

∂Z

∂(βBi)

= lim
Bi→0

∂ lnZ

∂(βBi)
. (۴۴ .۳)

دست به صورت همین به هم چندنقطه ای توابع̧ است. شده اضافه چشمه یِ با پارش تابع̧ Z0 که
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۶۴
دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

اضافه همیلتونͬ به چشمه جمله یِ ͷی باید اصطلاحاً چندنقطه ای تابع̧ در جمله هر برایِ ͬ آیند. م

کنیم اضافه جمله دو همیلتونͬ به باید ⟨SiSj⟩ نقطه ای يِ دو تابع̧ برایِ مثلا́ کرد.

H = H0 −BiSi −BjSj , (۴۵ .۳)

از است عبارت نقطه ای يِ دو تابع̧ و

⟨SiSj⟩ = lim
Bi→0

lim
Bj→0

[
1

Z

∂2Z

∂(βBi)∂(βBi)

]
. (۴۶ .۳)

کرد. محاسبه را نقطه ای چند توابع̧ همه یِ ͬ توان م شͺل همین به

از است عبارت j و i جای گاه˼ دو در اسپین اُفت وخیزهایِ ͬ یِ بستگ هم

⟨δSiδSj⟩ = ⟨(Si − ⟨Si⟩)(Sj − ⟨Sj⟩)⟩

= ⟨SiSj⟩ − ⟨⟨Si⟩Sj⟩ − ⟨Si⟨Sj⟩⟩+ ⟨⟨Si⟩⟨Sj⟩⟩

= ⟨SiSj⟩ − ⟨Sj⟩⟨Sj⟩

= lim
Bi→0

lim
Bj→0

[
1

Z

∂2Z

∂(βBi)∂(βBi)
− 1

Z2

∂Z

∂(βBi)

∂Z

∂(βBj)

]
= lim

Bi→0
lim
Bj→0

∂⟨Si⟩
∂(βBj)

= kTχij (۴۷ .۳)

که

χij :=
∂⟨Si⟩
∂Bj

(۴۸ .۳)

در مغناطیسͬ میدانِ اگر یعنͬ است. j جای گاه˼ در مغناطیسͬ میدانِ تغییراتِ به iاُم اسپین̞ پاسخ̧

χij قطری یِ عنصرِ ͬ کند. م تغییر چه قدر i جای گاه˼ در اسپین متوسط˼ دهیم تغییر را jاُم جای گاه˼

است. j جای گاه˼ در مغناطیسͬ پذیرفتاری یِ

را حالتͬ بیایید مثلا́ دارد، وجود هم بستگͬ توابع̧ محاسبه یِ برایِ هم ساده تری راه هایِ گاهͬ

تعدادِ داریم. Jk یͷ نواختِ غیرِ جفتش ضریبِ با اسپین از یͷ بعدی زنجیره ای که بͽیریم نظر در
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هم بستگͬ توابع̧ ۲ .۳
۶۵

تقارنِ جفتش، ضریبِ گرفتن̞ غیرِیͷ نواخت با چند هر بͽیرید. دوره ای را شبͺه و N جای گاه ها

محاسبه ͬ توان م سادگͬ به دل خواه ِN برایِ را پارش تابع̧ هنوز اما داده ایم، دست از را انتقالͬ

Jk یͷ نواختِ غیرِ جفتش ضریبِ با یͷ بعدی شبͺه یِ ͷی رویِ آیزینگ مدل ͬ یِ همیلتون کرد.

H = −
∑
k

JkSkSk+1 (۴۹ .۳)

دوره ای مرزی شرط˼ با دل خواه N برایِ ͬ توان م را همیلتونͬ این با متناظر پارش̞ تابع̧ است.

Z =
∑
{Si}

eβ(J1S1S2+J2S2S3+···+JNSNS1)

=
∑
{Si}

T
(J1)
S1S2

T
(J2)
S2S3

· · ·T (JN )
SNS1

(۵۰ .۳)

که است،

T
(Ji)
SiSi+1

= eβJiSiSi+1 . (۵۱ .۳)

بنویسیم زیر شͺل̞ به ͬ توانیم م را پارش تابع̧ صورت این در

Z =
∑
{Si}

⟨S1|T (J1)|S2⟩⟨S2|T (J2)|S3⟩ · · · ⟨Sn|T (JN )|S1⟩

= Tr(T (J1)T (J2) · · ·T (JN )). (۵۲ .۳)

از استفاده ∑با
Si

|Si⟩⟨Si| = 1 (۵۳ .۳)

باشد، Si ∈ {−1,+1} اگر

|+⟩ =
(
1
0

)
, |−⟩ =

(
0
1

)
, (۵۴ .۳)

و است ۲ در ۲ واحدِ ماتریس̞ 1

T (Jk) =

(
eβJk e−βJk

e−βJk eβJk

)
. (۵۵ .۳)
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۶۶
دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

هم زمان ͬ توان م براین بنا هستند، جابه جایی هم با ماتریس ها این همه یِ که است این جالب نکته یِ

است. Jk از مستقل ماتریس این قطری کننده یِ ماتریس̞ صورت این در کرد. قطری هم با آن ها

کرد: قطری را همه شان ͬ توان م یͷ سان ماتریس̞ ͷی با ها k همه یِ ازایِ به این بر بنا

U =
1√
2

(
1 1
−1 1

)
, (۵۶ .۳)

TD := UT (Jk)U−1 =

(
λ
(k)
1 0

0 λ
(k)
2

)
. (۵۷ .۳)

هستند. T (Jk) ویژه مقادیرِ λ(k)
1,2

λ
(k)
1 = 2 cosh(βJk), (۵۸ .۳)

λ
(k)
2 = 2 sinh(βJk), (۵۹ .۳)

از است عبارت بزرگ ِN حدِ در پارش تابع̧ و

Z =
N∏
k=1

2N cosh(βJk). (۶۰ .۳)

را هم بستگͬ توابع̧ بتوان که ͬ دهد م را امͺان این جفتش ضریبِ بودنِ غیرِیͷ نواخت ایده یِ این

از است عبارت ⟨SiSi+1⟩ بزرگ ِN یعنͬ ،ͬͺترمودینامی حدِ در کرد. محاسبه

⟨SiSi+1⟩ =
∑

SiSi+1 e
−βH∑

e−βH

=

∑
SiSi+1 e

β
∑

k JkSkSk+1

Z

=
1

Z

∂Z

∂(βJi)

= tanh(βJi). (۶۱ .۳)

مثلا́ کرد. محاسبه هم را ⟨SiSi+j⟩ مثل̞ دیͽری ͬ یِ هم بستگ توابع̧ ͬ توان م مشتق گیری تکرارِ با

⟨SiSi+2⟩ =
1

Z

∂2Z

∂(βJi)∂(βJi+1)
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هم بستگͬ توابع̧ ۲ .۳
۶۷

= tanh(βJi) tanh(βJi+1). (۶۲ .۳)

و

⟨SiSi+j⟩ =
1

Z

∂jZ

∂(βJi)∂(βJi+1) · · · ∂(βJi+j−1)

=

j−1∏
k=0

tanh(βJi+k). (۶۳ .۳)

کنیم فرض ابتدا ͷتکنی همین با ͬ توانیم م هم است، یͷ نواخت جفتش ضریبِ که حالتͬ برایِ

این صورت در بͽیریم. برابر را جفتش ضرایبِ همه یِ انتها در و است غیرِیͷ نواخت جفتش ضریبِ

هستند عبارت هم بستگͬ توابع̧ آوریم دست به که نتیجه ای ازهمین استفاده با سیستمͬ چنان برایِ

از

⟨SiSj⟩ = tanh(βJ)|j−i|. (۶۴ .۳)

متوسط مغناطش̞ مثلا́ آوریم. دست به ͬ توانیم م هم انتقال ماتریس̞ روش̞ از استفاده با را نتایج این

⟨Si⟩ =

∑
{Sk}

Si⟨S1|T |S2⟩⟨S2|T |S3⟩ · · · ⟨Sn|T |S1⟩

Tr(TN )

=

∑
{Sk}

⟨S1|T |S2⟩ · · · ⟨Si−1|TS|Si⟩ · · · ⟨Sn|T |S1⟩

Tr(TN )

=
Tr(T i−1STN−i+1)

Tr(TN )
=

Tr(STN )

Tr(TN )

=
Tr(SU−1TN

D U)

Tr(TN )
=

Tr(USU−1TN
D )

Tr(TN )
(۶۵ .۳)

که

S|Si⟩ = Si|Si⟩ (۶۶ .۳)

همان (۵۴ .۳) پایه یِ ،در است

S = σz =

(
1 0
0 −1

)
, (۶۷ .۳)
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۶۸
دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

از استفاده با بͽیرید. نظر در را مغناطیسͬ میدانِ غیابِ در آیزینگ مدلِ مثال عنوانِ به است.

ͬ شود م نتیجه (۵۶ .۳)

USU−1 = −
(
0 1
1 0

)
. (۶۸ .۳)

صفر ردˁش که است قطری غیرِ ماتریس̞ ͷی نتیجه قطری ماتریس̞ هر در ماتریس این ضربِ با

پس است.

Tr(USU−1TN
D ) = 0 ⇒ ⟨Si⟩ = 0, (۶۹ .۳)

است. سازگار است ⟨Si⟩ = 0 مغناطیسͬ میدانِ غیابِ در آیزینگ مدلِ برایِ که ما انتظارِ با این و

میان گین مغناطش̞ و ͬ شود م عوض U آن قطری کننده یِ ماتریس̞ و T مغناطیسͬ میدانِ حضورِ در

نیست. صفر دیͽر

آورد دست به ͬ توان م روش همین با هم را دونقطه ای توابع̧

⟨SiSi+j⟩ =

∑
{Sk}

SiSi+j⟨S1|T |S2⟩⟨S2|T |S3⟩ · · · ⟨Sn|T |S1⟩

Tr(TN )

=
Tr(T i−1ST jSTN−i−j+1)

Tr(TN )

=
Tr(ST jSTN−j)

Tr(TN )
, (۷۰ .۳)

کمیت این کنیم. شروع ⟨Si⟩ از چیست؟ هم بستگͬ توابع̧ این معنایِ ببینیم بیایید حالا اما

برحسبِ ͬ توان م دوحالته) سیستم̧ برایِ (مثلا́ را کمیت این آیا است. i جای گاه˼ در اسپین متوسط˼

ͬ توان م هم P−
j ،j جای گاه˼ اسپین̞ بودنِ منفͬ احتمالِ و P+

i ،i جای گاه˼ اسپین̞ بودنِ مثبت احتمال

نوشت؟

⟨Si⟩ = P+
i × (+1) + P−

i × (−1)

= P+
i − P−

i . (۷۱ .۳)
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هم بستگͬ توابع̧ ۲ .۳
۶۹

دیͽر طرفِ از اما

P+
i + P−

i = 1. (۷۲ .۳)

پس

P+
i =

1

2
(1 + ⟨Si⟩)

P−
i =

1

2
(1− ⟨Si⟩). (۷۳ .۳)

را آن ͬ توان م که است j و i جای گاه˼ دو اسپین̞ حاصل˼ضربِ متوسط˼ ⟨SiSj⟩ دونقطه ای یِ تابع̧

نوشت، هم باشند مختلف مقادیرِ جای گاه ها این اسپین̞ این که احتمالِ برحسبِ

⟨SiSj⟩ = P++
i,j − (P+−

i,j + P−+
i,j ) + P−−

i,j , (۷۴ .۳)

باشد. منفͬ j جای گاه˼ اسپین̞ و مثبت i جای گاه˼ اسپین̞ که است آن احتمالِ P+−
i,j مثلا́ که

عمل گرِ

n :=
1

2
(1 + S) =

(
1 0
0 0

)
(۷۵ .۳)

اگر هستند. 0 و 1 ،n عمل گرِ ویژه مقادیرِ و ±1 ،S عمل گرِ ویژه مقادیرِ بͽیرید. نظر در را

n عمل گرِ نقطه ای یِ چند توابع̧ صورت این در است. ni = 1(0) باشد Si = +1(−1)

دارند احتمال با ساده تری رابطه یِ

⟨ni⟩ = P+
i × (1) + P−

i × (0)

= P+
i , (۷۶ .۳)

و

⟨ninj⟩ = P++
i,j , (۷۷ .۳)

باشد. مثبت k و · · · , j ،i جای گاه هایِ اسپین̞ که است آن احتمالِ ⟨ninj · · ·nk⟩ و
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۷۰
دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

غیرِ مرزی یِ شرط˼ با یͷ بˀعدی زنجیره یِ ͷی رویِ آیزینگ مدلِ ۳ .۳

دوره ای

بررسͬ را دوره ای مرزی یِ شرط˼ با یͷ بˀعدی زنجیره یِ ͷی رویِ آیزینگ مدلِ قبل بخش هایِ در

مربوط مرز به که کمیت هایی جز است، زیاد جای گاه ها تعدادِ که ͷترمودینامی حدِ در کردیم.

جواب هایمان مرز، ِͷنزدی جای گاه هایِ برایِ اسپین ها ͬ یِ هم بستگ توابع̧ یا مغناطش مثلا́ هستند،

باشیم علاقه مند اگر این که هم و بحث بودنِ کامل برایِ ولͬ است. مرزی شرط˼ انتخابِ از مستقل

مرزی یِ شرط˼ با یͷ بˀعدی زنجیره ای بخش این در کنیم بررسͬ را مرز ͬ یِ ͺنزدی در جواب هایِ مان

یͷ بˀعدی زنجیره یِ ͷی رویِ آیزینگ مدلِ برایِ این صورت در ͬ گیریم. م نظر در را دوره ای غیرِ

اسپین از

H = −J
∑
i

SiSi+1 −B
∑
i

Si (۷۸ .۳)

از است عبارت باشد معین آخر و اول جای گاه˼ اسپین̞ که وقتͬ برایِ پارش تابع̧

Z =
∑

e−βH

=
∑

S2,···SN−1

e−β(H12+H23+···+HN−1,N )

=
∑
{Si}

TS1S2TS2S3 · · ·TSN−1SN

= ⟨S1|TN−1|SN ⟩. (۷۹ .۳)

که

Hi,i+1 := −JSiSi+1 −BSi (۸۰ .۳)

که دارید توجه است. مرزی شرط˼ در تفاوت تنها است. (۲۰ .۳) انتقالِ ماتریس̞ همان T و

جمع آن ها رویِ و هستند معین آخر و اول جای گاه هایِ اسپین̞ هایِ که کرده ایم فرض این جا در

به ͬ رسیم م است، + حالتِ در مرزها در اسپین که باشد این مثلا́ مرزی شرط˼ اگر نبسته ایم.

Z = ⟨+|TN−1|+⟩. (۸۱ .۳)
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دوره ای غیرِ مرزی یِ شرط˼ با یͷ بˀعدی زنجیره یِ ͷی رویِ آیزینگ مدلِ ۳ .۳
۷۱

دوره ای مرزی شرایط˼ که حالتͬ در که پارش تابع̧ کنند تغییر بتوانند و نباشند معین هم آن ها اگر

به ͬ شود م تبدیل بود، ماتریس ͷی ِˁرد به بود

Z =
∑
S1,SN

⟨S1|TN−1|SN ⟩

=⟨+|TN−1|+⟩+ ⟨−|TN−1|+⟩

⟨+|TN−1|−⟩+ ⟨−|TN−1|−⟩ (۸۲ .۳)
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۷۲
دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

مسائل

Si ∈ طوری که به ذراتِ از آیزینگ مدلِ برایِ جای گاه هر در میان گین مغناطش̞ الف⁃ ۱ .۳

دوره ای و یͺبˀعدی شبͺه و یͷ نواخت غیرِ جفت شدگͬ ضرایبِ و است، {−1,+1}

آورید. دست به را ͬ شود، م داده (۴۹ .۳) ͬ یِ همیلتون با و است

به را ⟨SiSi+2⟩ ،(۷۰ .۳) از استفاده با بͽیرید. یͷ نواخت را جفت شدگͬ ضرایبِ ب⁃

آورید. دست

به را میان گین مغناطش̞ دارد. وجود هم یͷ نواختͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ کنید فرض ج⁃

آورید. دست

یͷ بعدی شبͺه ای رویِ هم سایه نزدیͷ ترین برهم کنش̞ با ذراتِ از آیزینگ مدلِ الف⁃ ۲ .۳

دوره ای شبͺه و یͷ نواخت جفت شدگͬ ضرایبِ و است، Si ∈ {−1,+1} طوری که به

نشان است. غیرِیͷ نواخت کاملا́ ͬ یِ مغناطیس میدانِ کنید فرض بͽیرید. نظر در را است

کنید. محاسبه را پارش تابع̧ ͬ توانید نم معمول روش با دهید

رویِ میدان یعنͬ است غیرِیͷ نواخت حدی تا ͬ یِ مغناطیس میدانِ کنید فرض حالا ب⁃

دست به را پارش تابع̧ حالا است. −B0 فرد جای گاه هایِ رویِ و B0 زوج جای گاه هایِ

آورید. دست به را فرد و زوج جای گاه هایِ در میان گین مغناطش̞ آورید.

ͬ یِ همیلتون با مدلͬ ۳ .۳

H = −J
∑
i

SiSi+1 (۸۳ .۳)

ͷی رویِ را است، Si ∈ {−2,−1, 0,+1,+2} طوری که به 2 اسپین با ذراتِ برایِ

بͽیرید. نظر در J جفتش ضریبِ با یͷ بعدی شبͺه یِ

بنویسید. را سیستم این برایِ انتقال ماتریس̞ الف⁃

طوری به شود اعمال سیستم این به B0 ͬ یِ خارج ͬ یِ مغناطیس میدانِ کنید فرض ب⁃
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مسائل
۷۳

سیستم ͬ یِ همیلتون که

H = −J
∑
i

SiSi+1 −B0

∑
i

Si (۸۴ .۳)

چیست؟ جدید حالتِ در انتقال ماتریس̞ شود.

با یͷ بعدی شبͺه ای روی است، Si ∈ {−1,+1} اسپین̞ با ذراتͬ از آیزینگ مدلِ ۴ .۳
بعدی۱ هم سایه برهم کنش̞

H = −J1
∑
i

SiSi+1 − J2
∑
i

SiSi+2

بͽیرید. نظر در

ͬ یِ همیلتون به ͬ توان م را همیلتونͬ این دهید نشان qi = SiSi+1 متغیرِ تغییرِ با الف⁃

کرد. تبدیل مغناطیسͬ میدانِ حضورِ در هم سایه نزدیͷ ترین با آیزینگ مدلِ

آورید. دست به را پارش تابع̧ تبدیل این از استفاده با ب⁃

آورید. دست به را ⟨SiSi+1⟩ ͬ یِ هم بستگ تابع̧ ج⁃

مدل این ͬ یِ همیلتون است. ۱ اسپین̞ با آیزینگ برایِ مدلͬ Bⅼuⅿe−Ⅽapeⅼ مدلِ ۵ .۳

H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj +∆
∑
i

S2
i

دوم جمع̧ و هم سایه اسپین هایِ رویِ اول جمع̧ است. Si ∈ {−1, 0,+1} که است

است. شبͺه کل̞ رویِ

آورید. دست به یͷ بعدی شبͺه یِ ͷی برایِ را بلوم⁃کیپل مدلِ برایِ انتقال ماتریس̞ الف⁃

آورید. دست به را F (T,∆, N) آزاد انرژی یِ ب⁃

آورید. دست به را S = 0 با جای گاه هایِ ͬ یِ چͽال ج⁃

آورید. دست به را ⟨SjSj+n⟩ ͬ یِ هم بستگ تابع̧ د⁃

طوری به دوره ای شبͺه ای ͷی رویِ S = ±1 حالتِ دو با ذره 2N از آیزینگ مدل ۶ .۳

ͬ یِ همیلتون با و زیر شͺل̞ مطابق̞ را است 1 جای گاه˼ همان 2N + 1 جای گاه˼ که

H = −J
∑
k

(S2k−1S2k + S2kS2k+1 + S2k−1S2k+1)

next­nearest neighbor ۱
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۷۴
دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

N ≫ 1 و T را دما و J را جای گاه دو هر بین جفت شدگͬ ضریبِ بͽیرید. نظر در

بͽیرید.

آورید. دست به را پارش تابع̧ الف⁃

آورید. دست به را دستگاه متوسط˼ انرژی یِ ب⁃

به همیلتونͬ که طوری به ͬ کنیم، م اعمال B ثابتِ ͬ یِ مغناطیس میدانِ دستگاه این به ج⁃

H = −J
∑
k

(S2k−1S2k + S2kS2k+1 + S2k−1S2k+1)−B
∑
k

Sk

آورید. دست به را انتقال ماتریس̞ ͬ شود. م تبدیل

تقریبِ از استفاده با و βB ≪ 1 ضعیف، خیلͬ ͬ یِ مغناطیس میدان ِ حدِ در د⁃

eϵ ≈ 1 + ϵ,

کنید. محاسبه βB مرتبه یِ تا را پارش تابع̧

برایِ کنید. محاسبه را پارش تابع̧ ،βB ≫ 1 قوی، خیلͬ ͬ یِ مغناطیس میدان ِ حدِ در ه⁃

دارید. نگه را eβB توانِ بزرگ ترین کار این

کنید. محاسبه مغناطیسͬ میدان ِ از دل خواه مقداری برایِ را پارش تابع̧ و⁃

هر رویِ که ،(N ≫ 1) جای گاه، 2N با دوره ای یͷ بعدی یِ شبͺه یِ ͷی رویِ ۷ .۳

ͬ کند م تغییرِ یͷ درمیان جفتش ضریبِ دارند، قرار S = ±1 حالتِ دو جای گاه

H = −J1
∑
k

S2kS2k+1 − J2
∑
k

S2k+1S2k+2

آورید. دست به را پارش تابع̧ و انتقال ماتریس الف⁃

آورید. دست به را دستگاه متوسط˼ انرژی یِ ب⁃

آورید. دست به را ⟨S2kS2k+2⟩ و ،⟨S2k+1S2k+2⟩ ،⟨S2kS2k+1⟩ ج⁃
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi

https://staff.alzahra.ac.ir/aghamohammadi



مسائل
۷۵

مثل̞ جای گاه هر در که بͽیرید نظر در یͷ بˀعدی زنجیره ای یͷ بعدی۱⁃ ِXY مدلِ ۸ .۳

آن جهتِ و ثابت اسپین اندازه یِ است. بˀعد دو در مغناطیسͬ عقربه یِ ͷی مثل̞ اسپین ،i

ِXY مدلِ این ͬ شود. م تعیین 0 ≤ θi ≤ 2π طوری که به θi مثل̞ زاویه ای متغیرِ ͷی با

آنجا در دارد آیزینگ مدلِ با مساله این که تفاوتͬ که باشید داشته توجه است. یͷ بعدی

( حالته دو سیستم̧ در Si ∈ {−1,+1} (مثلا́ گسسته مقادیری جای گاه هر در متغیر

متغیرِ این جا در ͬ که حال در بود. بعدی محدود انتقال ماتریس̞ نتیجه در که ͬ کرد، م اختیار

است. بی نهایت بعدی انتقال ماتریس̞ و است پیوسته θi
θi متغیرهایِ در متغیر تغییرِ از استفاده با را پارش تابع̧ بͽیرید. باز را مرزی شرط˼ الف⁃

آورید. دست به

راه نمایی:

1

2π

∫ π

−π
dθex cos θ+inθ = In(x) (۸۵ .۳)

است. تغییریافته۲ بسل̞ تابع̧ In(x) که

شرط˼ کنید فرض آورید. دست به را پارش تابع̧ انتقال ماتریس̞ روش̞ از استفاده با ب⁃

.θN+1 = θ1 یعنͬ است، دوره ای مرزی

هر در اسپین که بͽیرید نظر در یͷ بˀعدی زنجیره ای یͷ بˀعدی۳⁃ هایزنبرگِ مدلِ ۹ .۳

هر ͬ تواند م ولͬ است ثابت اندازه اش است مغناطیسͬ عقربه یِ ͷی مثل̞ ،i مثل̞ جای گاه

ͬ شود. م تعیین ϕi و θi مثل̞ زاویه ای متغیرِ دو با اسپین جهتِ کند. اختیار فضا در جهتͬ

از است عبارت جای گاه هر در اسپین و هستند کروی دستگاه˼ زوایایِ زاویه ها این

Si = sin θi cosϕii+ sin θi sinϕij + cos θik.

سیستم این ͬ یِ همیلتون

H = −J

N∑
i=1

Si · Si+1 (۸۶ .۳)

one­dimensional Heisenberg model۳ modified Bessel function ۲ XY model۱
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۷۶
دقیق حل̞ آیزینگ: مدلِ ۳

پارش تابع̧ در همیلتونͬ جاگذاری یِ با است.

Z =

∫
dΩ1

4π
· · ·
∫

dΩN

4π
e−βH (۸۷ .۳)

آورید دست به لژاندر توابع̧ حسبِ بر را نتیجه و کرده محاسبه را آن

Z =
∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)AN
ℓ , (۸۸ .۳)

که

Aℓ :=
1

2

∫ 1

−1
d cos θ eβJ cos θPℓ(cos θ), (۸۹ .۳)

است. ℓ شاخص̞ با لژاندر تابع̧ Pℓ(cos θ) و

ͬ یِ همیلتون با نردبانͬ شبͺه ای روی آیزینگ مدلِ ۱۰ .۳

H = −J1
∑
⟨i⟩

sisi+1 − J2
∑
⟨i⟩

σiσi+1 − J3
∑
i

siσi

.si ∈ {−1,+1}, σi ∈ {−1,+1} کنید فرض بͽیرید. نظر در را

تعریف را T (σ, s;σ′, s′) مثل̞ شاخصه ۴ موجودِ ͷی است لازم پارش تابع̧ نوشتن̞ برایِ

دست به را ماتریس این دارد. عنصر ۱۶ و است ۴ در ۴ ماتریس ͷی انتقال ماتریس̞ کنید.

آورید.
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مسائل
۷۷

بزرگ Nخیلͬ جای گاه ها تعدادِ که دوره ای یͷ بˀعدی، شبͺه ا ی رویِ اسپینͬ سیستمͬ ۱۱ .۳

ͬ یِ همیلتون و هم سایه هاست نزدیͷ ترین بین̞ هم کنش بر بͽیرید. نظر در را است زوج و

سیستم

H = −J
∑
k

[σ2kS2k+1 + S2k+1σ2k+2] (۹۰ .۳)

جای گاه هایِ در σ2kو ∈ {−1,+1} حالته دو اسپین̞ با ذراتِ زوج جای گاه هایِ در است.

هستند. S2k+1 ∈ {−1, 0,+1} حالته سه فرد

ترکیبِ با که است ساده تر این کار برایِ بنویسید. را سیستم این برایِ انتقال ماتریس̞ الف⁃

شͺل̞ به را همیلتونͬ جملات،

H = −J
∑
k

[σ2k + σ2k+2]S2k+1 (۹۱ .۳)

بزنید. جمع فرد جای گاه هایِ رویِ انتقال، ماتریس̞ محاسبه یِ برایِ سپس و بنویسید

Tσ2k,σ2k+2
=
∑
S2k+1

exp{βJ [σ2k + σ2k+2]S2k+1} (۹۲ .۳)

بسازید. 2× 2 انتقالِ ماتریس̞ ͷی یعنͬ

آورید. دست به بزرگ خیلͬ هایِ N یعنͬ ͬͺترمودینامی حدِ در را پارش تابع ب⁃

آورید. دست به را ⟨σ2k⟩ زوج جای گاه هایِ در اسپین متوسط˼ ج⁃

در غیرِدوره ای،معین مرزی یِ شرایط˼ با بعدی ͷی آیزینگِ مدلِ برایِ پارش تابع̧ ۱۲ .۳

آورید. دست به را (۸۲ .۳) در آزاد و (۸۱ .۳)
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۴

برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼

پایین دماهایِ و بالا دماهایِ

مقدمه ۱ .۴

ِͷانیͺم مسائل̞ از دسته ای حل̞ برایِ تقریبی روشͬ میان گین، میدانِ روش̞ با قبل فصل هایِ در

استفاده آن از یͷ بعدی زنجیره هایِ در که دقیق روشͬ انتقال، ماتریس̞ روش̞ همین طور و آماری

احیاناً و هم بستگͬ توابع̧ مغناطش، پارش، تابع̧ محاسبه یِ عمدتاً ما مسئله یِ شدیم. آشنا کردیم،

در ͬ شویم. م آشنا سری بسط˼ روش̞ یعنͬ دیͽر تقریبی یِ روش̞ ͷی با فصل این در بود. فاز گذارِ

استفاده پارش تابع̧ محاسبه یِ برایِ تقریبی روش̞ این از پایین دماهایِ و بالا دماهایِ تقریبِ دو

ͬ کنیم. م

بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۲ .۴

ͬ یِ همیلتون با اسپینͬ دستگاهͬ کنیم. شروع ساده مثالِ ͷی با بیایید روش این گرفتن̞ یاد برایِ

H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj (۱ .۴)

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi

https://staff.alzahra.ac.ir/aghamohammadi



۸۰
پایین دماهایِ و بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۴

رابط ͷی سویِ دو که هم سایه جایͽاه˼ دو هر و هستند هم سایه j و i جای گاه هایِ یعنͬ ⟨i, j⟩ نمادِ

±1 مقدارِ دو i جای گاه˼ در اسپین دوحالته، سیستم̧ برایِ Si ͬ شوند. م شمرده یͷ بار فقط هستند،

هم سایه هایِ تعدادِ و L شبͺه رابطه هایِ کل̞ تعدادِ ،N را شبͺه این جای گاه هایِ تعدادِ ͬ گیرد. م را

کلّͬ حالتِ در است. L = N دوره ای یͷ بˀعدی یِ شیͺه یِ ͷی برایِ بͽیرید. z را جای گاه هر

وجود رابط Nz جای گاه، N ازایِ به و هم سایه دارد ،z جای گاه هر دوره ای، شبͺه یِ ͷی برایِ

آوردنِ دست به برایِ نکنیم، شمارش دوبار که آن برایِ و است جای گاه دو بین̞ رابط هر اما دارد.

پس کنیم. تقسیم ۲ بر را نتیجه باید L

L =
Nz

2
. (۲ .۴)

از است عبارت سیستم این برایِ پارش تابع̧

Z =
∑

e−βH

=
∑
{Sk}

exp

βJ
∑
⟨i,j⟩

SiSj


=
∑
{Sk}

∏
lij

eβJSiSj (۳ .۴)

است. هم سایه اسپین های بین̞ رابط هایِ تمام̧ روی ضرب علامت و اسپین هاست تمام̧ رویِ جمع

تقریبِ (این جا تقریب ͷی در حداقل ساده ای شͺل به را جمع این ͬ توانیم م آیا که است این مساله

کنیم. محاسبه بالا) دمایِ

ͬ شود م ساده باشد، M2 = 1 که قید این با eαM تابع̧

eαM =
∑
n=0

(αM)n

n!

= 1
∑
n=0

α2n

(2n)!
+M

∑
n=0

α2n+1

(2n+ 1)!

= 1 coshα+M sinhα (۴ .۴)

این که از این جا در که

M2n = 1, M2n+1 = M,
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https://staff.alzahra.ac.ir/aghamohammadi



بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۲ .۴
۸۱

ماتریس̞ کنید فرض است.۱ M ماتریس̞ کردنِ قطری دیͽر ساده یِ راه کرده ایم. استفاده است،

این صورت در باشد. U قطری کننده

U−1MU = MD =

(
1 0
0 −1

)
. (۵ .۴)

پس است، M2 = 1 چون

eαM = 1A(α) +MB(α), (۶ .۴)

یا

eαMD = 1A(α) +MDB(α), (۷ .۴)

ͬ دهد م نتیجه که

eα = A(α) +B(α), (۸ .۴)

e−α = A(α)−B(α), (۹ .۴)

یا

A(α) = coshα, (۱۰ .۴)

B(α) = sinhα. (۱۱ .۴)

دویِ توان یعنͬ دارد، را خاصیت این ͬ کردیم، م بررسͬ که دوحالته ای سیستم̧ برایِ SiSj ترکیبِ

پس است. واحد حتما آن

eβJSiSj = cosh(βJ) + sinh(βJ)SiSj

= cosh(βJ)(1 + τSiSj), (۱۲ .۴)

ویژه باشد −1 آن دترمینانِ اگر است. −1 یا +1 آن دترمینانِ است، واحد ماتریس̞ ماتریس، این دوم̧ توانِ ۱چون

است. قطری خودش و واحد با متناسب M ماتریس̞ یعنͬ باشد، +1 آن دترمینانِ اگر هستند. ±1 مقادیرش
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۸۲
پایین دماهایِ و بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۴

پس است. τ := tanh(βJ) که

Z =
∑
{Sk}

∏
lij

eβJSiSj

= [cosh(βJ)]L
∑
{Sk}

∏
lij

(1 + τSiSj)

= [cosh(βJ)]L
∑
{Sk}

1 + τ
∑
⟨i,j⟩

SiSj + τ2
∑
⟨i,j⟩

SiSj

∑
<m,n>

SmSn + · · ·


اگر چیست. بسط این جمله هایِ ͬ یِ معن ببینیم بیایید است. شبͺه رابطه هایِ کل̞ تعدادِ L که

بͽیریم نظر در را جای گاه ها رویِ ∑جمع
Si=±1

1 = 2,
∑

Si=±1

∑
Sj=±1

1 = 22, · · · ,
∑
{Sk}

1 = 2N

∑
Si=±1

Si = 0,
∑

Si=±1

∑
Sj=±1

SiSj = 0,

∑
Si=±1

∑
Sj=±1

· · ·
∑

Sk=±1

Sni
i S

nj

j · · ·Snk
k =

{
2N , باشند زوج ها nl همه
0, نباشد زوج ها nl از ͬͺی حداقل

سروکار هم (⟨i, j⟩) رابط ها رویِ جمع̧ با پارش، تابع̧ بسط˼ در که باشیم داشته توجه باید اما

دارد. هم سایه 4 جای گاه هر و است مربعͬ شبͺه کنیم فرض مطلب فهم̧ برایِ بیایید داریم.

رویِ جمع سهم̧ اول جمله یِ است. ساده تر مربعͬ شبͺه یِ ͷی برایِ اول چهارجمله یِ محاسبه یِ

ندارند. سهمͬ پارش تابع̧ بسط˼ در بعدی جمله یِ سه که ͬ دهیم م نشان است. 1∑
{Sk}

1 = 2N

∑
{Sk}

∑
⟨i,j⟩

SiSj = 0

ببینید. را (۱ .۴) شͺل̞

کنیم توجه زیر نکاتِ به است لازم پارش تابع̧ در τ ℓ ضریبِ آوردنِ دست به برایِ

باشد، زوج جای گاه ها همه یِ به مربوط اسپین̞ توانِ که ͬ شود م غیرِصفر جمله ای وقتͬ فقط ●

باشد. داشته سهم بار) دو (حداقل زوج بار جای گاه هر یعنͬ
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بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۲ .۴
۸۳

رابط ͷی رویِ رفت وبرگشت مسیرهایِ ͬ توانیم نم و ͬ شود م ظاهر یͷ بار فقط رابط هر ●

باشیم. داشته

بسازند. بسته مسیرِ ͷی رابط ها که دارد سهم بار) دو (حداقل زوج بار جای گاه هر وقتͬ تنها ●

است. برابر ℓ طولِ به بسته مسیرِ دو هر سهم̧

با که ،ℓ طولِ به بسته مسیر هایِ تعدادِ است، لازم τ ℓ ضریبِ آوردنِ دست به برایِ این بر بنا

به ͬ رسیم م پارش تابع̧ برایِ این بر بنا باشیم. داشته را ͬ دهیم، م نشانش Nℓ

Z = [cosh(βJ)]L2N
∑
ℓ=0

Nℓτ
ℓ (۱۳ .۴)

= [cosh(βJ)]Nz/22N
∑
ℓ=0

Nℓτ
ℓ (۱۴ .۴)

است. N0 = 1 همیشه که

این در است. دوره ای و یͷ بˀعدی شبͺه ای رویِ آیزینگ مدل حالت ساده ترین .۱ .۲ .۴ مثال

ͬ گیرد. م بر در را شبͺه کل̞ آن هم که دارد وجود شبͺه رویِ بسته مسیرِ ͷی تنها و z = 2 حالت،

غیرِصفر جمله هایِ تنها پس

N0 = NN = 1

از است عبارت پارش تابع̧ این بر بنا هستند.

Z = [cosh(βJ)]N2N (1 + τN ) = 2N ([cosh(βJ)]N + [sinh(βJ)]N ) (۱۵ .۴)

پارش تابع̧ محاسبه یِ در صورت این در و نداریم دوره ای مسیرِ هیچ نباشد دوره ای مرزی شرط˼ اگر

پس ͬ ماند. م باقͬ سری  اولِ جمله یِ فقط

Z = [cosh(βJ)]N2N . (۱۶ .۴)

ͬ شوند. م ͬͺی آوردیم دست به پارش تابع̧ برایِ که جوابی دو ͷترمودینامی حدِّ در

است دوره ای و مربعͬ شبͺه یِ رویِ آیزینگ مدل دیͽر ساده  یِ مدلِ ͷی .۲ .۲ .۴ مثال

N2k+1 = 0, k = 1, 2, · · · (۱۷ .۴)
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۸۴
پایین دماهایِ و بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۴

شͺل̞ در شده اند. داده نشان قرمزرنگ خط هایِ با رابط ها و سیاه رنگ دایره هایِ با شبͺه نقاط˼ ۱ .۴ شͺل
بسط در رابط سه سهم̧ (c) شͺل̞ در و بسط، در رابط دو سهم̧ (b) شͺل̞ در بسط، در رابط ͷی سهم̧ (a)

است. صفر حالت سه هر سهم̧ گرفته شده اند. نظر در

N2 = 0 (۱۸ .۴)

N4 = N (۱۹ .۴)

N6 = 2N (۲۰ .۴)

N8 =
N(N + 9)

2
(۲۱ .۴)

...

نیستند، مربوط بسته مسیرهایِ به چون τ فردِ توان هایِ ضرایبِ ببینید. را (۲ .۴) شͺل̞ است.
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بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۲ .۴
۸۵

ممͺن حالت هایِ تعدادِ است. شبͺه واحدِ طولِ به مربعͬ بسته مسیرِ کوچͷ ترین هستند. صفر

در را مربع رأس هایِ از ͬͺی است کافͬ واقع در است. N شبͺه رویِ مربع ͷی حضورِ برایِ

ͬ شود. م تعیین یͷ تا طورِ به مربع رأس، این تعیین̞ با چپ. سمتِ بالایی رأس مثلا́ بͽیریم، نظر

است. N4 = N پس داریم. انتخاب شبͺه جای گاه هایِ تعدادِ به یعنͬ ،N رأس، این برایِ

داشته ͬ توانیم م جورمستطیل دو ما است. واحد ۶ محیط˼ به مستطیلͬ بزرگ تر، بسته یِ مسیرِ

.N6 = 2N پس داریم. انتخاب N هرکدام برایِ عمودی. یا باشد افقͬ که مستطیلͬ باشیم.

شͺل̞ نوع چهار واحد، ۸ محیط˼ با بسته ای مسیرِ برایِ ͬ بینید، م (۲ .۴) شͺل̞ در که همان طور

شبیه˼ که موردی اما هستند. قبل حالت هایِ شبیه˼ مستطیل و مربع باشیم. داشته ͬ توانیم م متفاوت

مربع هر درونِ داریم. ۸ محیط˼ با مربع هایِ برایِ انتخاب N ما است. پیچیده تر کمͬ است، Ⅼ

آخرین داریم. انتخاب 4N حالت این برای پس دهیم. قرار را Ⅼ شͺل̞ ͬ توانیم م مختلف جورِ ۴

مربع̧ داریم. انتخاب N مربع ها از ͬͺی برایِ .۴ محیط˼ با مربع دو است. دوپارچه شͺل̞ نوع

که اول مربع̧ مجاورِ مربع̧ چهار و مربع همین رویِ درست به جز باشد، ͬ تواند م هرجایی دیͽر

N −5 دوم مربع̧ برایِ پس کنیم. مستثنͬ باید را مربع ۵ یعنͬ نیست، ۸ محیط˼ با دوپارچه شͺلͬ

تعدادِ سرجمع کنیم. تقسیم هم ۲ ͷی به باید شمارش دوبار از اجتناب برایِ اما داریم. انتخاب

از است عبارت پارش تابع̧ این بر بنا است. N(N − 5)

2
حالات

Z = [cosh(βJ)]2N2N (1 +Nτ4 + 2Nτ6 +
N(N + 9)

2
τ8 + · · · ). (۲۲ .۴)

ͬͺترمودینامی حدِّ در ذره هر بر آزاد انرژی یِ

f := lim
N→∞

F

N
=− lim

N→∞

kT lnZ

N

=− kT ln[2 cosh2(βJ)]− gH(τ) (۲۳ .۴)

که است،

gH(τ) :=
kT

N
ln

(∑
ℓ=0

Nℓ τ
ℓ

)
(۲۴ .۴)

این باشیم، داشته تکینگͬ آزاد انرژی یِ در و باشد داشته فاز گذارِ سیستم اگر که دارید توجه است.
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۸۶
پایین دماهایِ و بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۴

ممͺن بسته یِ مسیر هایِ جای گاه، هر در حالتِ دو با و مربعͬ شبͺه ای رویِ آیزینگ مدلِ در ۲ .۴ شͺل
شده اند. آورده  شͺل در τ8 جمله یِ تا شوند ظاهر ͬ توانند م پارش تابع̧ در که دفعاتͬ تعدادِ با

صعودی تابعͬ τ به نسبت و صفر کمینه اش مثبت، تابع این ضمن در است. gH(τ) در تکینگͬ

است.

است، T ≫ J/k همان که K := βJ ≪ 1 بالا، دمایِ تقریبِ در

τ = tanh(βJ) ≈ βJ ≪ 1, (۲۵ .۴)

توجه کنیم. چشم پوشͬ τ بالایِ توان هایِ از ͬ توانیم م τ برحسبِ پارش تابع̧ بسط˼ در و است

ͬ توانیم م هم دیͽری تعبیرِ و است K := βJ ≪ 1 برایِ بسط˼ واقعاً بسط این که باشید داشته

پایین جفتش̞ ضریبِ آن معادلِ یا T ≫ J/k بالا دما هایِ در بسط این واقع در باشیم. داشته
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بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۲ .۴
۸۷

است. J ≪ kT

سیستم این آزادِ انرژی یِ بالا دمایِ تقریبِ در

F =− kT lnZ

=−NkT ln 2− 2NkT ln[cosh(βJ)]

− kT ln(1 +Nτ4 + 2Nτ6 +
N(N + 9)

2
τ8 + · · · ) (۲۶ .۴)

ͬ کنیم م استفاده زیر تقریب هایِ از ادامه در است.

cosh(βJ) =
1

1− τ2
, (۲۷ .۴)

ln(1 + ϵ) =ϵ− ϵ2

2
+

ϵ3

3
+ · · · , |ϵ| ≪ 1. (۲۸ .۴)

دهیم بسط τ ≪ 1 برایِ را آزاد انرژی سوم̧ و دوم جملاتِ ͬ توانیم م

(۲۹ .۴)

− 2NkT ln[cosh(βJ)] = NkT ln(1− τ2) = −NkT [τ2 +
τ4

2
+

τ6

3
+ · · · ]

بزرگ آن با متناسب سیستم بزرگ کردنِ با و هستند N با متناسب جملات همه یِ بالا بسط˼ در

فزون ور کمیتͬ انرژی داریم انتظار ما داریم. انتظار انرژی از ما که است چیزی همان این ͬ شوند. م

به ͬ رسیم م سوم جمله یِ بسط˼ در اما شود. برابر دو سیستم، کردنِ برابر دو با یعنͬ باشد،

−kT ln(1 +Nτ4 + 2Nτ6+
N(N + 9)

2
τ8 + · · · )

=− kT (Nτ4 + 2Nτ6 +
N(N + 9)

2
τ8 + · · · )

+
kT

2
(Nτ4 + 2Nτ6 + · · · )2

− kT

3
(Nτ4 + 2Nτ6 + · · · )3 + · · · (۳۰ .۴)

توانستیم مͬ اگر اما ͬ شود. م ظاهر آن در N مختلفِ توان هایِ با متناسب جملات ظاهراً که

ضرایبِ که دید خواهیم بͽیریم، نظر در را جملات همه یِ بسط˼ و دهیم انجام دقت به را محاسبه

کنیم، محاسبه را τ8 ضریبِ اگر هم جا همین تا ͬ شوند. م صفر N ِͷی از بالاتر توان های

ͬ کنند. م حذف را هم دیͽر N2 با متناسب جمله هایِ
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۸۸
پایین دماهایِ و بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۴

پایین دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۳ .۴

دوره ای مرزی یِ شرط˼ و H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj ͬ یِ همیلتون با حالته دو ذراتِ از اسپینͬ دستگاهͬ

صورت این در ͬ گیریم. م z را هرجای گاه هم سایه هایِ تعدادِ و N جای گاه ها تعدادِ بͽیرید. نظر در

که انرژی ای باشد، ͬͺی رابطͬ سرِ دو اسپین̞ اگر است. L =
Nz

2
سیستم این در رابط ها تعدادِ

باشند، داشته مشابه اسپین̞ جای گاه ها همه یِ ͬ که حالت در است. −J ͬ دهیم م نسبت رابط آن به

این به است. E0 = −NzJ

2
و کمینه سیستم انرژی یِ باشند، منفͬ همه یا و مثبت همه مثلا́

+1 اسپین ها همه یِ یا دارد، 2 مرتبه یِ ͬ یِ تبه گن پایه حالتِ ͬ گوییم. م منظم حالت هایِ حالت ها،

ͬ شود م عوض رابط z انرژی ی دهد، علامت تغییرِ اسپین ها از ͬͺی فقط اگر هستند. −1 همه یا و

حالتِ انرژی یِ این بر بنا ͬ کند. م تغییر zJ به −zJ از بودیم، داده نسبت آن ها به که انرژی ای و

ببینید. را (۳ .۴) شͺل̞ است. E1 = −NzJ

2
+ 2zJ سیستمͬ چنین برایِ اول، برانگیخته یِ

را است مثبت اسپین ̞شان که جای گاه هایی ͬ بینید. م را مربعͬ دوره ای یِ شبͺه یِ ͷی از بخشͬ

چون داده ایم. نشان قرمز دایره هایِ با را است منفͬ اسپین ̞شان که آن هایی و سیاه دایره هایِ با

و کمینه سیستم انرژی یِ باشند، سیاه جای گاه ها همه یِ اگر است، z = 4 مربعͬ شبͺه یِ برایِ

جای گاهͬ هر ازایِ به هستند. قرمز جای گاه ها از بعضͬ ،(۳ .۴) شͺل̞ در است. E0 = −2NJ

داده ایم نشان زرد رابط هایِ با شͺل در که سیاهش، هم سایه هایِ تعدادِ با متناسب شود قرمز که

شͺل در ͬ شود. م زیاد 2J اندازه یِ به انرژی زرد رابط˼ هر ازایِ به ͬ شود. م زیاد سیستم انرژی یِ

رابط 4 تک جایͽاهͬ جزیره ͷی ͬ بینیم م که همان طور داریم. قرمز جای گاه هایِ از جزیره هایی

هم چهار جایͽاهͬ جزیره یِ دو ͬ شود. م 8J اندازه یِ به سیستم انرژی یِ افزایش̞ باعثِ و دارد

رابط˼ 10 دیͽری ͬ شود. م 16J انرژی یِ افزایش̞ باعثِ و دارد زرد رابط˼ 8 آن ها از ͬͺی هستند.

است 2Jℓ انرژی افزایش̞ در جزیره هر سهم̧ ͬ شود. م 20J انرژی یِ افزایش̞ باعثِ و دارد زرد

است. برابر جزیره آن محیط˼ با جزیره هر زردِ رابط هایِ تعدادِ است. زرد رابط هایِ تعدادِ ℓ که

ͬ شود. م پیدا معین طولِ با بسته مسیرهایِ کله یِ و سر هم تقریب این در ͬ بینیم م که همان طور

و این جا در اما ͬ شد، م ظاهر شبͺه رویِ بسته ای خم̧ محیط بالا، دماهایِ در که است این در تفاوت

ظاهر ͬ گیرد، م بر در را شبͺه رویِ جای گاه هایِ از جزیره ای که خمͬ محیط˼ پایین دمایِ تقریبِ در
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پایین دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۳ .۴
۸۹

به داده ایم. نشان (قرمز) سیاه دایره هایِ با را است (منفͬ) مثبت اسپین ̞شان که جای گاه هایی ۳ .۴ شͺل
نشان زرد رابط هایِ با شͺل در که سیاهش، هم سایه هایِ تعدادِ با متناسب شود قرمز که جای گاه˼ هر ازایِ
جزیره محیط˼ ℓ که است 2Jℓ انرژی افزایش̞ در جزیره هر سهم̧ ͬ شود. م زیاد سیستم انرژی یِ داده ایم

است.

شͺه یِ ͷی برایِ است. اسپینͬ شبͺه یِ دوگانِ شبͺه یِ رویِ خمͬ واقع، در خم این ͬ شود. م
خود⁃دوگان۲ مربعͬ شبͺه یِ هستند. دوگان۱ شبͺه یِ رابط هایِ رابط ها، عمودمنصفِ معین،

در باشد. ͬͺی دوگانش شبͺه یِ با دل خواه شبͺه یِ ͷی ندارد لزومͬ کلͬ حالت در اما است.

شبͺه یِ مثلثͬ شبͺه یِ ͷی دوگانِ است. خود⁃دوگان بود، ͬͺی دوگانش با شبͺه ای که حالتͬ

شبͺه یِ در رابط ͷی شبͺه، ͷی در رابط هر ازایِ به ببینید. را (۴ .۴) شͺل̞ است. لانه زنبوری

است. برابر دوگانش شبͺه یِ رابط هایِ تعدادِ با شبͺه هر رابط هایِ تعدادِ پس دارد، وجود دوگان

این بر بنا

L = L̃, ⇒ zN = z̃Ñ , (۳۱ .۴)

دوگان شبͺه یِ به مربوط کمیت آن که معنͬ این به است نمادی هرکمیت بالایِ ˜ علامتِ که

Self Dual۲ Dual Lattice۱
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۹۰
پایین دماهایِ و بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۴

هستند. هم دوگانِ لانه زنبوری و مثلثͬ شبͺه هایِ ولͬ است، خود⁃دوگان مربعͬ شبͺه یِ ۴ .۴ شͺل

است.

آن زردِ رابط هایِ تعدادِ که مربعͬ شبͺه یِ ͷی برایِ ͬ بینید، م (۳ .۴) شͺل̞ در که همان طور

سیستم انرژی یِ باشد، ℓ متفاوت اند)، آن سرِ دو اسپین̞ که رابط هایی (تعدادِ

E(ℓ) = −2JN + 2Jℓ (۳۲ .۴)

پارش تابع̧ است.

Z =
∑

e−βH

= 2 e2βJN
∑
ℓ=0

Mℓ e
−2βJℓ

= 2 e2βNJ
∑
ℓ=0

Mℓ υ
ℓ (۳۳ .۴)

خاطر به (۳۳ .۴) در 2 ضریبِ است. υ := e−2βJ و ℓ محیط˼ با جزیره هایِ تعدادِ Mℓ که است،

آرایشͬ آرایش، هر ازایِ به پارش تابع̧ محاسبه یِ در است. + ⇔ − تبدیل̞ تحتِ سیستم تقارنِ

ͷی آرایش دو هر ولͬ بالعکس، و شده اند تبدیل منفͬ به مثبت اسپین هایِ که دارد وجود مشابه

و ͬ شود م ساخته رابط ها از که شبͺه ای ͬ بینید م هم (۳ .۴) شͺل̞ در که همان طور دارند. انرژی

مربعͬ شبͺه یِ برایِ این بر بنا هستند. مربعͬ ͬ شوند، م ساخته آن رویِ جزیره ها که شبͺه ای

Mℓ = Nℓ (۳۴ .۴)
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پایین دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۳ .۴
۹۱

ͬͺترمودینامی حدِّ در ذره هر بر آزاد انرژی یِ است.

f := lim
N→∞

F

N
=− lim

N→∞

kT lnZ

N

=− 2J − gL(υ) (۳۵ .۴)

که

gL(υ) :=
kT

N
ln

(∑
ℓ=0

Mℓ υ
ℓ

)
(۳۶ .۴)

داشته تکینگͬ بخواهیم آزاد انرژی یِ در و باشد داشته فاز گذارِ سیستم اگر که دارید توجه است.

υ به نسبت و صفر کمینه اش مثبت، تابع این ضمن در است. gL(υ) در تکینگͬ این باشیم،

است. صعودی تابعͬ

به ͬ رسیدیم م پایین دمایِ تقریبِ در ͬ کردیم نم محدود مربعͬ شبͺه یِ به را خود اگر

Z = 2 eβJL
∑
ℓ=0

Mℓ υ
ℓ. (۳۷ .۴)

(J ≫ kT بالا جفتش̞ آن معادلِ T(یا ≪ J/k همان βJکه ≫ 1 پایین، دمایِ تقریبِ در

است،

υ = e−2βJ ≪ 1, (۳۸ .۴)

کنیم. چشم پوشͬ υ بالایِ توان هایِ از ͬ توانیم م ،υ برحسبِ پارش تابع̧ بسط˼ در و

دوره ای ͬ یِ مربع شبͺه  یِ رویِ آیزینگ مدل پایین̞ دمایِ بسط˼ ͬ خواهیم م مثال این در .۱ .۳ .۴ مثال

است. Mℓ = Nℓ پس است، دوگان خود مربعͬ شبͺه یِ دیدیم که همان طور آوریم. دست به را

تقریبِ در پارش تابع̧ آن نتایج̧ از استفاده با است. بالا دمایِ بسط˼ شبیه˼ پایین، دمایِ بسط˼ پس

از است عبارت پایین دمایِ

Z = 2 e2βNJ(1 +Nυ4 + 2Nυ6 +
N(N + 9)

2
υ8 + · · · ). (۳۹ .۴)
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۹۲
پایین دماهایِ و بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۴

در آن ها دوگانِ شبͺه هایِ و بالا دماهایِ در اسپینͬ شبͺه هایِ ۴ .۴

پایین دماهایِ

شبیه˼ پارش تابع̧ بسط˼ جمله  هایِ ضرایبِ کنیم مطالعه بالا دمایِ در را  ͬ اسپین شبͺه یِ ͷی اگر

پس باشند. نشسته آن دوگانِ شبͺه یِ رویِ اسپین ها که است، اسپینͬ سیستمͬ

Nℓ = M̃ℓ, Mℓ = Ñℓ. (۴۰ .۴)

معین شبͺه یِ ͷی رویِ پایین و بالا دماهایِ برایِ پارش تابع̧ بسط˼ (۳۷ .۴) ،(۱۳ .۴) از استفاده با

از عبارت است

ZHT = [cosh(K)]L 2N
∑
ℓ=0

Nℓ [tanh(K)]ℓ, (۴۱ .۴)

ZLT = 2 eKL
∑
ℓ=0

Mℓ e
−2Kℓ, (۴۲ .۴)

از عبارت است آن، دوگانِ شبͺه یِ رویِ پایین و بالا دماهایِ برایِ پارش تابع̧ بسط˼ و

Z̃HT = [cosh(K̃)]L 2N
∑
ℓ=0

Mℓ [tanh(K̃)]ℓ, (۴۳ .۴)

Z̃LT = 2 eK̃L
∑
ℓ=0

Nℓ e
−2K̃ℓ. (۴۴ .۴)

کرده ایم. استفاده (۴۰ .۴) و (۳۱ .۴) از این جا در

شبͺه یِ ͷی برایِ چون اما بͽوییم. بیش تری چیزهایِ ͬ توانیم م خود⁃دوگان شبͺه هایِ برایِ

ضرایبِ تمام̧ ͬ شوند، م ظاهر بالا جواب هایِ در که سری دو است، Mℓ = Nℓ خود⁃دوگان

داد نشان F (x) =
∑

ℓ=0Nℓ x
ℓ مثل̞ تابع ͷی با را دو هر ͬ توان م پس هستند. ͬͺی بسط

F (tanh(K)) =
∑
ℓ=0

Nℓ [tanh(K)]ℓ, (۴۵ .۴)

و

F (e−2K̃ℓ) =
∑
ℓ=0

Nℓ e
−2K̃ℓ. (۴۶ .۴)
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پایین دماهایِ در آن ها دوگانِ شبͺه هایِ و بالا دماهایِ در اسپینͬ شبͺه هایِ ۴ .۴
۹۳

تابع̧ حسبِ بر ͬ توان م را خود⁃دوگان شبͺه هایِ برایِ پایین دمایِ در و بالا دمایِ در پارش تابع̧

ͬ که درصورت نوشت. مختلف آرگومانِ دو برایِ F

tanh(K) = e−2K̃ ⇒ tanh(
J

kTH
) = exp

(
− 2J

kTL

)
, (۴۷ .۴)

پس ͬ شود. م ͬͺی دقیقاً هم تابع دو متغیرِ باشد،

ZHT

2N {cosh(K)}L
=

ZLT

2 exp{K̃L}
. (۴۸ .۴)

موردِ در ͬͺی مطالعه یِ با هستند. مربوط هم به پایین دمایِ در و بالا دمایِ در پارش تابع̧ بنابراین

نتیجه (۴۷ .۴) از ͬ گوییم. م دوگان۱ͬ خاصیت ویژگͬ این به داشت. خواهیم اطلاع هم دیͽری

ͬ شود م

eK − e−K

eK + e−K
= e−2K̃ , (۴۹ .۴)

دهید نشان ͬ توانید م هم را زیر روابط˼ ساده ای جبری یِ محاسبه یِ با

e−2K =
eK̃ − e−K̃

eK̃ + e−K̃
, (۵۰ .۴)

K̃ = −1

2
ln(tanh(K)) (۵۱ .۴)

K = −1

2
ln(tanh(K̃)) (۵۲ .۴)

2 tanh(K)

1− tanh2(K)
=

2 e−2K̃

1− e−4K̃
(۵۳ .۴)

sinh(2K) sinh(2K̃) = 1. (۵۴ .۴)

K̃ باشد، بزرگ که K دارد. وجود K̃ و K بین تقارنͬ ͬ بینیم م روابط این از که همان طور

خود⁃دوگان شبͺه یِ ͷی برایِ صورت این در ببینید. را (۵ .۴) شͺل̞ برعکس. و است ͷکوچ

در پارش تابع̧ یا ͬ شوند، م مربوط هم به پایین دمایِ در پارش تابع̧ و بالا دمایِ در پارش تابع̧

ͬ شوند. م مربوط هم به زیاد جفتش̞ در پارش تابع̧ و کم جفتش̞

ZHT = 2N−1 [cosh2(K) e−2K̃ ]L/2ZLT

Ⅾuaⅼity۱
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۹۴
پایین دماهایِ و بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۴

N� =M�

tanh(K) = e−2K̃ , ⇒ tanh(
J

kTH
) = exp

(
− 2J

kTL

)

eK − e−K

eK + e−K
= e−2K̃ ,

e−2K =
eK̃ − e−K̃

eK̃ + e−K̃
,

K̃

= −1

2
ln(tanh(K))

2

 K

sinh(2K) sinh(2K̃) = 1.

K̃ K

K̃ زیاد)، جفتش̞ یا کم (دماهایِ K بزرگِ مقادیرِ برایِ .K حسبِ بر K̃ تغییراتِ ͬ یِ منحن ۵ .۴ شͺل
است. کم) جفتش̞ یا زیاد (دماهایِ ͷکوچ

= 2N−1 [cosh2(K) tanh(K)]L/2ZLT

= 2
N(1−

z

4
)−1

[sinh(2K)]L/2ZLT . (۵۵ .۴)

مغناطیسͬ میدانِ غیابِ در مربعͬ شبͺه یِ رویِ آیزینگ مدلِ فازِ گذارِ ۱ .۴ .۴

خم هایی تعدادِ بسط ضرایبِ که بسط هایی صورت به را پارش تابع̧ پایین دمایِ و بالا دمایِ در

در شدیدی تغییراتِ ͬ دهد م رخ فاز گذارِ که هنگامͬ آوردیم. دست به را است، ℓ محیط هایِ با

ͬ شود. م کم برابر ۱۰۰۰ تقریباً چͽالͬ آب تیخیر در مثلا́ ͬ دهد، م رخ ͬͺفیزی کمیت هایِ از ͬͺی

ͬ آید. م دست به پارش تابع̧ بالاترِ یا اول مرتبه یِ مشتق̞ از ͬͺفیزی کمیت های دیدیم که همان طور

ازایِ به آن مشتقاتِ از ͬͺی یا پارش تابع̧ که است معنͬ این به شود ناپیوسته ͬͺفیزی کمیتͬ اگر

دست به پارش تابع برایِ که مقادیری در ͬ شود. م تکین دما مثلا́ پارامتری از خاص مقداریِ

2N [cosh(
J

kTH
)]L بالا دمایِ در مثلا́ که ضریب ͷی است بخش دو ضرب حاصل̞ آوردیم

سری ها یِ باشد تحلیلͬ غیرِ بخواهد چیزی اگر این بر بنا ندارد. مشͺلͬ و است تحلیلͬ که است
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مسائل
۹۵

است خود⁃دوگان مربعͬ شبͺه یِ هستند. SL :=
∑

ℓ=0Mℓ υ
ℓ و SH :=

∑
ℓ=0Nℓ τ

ℓ

،TH مثل̞ بالا دمایی ازایِ به اگر است. L = 2N و z = 4 آن برایِ و است Nℓ = Mℓ پس

که دارد وجود ͬ آید م دست به (۴۷ .۴) از که TL مثل̞ پایین دمایی شود، تکین آن مشتقاتِ یا SH

دمایِ حتماً باشیم داشته فاز گذارِ بالا دمایی ازایِ به اگر پس ͬ شود. م تکین آن مشتقاتِ یا SH

آیزینگِ مدلِ که ͬ دانیم م تجربی نتایج از ͬ دهد. م رخ فاز گذارِ دما آن در که دارد وجود هم پایینͬ

است. TH = TL که ͬ دهد م نتیجه این دارد. فاز گذارِ نقطه یِ ͷی مربعͬ شبͺه یِ رویِ حالته دو

ͬ شود م نتیجه (۵۴ .۴) از

sinh2(2Kc) = 1, ⇒ e2Kc = 1 +
√
2 (۵۶ .۴)

یا

Kc =
J

kTc
=
1

2
ln(1 +

√
2),

⇒ kTc

J
=

2

ln(1 +
√
2)

≈ 2.2691. (۵۷ .۴)

مسائل

بͽویید؟ ͬ توانید م چه یͷ بˀعدی آیزینگِ مدلِ پایین̞ دمایِ بسط˼ ضرایبِ موردِ در ۱ .۴

و دارد قرار ±1 حالتِ دو با ذره ای آن جای گاه ˼ هر در که مربعͬ شبͺه یِ ͷی الف⁃ ۲ .۴

تابع̧ است. H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj همیلتونͬ هم سایه هاست، نزدیͷ ترین بین̞ هم کنش بر

با را ،τ10 جمله یِ ضریبِ آوردیم. دست به ،τ8 مرتبه یِ تا بالا دمایِ تقریبِ در را پارش

آورید. دست به دقیق استدلالِ

Z =[cosh(βJ)]2N2N (1 +Nτ4 + 2Nτ6 +
N(N + 9)

2
τ8

+ 2N(N + 6)τ10 + · · · ).
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۹۶
پایین دماهایِ و بالا دماهایِ برایِ تقریبی روش̞ هایِ سری: بسط˼ ۴

و N2 توان های ضرایبِ دهید نشان آوردید. دست به را آزاد انرژی یِ تقریب این در ب⁃

ندارند. سهمͬ آزاد انرژی یِ در N3

حالتِ دو با اسپینͬ آن جای گاه ˼ هر در که دوره ای و مثلثͬ شبͺه ا یِ رویِ آیزینگ مدلِ ۳ .۴

بͽیرید نظر در هم سایه هاست، نزدیͷ ترین بین̞ هم کنش بر و دارد قرار ±1

H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj .

که آورید، دست به τ6 مرتبه یِ تا بالا دمایِ تقریبِ در را پارش تابع̧ الف⁃

τ = tanh(βJ) ≪ 1,

است. فزون ور که دهید نشان و کنید محاسبه مرتبه همین تا هم را آزاد انرژی یِ است.

به υ6 مرتبه یِ تا پایین دمایِ تقریبِ در مدل همین و شبͺه همین برایِ را پارش تابع̧ ب⁃

که آورید، دست

υ := e−2βJ ≪ 1

است. فزون ور که دهید نشان و کنید محاسبه مرتبه همین تا هم را آزاد انرژی یِ است.

هر در است، دوره ای و دارد جای گاه N منتظم) ͬ یِ (شش ضلع لانه زنبوری شبͺه ا یِ ۴ .۴

هم سایه هاست، نزدیͷ ترین بین̞ هم کنش بر و دارد قرار ±1 حالتِ دو با اسپینͬ آن جای گاه ˼

ͬ یِ همیلتون با

H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj (۵۸ .۴)

بͽیرید. نظر در

که آورید، دست به τ6 مرتبه یِ تا بالا دمایِ تقریبِ در را پارش تابع̧ الف⁃

τ = tanh(βJ) ≪ 1, (۵۹ .۴)

است.

است. فزون ور که دهید نشان و کنید محاسبه مرتبه همین تا هم را آزاد انرژی یِ ب⁃

کنید. اثبات را (۵۴ .۴)⁃(۵۰ .۴) روابط˼ ۵ .۴
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۵

هایزنبرگ مدلِ

هایزنبرگ مدلِ ۱ .۵

ͬ شود م داده زیر ͬ یِ همیلتون با یͷ بعدی شبͺه یِ ͷی رویِ هایزنبرگ مدلِ

H = −
L−1∑
j=1

(
Jxσ

x
j σ

x
j+1 + Jyσ

y
j σ

y
j+1 + Jzσ

z
jσ

z
j+1

)
(۱ .۵)

و XXZ را مدل است، Jx = Jy که حالتͬ در ͬ شود. م گفته XY Z مدلِ مدل، این به گاهͬ

میدانِ که صورتͬ در ͬ گویند. م XXX را مدل برابرند، جفت شدگͬ ضریبِ سه هر که حالتͬ در

اگر کنیم. اضافه همیلتونͬ به هم را −
∑

iBi · σi جمله یِ باید باشیم، داشته هم مغناطیسͬ

.Bi = B و است ͬͺی جای گاه ها همه یِ در باشد، یͷ نواخت مغناطیسͬ میدانِ

عرضͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ با کوانتمͬ آیزینگِ مدلِ ۲ .۵

بͽیرید. نظر در یͷ نواختͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ حضورِ در 1/2 اسپین ̞ با ذراتِ از یͷ بعدی شبͺه ای

سیستم این ͬ یِ همیلتون خاص بسیار حالتͬ در

H = −
N∑
j=1

(
Jσz

jσ
z
j+1 + hσx

j

)
(۲ .۵)
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۹۸
هایزنبرگ مدلِ ۵

ͬ شود. م گفته عرضͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ با کوانتمͬ آیزینگِ مدلِ سیستم این به گاهͬ است.

در و است مربوط است، ͬͺکلاسی مدلͬ که آیزینگ مدلِ به مدل این که است این آن هم دلیل̞

را مرزی شرط˼ سادگͬ برایِ است. x راستایِ در مغناطیسͬ میدانِ است، Jz ̸= 0 تنها ͬ که حال

ͬ گیریم. م دوره ای

J = 0, h ̸= 0 ۱ .۲ .۵

از است عبارت پارش تابع̧ حالت این در

Z = Tr eβJ
∑N

i=1 σ
x
i (۳ .۵)

یعنͬ σx ویژه تابع̧ حالت هایِ از است کافͬ رد محاسبه یِ در

σx|S⟩ = S|S⟩ (۴ .۵)

صورت این در کنیم. استفاده است، S = ±1 که

Z =
∑

{Sj=±1}

⟨S1, S2, · · · , SN |eβh
∑N

j=1 σ
x
i |S1, S2, · · · , SN ⟩ (۵ .۵)

=
∑

{Sj=±1}

eβh
∑N

j=1 Sj (۶ .۵)

=Πj

∑
{Sj=±1}

eβhSj (۷ .۵)

={2 coshβh}N (۸ .۵)

این که ͬ دانیم م اما است. مغناطیسͬ میدانِ بدونِ یͷ بعدی آیزینگِ مدلِ پارش̞ تابع̧ همان این که

ندارد. فاز گذارِ مدل

J ̸= 0, h = 0 ۲ .۲ .۵

از است عبارت پارش تابع̧ حالت این در

Z = Tr eβh
∑N

i=1 σ
z
i σ

z
i+1 (۹ .۵)
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جوردن⁃ویͽنر تبدیل̞ ۳ .۵
۹۹

یعنͬ σz ویژه تابع̧ حالت هایِ از است کافͬ رد محاسبه یِ در

σz|S⟩ = S|S⟩ (۱۰ .۵)

صورت این در کنیم. استفاده است، S = ±1 که

Z =
∑

{Sj=±1}

⟨S1, S2, · · · , SN |eβJ
∑N

j=1 σ
z
i σ

z
i+1 |S1, S2, · · · , SN ⟩ (۱۱ .۵)

=
∑

{Sj=±1}

eβJ
∑N

j=1 SjSj+1 (۱۲ .۵)

است مغناطیسͬ میدانِ حضورِ در برهم کنش بدونِ ͬ یِ اسپین شبͺه ͷی پارش̞ تابع̧ همان این که

ندارد. هم فاز گذارِ که

J ̸= 0, h ̸= 0 ۳ .۲ .۵

جوردن⁃ویͽنر تبدیل̞ ۳ .۵

ͬ شوند. م داده زیر جبرِ با فرمیونͬ عمل گرهایِ

{a†, a} = 1, a†
2
= a2 = 0 (۱۳ .۵)

آزاد فرمیون هایِ از یͷ بعدی شبͺه ای اگر هستند. فرمیونͬ فنایِ و خلق عمل گرهایِ a و a† که

باشیم، داشته

{a†i , aj} = δij , {a†i , a
†
j} = {ai, aj} = 0 (۱۴ .۵)

هستند. شبͺه iاُم̧ جای گاه˼ در فرمیونͬ فنایِ و خلق عمل گرهایِ ai و a†i که

به پائولͬ ماتریس هایِ آوریم. دست به را عمل گرها این برایِ ماتریسͬ نمایشͬ ͬ خواهیم م

ͬ شوند م تعریف زیر شͺل̞

σ+ =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

(
0 0
1 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
(۱۵ .۵)
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۱۰۰
هایزنبرگ مدلِ ۵

دارند را زیر خواص̞ ماتریس ها این

{σ+, σ−} = 1, σ+2
= σ−2

= 0, (۱۶ .۵)

σz = 2σ+σ− − 1. (۱۷ .۵)

مناسب نمایشͬ σ− و σ+ پائولͬ ماتریس هایِ بود ممͺن داشتیم وکار سر فرمیون ͷی با فقط اگر

از شبͺه ای برایِ نمایشͬ آن که برایِ این که به توجه با ͬ بودند. م فنا و خلق عمل گرهایِ برای

پادجابه جایی یِ خاصیتِ مختلف، جای گاه هایِ در فرمیون هایِ داریم انتظار باشیم، داشته فرمیون ها

اما باشند. داشته را فرمیون ها

[σ+
i , σ

−
j ] = δij , (۱۸ .۵)

و هستند جای گاه به مربوط j و i شاخص̞ که

Ai = 1⊗ 1 · · · ⊗A⊗ · · ·1⊗ 1, (۱۹ .۵)

ͬ شود نم ساده شͺل̞ همین به است واضح است. iاُم̧ جای گاه˼ در A و 2× 2 واحدِ ماتریس̞ 1 که

تبدیل̞ گرفت. شبͺه ͷی رویِ فرمیون ها از نمایشͬ عنوان به را پائولͬ ماتریس هایِ

a†j := exp

(
iπ

j−1∑
k=1

σ+
k σ

−
k

)
σ+
j = σ+

j exp

(
iπ

j−1∑
k=1

σ+
k σ

−
k

)
(۲۰ .۵)

aj := exp

(
−iπ

j−1∑
k=1

σ+
k σ

−
k

)
σ−
j = σ−

j exp

(
−iπ

j−1∑
k=1

σ+
k σ

−
k

)
(۲۱ .۵)

از است عبارت هم تبدیل این معکوس̞ ͬ شود. م نامیده جوردن⁃ویͽنر تبدیل̞

σ+
j := exp

(
iπ

j−1∑
k=1

a†kak

)
a†j (۲۲ .۵)

σ−
j := exp

(
−iπ

j−1∑
k=1

a†kak

)
aj (۲۳ .۵)
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جوردن⁃ویͽنر تبدیل̞ ۳ .۵
۱۰۱

σx
j تبدیل̞ ͬ توان م بالا رابطه یِ دو از ͬ کنند. م برآورده را (۱۴ .۵) جبرِ ai و a†i تعریف این با

آورد. دست به را σy
j و

σx
j := exp

(
iπ

j−1∑
k=1

a†kak

)
(a†j + aj) (۲۴ .۵)

σy
j := exp

(
−iπ

j−1∑
k=1

a†kak

)
(−ia†j + iaj) (۲۵ .۵)

خاصیتِ با عمل گری هر

A2 = A (۲۶ .۵)

ͬ کند م برآورده نیز را زیر رابطه یِ

eαA =
∑
k=0

αkAk

k!
(۲۷ .۵)

=1 +A
∑
k=0

αk

k!
= 1 + (eα − 1)A. (۲۸ .۵)

این بر بنا

exp

(
±iπ

j−1∑
k=1

σ+
k σ

−
k

)
=Πj−1

k=1 exp
(
±iσ+

k σ
−
k

)
=Πj−1

k=1

(
1− 2σ+

k σ
−
k

)
=Πj−1

k=1 (−σz
k) (۲۹ .۵)

نوشت ͬ توان م نیز زیر شͺل̞ به را جوردن⁃ویͽنر تبدیل این بر بنا

a†j := Πj−1
k=1 (−σz

k) σ
+
j (۳۰ .۵)

aj := Πj−1
k=1 (−σz

k) σ
−
j (۳۱ .۵)

این بر علاوه

nk := a†kak =
1

2
(1 + σz

k) . (۳۲ .۵)
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۱۰۲
هایزنبرگ مدلِ ۵

یͷ بعدی ͬ یِ اسپین شبͺه هایِ ͬ یِ فرمیون نمایش̞ ۴ .۵

ͬ شود م داده زیر ͬ یِ همیلتون با یͷ بعدی شبͺه یِ ͷی رویِ هایزنبرگ مدلِ

H = −J
L−1∑
j=1

(
σx
j σ

x
j+1 + σy

j σ
y
j+1 + σz

jσ
z
j+1

)
(۳۳ .۵)

مثل̞ جمله ای z راستایِ در مثلا́ مغناطیسͬ، میدانِ حضورِ در

H1 = −B
L∑

j=1

σz
j (۳۴ .۵)

شده اند. مطالعه نیز هایزنبرگ مدلِ از مختلفͬ تعمیم هایِ ͬ شود. م اضافه بالا ͬ یِ همیلتون به

به جمله بیایید آوریم. دست به ͬ ها همیلتون این گونه از آزاد فرمیون هایِ از نمایشͬ ͬ خواهیم م

کنیم. بررسͬ را مساله جمله

σx
j σ

x
j+1 =(a†j + aj)Π

j−1
k=1e

iπa†kak Πj
ℓ=1e

iπa†ℓaℓ(a†j+1 + aj+1)

=(a†j + aj)e
iπa†jaj (a†j+1 + aj+1)

=(a†j + aj)(1− 2a†jaj)(a
†
j+1 + aj+1)

=(a†j − aj)(a
†
j+1 + aj+1), (۳۵ .۵)

و

σy
j σ

y
j+1 =− (−a†j + aj)e

iπa†jaj (−a†j+1 + aj+1)

=− (a†j + aj)(a
†
j+1 − aj+1). (۳۶ .۵)

صورت این در

σx
j σ

x
j+1 + σy

j σ
y
j+1 = 2(a†jaj+1 + a†j+1aj) (۳۷ .۵)

و

σz
j =

(
2a†jaj − 1

)
= (2nj − 1) , (۳۸ .۵)
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یͷ بعدی ͬ یِ اسپین شبͺه هایِ ͬ یِ فرمیون نمایش̞ ۴ .۵
۱۰۳

σz
jσ

z
j+1 =(2a†jaj − 1)(2a†j+1aj+1 − 1)

=(2nj − 1)(2nj+1 − 1)

=4njnj+1 − 2(nj+1 − nj) + 1. (۳۹ .۵)

هستند فرمیونͬ فنایِ و خلق عمل گرهایِ از ۲ مرتبه یِ σy
j σ

y
j+1 و σx

j σ
x
j+1 جمله هایِ این بر بنا

است. فرمیونͬ فنایِ و خلق عمل گرهایِ از ۴ مرتبه یِ تا σz
jσ

z
j+1 اما

عرضͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ با کوانتمͬ آیزینگِ مدلِ مثال⁃ ۱ .۴ .۵

با کوانتمͬ آیزینگ مدلِ گاهͬ که مدلͬ برایِ را جوردن⁃ویͽنر تبدیل از کاربردی مثال عنوان به

ͬ گیریم م نظر در دوره ای مرزی یِ شرط˼ با را ͬ شود م نامیده عرضͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ

H = −J

L∑
j=−L

σx
j σ

x
j+1 −B

L∑
j=−L

σz
j (۴۰ .۵)

جوردن⁃ویͽنر تبدیل̞ با

σx
j σ

x
j+1 = (a†j − aj)(a

†
j+1 + aj+1),

σz
j =

(
2a†jaj − 1

)
, (۴۱ .۵)

ͬ آید م در زیر شͺل̞ به همیلتونͬ

H =− J

L∑
j=−L

(a†j − aj)(a
†
j+1 + aj+1)−B

L∑
j=−L

(
2a†jaj − 1

)

=− J

L∑
j=−L

(
a†jaj+1 + a†j+1aj + a†ja

†
j+1 + aj+1aj

)

− 2B

L∑
j=−L

a†jaj +B(2L+ 1). (۴۲ .۵)

دست به را همیلتونͬ این ویژه مقادیرِ آن که برایِ جفت شده اند. مجاور جای گاه هایِ فرمیون هایِ
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۱۰۴
هایزنبرگ مدلِ ۵

ͬ کنیم م استفاده زیر فوریه یِ تبدیل̞ از آوریم

a†j =
1√

2L+ 1

L∑
k=−L

e
2πijk
2L+1 b†k, (۴۳ .۵)

aj =
1√

2L+ 1

L∑
k=−L

e−
2πijk
2L+1 bk, (۴۴ .۵)

از است عبارت آن عکس̞ که

b†k =
1√

2L+ 1

L∑
j=−L

e−
2πijk
2L+1 a†j , (۴۵ .۵)

bk =
1√

2L+ 1

L∑
j=−L

e
2πijk
2L+1 aj , (۴۶ .۵)

که داریم توجه

1

2L+ 1

L∑
j=−L

e±
2πij(k−k′)

2L+1 = δk,k′ . (۴۷ .۵)

ͬ کنند م صدق زیر جبری یِ روابط˼ در و هستند فرمیونͬ عملͽرهایِ bk و b†k که داد نشان ͬ توان م

{b†k, bk′} = δkk′ , {b†k, b
†
k′} = {bk, bk′} = 0 (۴۸ .۵)

کنیم محاسبه را همیلتونͬ جمله یِ به جمله بیاییم حالا

L∑
j=−L

a†jaj+1 =
1

2L+ 1

L∑
j,m,k=−L

e
2πijk
2L+1 e−

2πi(j+1)m
2L+1 b†kbm

=

L∑
m,k=−L

e−
2πim
2L+1 δm,k b

†
kbm

=
L∑

k=−L

e−
2πik
2L+1 b†kbk (۴۹ .۵)
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یͷ بعدی ͬ یِ اسپین شبͺه هایِ ͬ یِ فرمیون نمایش̞ ۴ .۵
۱۰۵

L∑
j=−L

a†j+1aj =
1

2L+ 1

L∑
j,m,k=−L

e
2πi(j+1)k

2L+1 e−
2πijm
2L+1 b†kbm

=
L∑

m,k=−L

e
2πik
2L+1 δm,k b

†
kbm

=
L∑

k=−L

e
2πik
2L+1 b†kbk (۵۰ .۵)

L∑
j=−L

a†jaj =

L∑
j,m,k=−L

e
2πijk
2L+1 e−

2πijm
2L+1 b†kbm

=
L∑

m,k=−L

δm,k b
†
kbm

=
L∑

k=−L

b†kbk (۵۱ .۵)

L∑
j=−L

a†j+1a
†
j =

1

2L+ 1

L∑
j,m,k=−L

e
2πi(j+1)k

2L+1 e
2πijm
2L+1 b†kb

†
m

=

L∑
m,k=−L

e
2πik
2L+1 δm,−k b

†
kb

†
m =

L∑
k=−L

e
2πik
2L+1 b†kb

†
−k

=
L∑

k=1

e
2πik
2L+1 b†kb

†
−k +

−L∑
k=−1

e
2πik
2L+1 b†kb

†
−k

=
L∑

k=1

e
2πik
2L+1 b†kb

†
−k +

L∑
k=1

e−
2πik
2L+1 b†−kb

†
k

=

L∑
k=1

(
e

2πik
2L+1 − e−

2πik
2L+1

)
b†kb

†
−k

=
L∑

k=1

2i sin

(
2πk

2L+ 1

)
b†kb

†
−k (۵۲ .۵)
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۱۰۶
هایزنبرگ مدلِ ۵

کرده ایم. استفاده b†0b
†
0 = 0 از این جا در

L∑
j=−L

aj+1aj =
1

2L+ 1

L∑
j,m,k=−L

e−
2πi(j+1)k

2L+1 e−
2πijm
2L+1 bkbm

=
L∑

m,k=−L

e−
2πik
2L+1 δm,−k bkbm

=
L∑

k=−L

e−
2πik
2L+1 bkb−k

=
L∑

k=1

e−
2πik
2L+1 bkb−k +

−L∑
k=−1

e−
2πik
2L+1 bkb−k

=
L∑

k=1

e−
2πik
2L+1 bkb−k +

L∑
k=1

e
2πik
2L+1 b−kbk

=−
L∑

k=1

(
e

2πik
2L+1 − e−

2πik
2L+1

)
bkb−k

=−
L∑

k=1

2i sin

(
2πk

2L+ 1

)
bkb−k (۵۳ .۵)

زیر شͺل̞ به همیلتونͬ این ها همه یِ گرفتن̞ نظر در با کرده ایم. استفاده b0b0 = 0 از این جا در

ͬ آید م در

H =− 2

L∑
k=−L

[
Jcos

(
2πk

2L+ 1

)
+B

]
b†kbk

−
L∑

k=1

2iJ sin

(
2πk

2L+ 1

) (
b†kb

†
−k + bkb−k

)
+B(2L+ 1)

=− 2

L∑
k=1

[
Jcos

(
2πk

2L+ 1

)
+B

]
(b†kbk + b†−kb−k)− 2(J +B)b†0b0

+ 2iJ

L∑
k=1

sin

(
2πk

2L+ 1

) (
b†kb

†
−k + bkb−k

)
+B(2L+ 1) (۵۴ .۵)
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یͷ بعدی ͬ یِ اسپین شبͺه هایِ ͬ یِ فرمیون نمایش̞ ۴ .۵
۱۰۷

که است ثابت بخش̞ ͷی شامل̞ همیلتونͬ این کرده ایم. استفاده b0b†0 + b†0b0 = 1 از این جا در

بخش̞ این گذاشتن̞ کنار با ͬ گذاریم. م کنار را آن ͬ شود. م انرژی طیفِ در انتقال ͷی باعثِ فقط

ͬ نویسیم م زیر شͺل̞ به را همیلتونͬ ثابت

H =
L∑

k=1

[
Ak(b

†
kbk + b†−kb−k) + Bk

(
b†kb

†
−k + bkb−k

)]
+ E0b†0b0. (۵۵ .۵)

که

Ak :=− 2Jcos

(
2πk

2L+ 1

)
− 2B (۵۶ .۵)

Bk :=2iJsin

(
2πk

2L+ 1

)
(۵۷ .۵)

E0 :=− 2(J +B) (۵۸ .۵)

تغییرِ باید آن کردنِ قطری برای است. قطری بلوکه ولͬ نیست قطری هنوز همیلتونͬ این

به این صورت در ͬ گویند. م هم ۱ بوگولیوبˀف تبدیلاتِ را کردن قطری این گاهͬ متغیرِ دهیم.

مثل̞ رابطه ای

H =

L∑
k=−L

Ekη†kηk. (۵۹ .۵)

که داریم توجه

η0 = b0,

η†0 = b†0

E0 = −2(J +B). (۶۰ .۵)

نوشت زیر فرم̧ به ͬ توان م را همیلتونͬ

H =
(
b†k b−k

)( Ak Bk

−Bk −Ak

)(
bk
b†−k

)
+ E0b†0b0

transforⅿations Bogoⅼiubov۱
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۱۰۸
هایزنبرگ مدلِ ۵

=
(
b†k b−k

)
M
(

bk
b†−k

)
+ E0b†0b0 (۶۱ .۵)

آن ویژه مقادیرِ کنیم. قطری را M ماتریس̞ باید

Ek = −2
√

A2
k − B2

k = −2

√
J2 +B2 + 2JB cos

(
2πk

2L+ 1

)
(۶۲ .۵)

است.

عرضͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ با XX مدلِ مثال⁃ ۲ .۴ .۵

میدانِ با XX مدلِ گاهͬ که مدلͬ برایِ را جوردن⁃ویͽنر تبدیل از کاربردی دیͽر مثال عنوان به

مرزی یِ شرط˼ با مدل این ͬ یِ همیلتون بͽیریم. نظر در را ͬ شود م نامیده عرضͬ ͬ یِ مغناطیس

دوره ای

H = −J

L∑
j=−L

(
σx
j σ

x
j+1 + σy

j σ
y
j+1

)
−B

L∑
j=−L

σz
j (۶۳ .۵)

به ͬ رسیم م جوردن⁃ویͽنر تبدیل̞ با که است.

H = −2
L∑

j=−L

(
a†jaj+1 + a†j+1aj

)
−B

L∑
j=−L

(
2a†jaj − 1

)
(۶۴ .۵)

به جمله بیاییم حالا شده اند. جفت مجاور جای گاه هایِ ͬ یِ فرمیون میدان هایِ همیلتونͬ این در

کنیم محاسبه را همیلتونͬ جمله یِ

L∑
j=−L

a†jaj+1 =

L∑
k=−L

e−
2πik
2L+1 b†kbk (۶۵ .۵)

L∑
j=−L

a†j+1aj =

L∑
k=−L

e
2πik
2L+1 b†kbk (۶۶ .۵)

L∑
j=−L

a†jaj =
L∑

k=−L

b†kbk (۶۷ .۵)
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یͷ بعدی ͬ یِ اسپین شبͺه هایِ ͬ یِ فرمیون نمایش̞ ۴ .۵
۱۰۹

به ͬ شود م تبدیل همیلتونͬ این ها از استفاده با

H =
L∑

k=−L

[
−4J cos

(
2πk

2L+ 1

)
− 2B

]
b†kbk +B(2L+ 1)

=:
L∑

k=−L

ϵk Nk +B(2L+ 1) (۶۸ .۵)

که

ϵk := −4J cos

(
2πk

2L+ 1

)
− 2B (۶۹ .۵)

Nk := b†kbk (۷۰ .۵)

ویژه تابع هایِ Hkاست. := ϵk Nk جفت نشده یِ ͬ یِ همیلتون تعدادی Hجمع ͬ یِ همیلتون و است

بنویسیم. Nk عمل گرهایِ ویژه تابع هایِ اساس̞ بر ͬ توانیم م را همیلتونͬ

از است عبارت سیستمͬ چنین پارش̞ تابع̧

Z =
∑
{E}

e−βE

=
∑
{nk}

e−
∑

k βϵknk

=Πk

(
1 + e−βϵk

)
, (۷۱ .۵)

آزاد انرژی یِ و

F = −KT lnZ = −γ = − 1

β

∑
k

ln
(
1 + e−βϵk

)
, (۷۲ .۵)

تعریفِ با

κ :=
2πk

2L+ 1
(۷۳ .۵)

به ͬ رسیم م ͬͺترمودینامی حدِ در و

ϵk = −4J cosκ− 2B,
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۱۱۰
هایزنبرگ مدلِ ۵

F = − 1

β

∫ π

−π
dκ ln(1 + e−βϵk) (۷۴ .۵)

مسائل

Si ∈ {−1,+1} طوری که به ۲̸۱ اسپین̞ با ذراتͬ برایِ آیزینگ مدلِ پارش̞ تابع̧ الف⁃ ۱ .۵

حدِ در را مثلثͬ شبͺه یِ ͷی رویِ T دمایِ و J > 0 ͬ یِ جفت شدگ ضریبِ با است،

آورید. دست به tanh(J/KT ) از ۶ مرتبه یِ تا بالا دماهایِ

مرتبه یِ تا پایین دماهایِ حدِ در را مثلثͬ شبͺه یِ ͷی رویِ آیزینگ مدلِ پارش̞ تابع̧ ب⁃

آورید. دست به exp[−2J/KT ] از ۴

شبͺه یِ ͷی رویِ T دمایِ و J > 0 ͬ یِ جفت شدگ ضریبِ با آیزینگ مدلِ پارش̞ تابع̧ ج⁃

آورید. دست به tanh(J/KT ) از ۱۰ مرتبه یِ تا بالا دماهایِ حدِ در را شش ضلعͬ

تا پایین دماهایِ حدِ در را شش ضلعͬ شبͺه یِ ͷی رویِ آیزینگ مدلِ پارش̞ تابع̧ د⁃

آورید. دست به exp[−2J/KT ] از ۴ مرتبه یِ

ͬ یِ جفت شدگ ضریبِ با آیزینگ مدلِ برایِ قبل مساله در که پارشͬ تابع̧ از استفاده با الف⁃ ۲ .۵

را آزاد انرژی آورده اید، دست به بالا دمایِ حدِ در مثلثͬ شبͺه یِ ͷی رویِ T دمایِ و J

باقͬ N از خطͬ مرتبه هایِ یعنͬ است، فزون ور انرژی این دهید نشان آورید. دست به

ͬ کنند. م حذف را هم دیͽر N بالاترِ مرتبه هایِ و ͬ مانند م

آورید. دست به بالا دمایِ حد در را مجاور اسپین هایِ ͬ یِ هم بستگ تابع̧ ب⁃

بͽیرید. نظر در را زیر ͬ یِ همیلتون با عرضͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ با کوانتمͬ آیزینگ مدلِ ۳ .۵

H = −
L∑

j=−L

(
Jxσ

x
j σ

x
j+1 + Jyσ

y
j σ

y
j+1

)
−B

L∑
j=−L

σz
j

جوردن⁃ویͽنر تیدیل تحتِ بالا ِ ͬ ی همیلتون یافته یِ تبدیل شͺل̞

a†j := exp

(
iπ

j−1∑
k=1

σ+
k σ

−
k

)
σ+
j = σ+

j exp

(
iπ

j−1∑
k=1

σ+
k σ

−
k

)
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مسائل
۱۱۱

aj := exp

(
−iπ

j−1∑
k=1

σ+
k σ

−
k

)
σ−
j = σ−

j exp

(
−iπ

j−1∑
k=1

σ+
k σ

−
k

)

هستند. فرمیونͬ فنایِ و خلق عمل گرهایِ a و a† این جا در آورید. دست به را

{a†i , aj} = δij , {a†i , a
†
j} = {ai, aj} = 0
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۶

لانداو⁃گینزبرگ مدل

لانداو⁃گینزبرگ مدل ۱ .۶

ͷی مدل ها این در کردیم. بررسͬ را ساده سیستمهای از بعضͬ در فاز گذارِ قبل فصل های در

از بعضͬ در نوشتیم. سیستم درونِ ذراتِ برهم کنش̞ توصیف برای ͷوپیͺروسͺمی ͬ یِ همیلتون

میان گین میدانِ روش̞ مثل تقریبی روش هایِ با دیͽر بعضͬ در و دقیق روش های با مدل ها این

هر به که کمیتͬ و گسسته مدل ها این آوردیم. دست به را مغناطش مثل̞ ͬͺفیزی کمیت های

چیزی پارش تابع̧ ͬ کرد. م انتخاب گسسته مقادیری ،Si اسپین، مثلا́ ͬ دادیم م نسبت جای گاه

مثل̞ است

Z = Tr[e−βH ]. (۱ .۶)

و ͬ شود م تبدیل پیوستار محیطͬ به گسسته شبͺه کنیم نگاه سیستم به درشت تری مقیاس در اگر

تغییراتِ Si میͺروسͺوپی حدِّ در هرچند ͬ شود.  م مͺان از پیوسته کمیتͬ نیز m(x) مغناطش

مقیاس̞ در وقتͬ ولͬ بͽیرد، ±1 مقادیر ͬ تواند م حالته دو سیستم̧ برای مثلا́ دارد، شدیدی

مجموعه این متوسط˼ اسپین̞ به مقداری که جای گاه، 100 مثلا́ کنیم، نگاه سیستم به بزرگ تری

تقریبِ بزرگ تر مقیاس هایِ در است. 1, 0.98, 0.96, · · · ,−1 مقادیرِِ از ͬͺی ͬ دهیم، م نسبت
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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۱۱۴
لانداو⁃گینزبرگ مدل ۶

تقریب این در ͬ شود. م بهتری تقریبِ ∑پیوستار
i

⇒
∫

dNx (۲ .۶)

∑
{Si}

⇒
∫

DΦ (۳ .۶)

ممͺن̞ توابع̧ تمام̧ رویِ جمع که است، تابع۱ͬ انتگرالِ ͷی
∫
DΦ انتگرالِ و شبͺه بعدِ N که

به میͺروسͺوپی سیستم̧ ͬ یِ همیلتون است. Φ(x)

βH({Si}) = β
∑
i

Hi ⇒ L[Φ(x)] =

∫
dNxL(Φ(x)) (۴ .۶)

به پارش تابع و

(۵ .۶)

Z = Tr[e−βH ] ⇒
∫

DΦexp (−L[Φ(x)]) =

∫
DΦexp

(
−
∫

dNxL(Φ(x))
)

ولͬ نیستند محاسبه قابل̞ مستقیم و سادگͬ به خاص مواردِ در جز تبدیل ها این ͬ شوند. م تبدیل

داشته تقارن هایی ͷوپیͺروسͺمی مدل هایِ است ممͺن دارد. وجود هم دیͽری راه هایِ گاهͬ

عوض Si → −Si تبدیل̞ تحتِ آن به مربوط پارش̞ تابع̧ و آیزینگ مدل ͬ یِ همیلتون مثلا باشند.

را تقارن ها همان که است پیوسته مدل هایی نوشتن مساله این به دیͽر نگاه نوع̧ ͷی ͬ شود. نم

ͬ ترین کل نشود. عوض همیلتونͬ m(x) → −m(x) تبدیل̞ تحت مثلا یعنͬ باشند، داشته

باشد داشته خاصیتͬ چنین که همیلتونͬ

βH =

∫
dNx

[
a0(T ) + a2(T )Φ

2(x) + a4(T )Φ
4(x) + · · · (۶ .۶)

+b2|∇Φ|2 + · · ·+ c4Φ
2|∇Φ|2 + · · ·

]
(۷ .۶)

و بالاتر مرتبه هایِ مشتقات گرفتن نظر در با است. ناوردا فضا در دورانͬ هر تحتِ مدل این البته

از محدودی تعدادِ باید موضعͬ نظریه ͷی داشتن̞ برایِ ͬ شود. م غیرِموضعͬ نظریه بالاتر توانهای

Functional integral۱
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لانداو⁃گینزبرگ مدل ۱ .۶
۱۱۵

این که به توجه با ͬ نامند. م لانداو⁃گینزبرگ۱ مدل را مدلͬ چنین بͽیریم. نظر در را بالا جملاتِ

باشد Φ آرایش̞ در سیستم این که احتمالِ

P =
exp (−L[Φ])

Z
(۸ .۶)

ضریبِ مثلا آوریم. دست به ͬ شوند م ظاهر L در که ضرایبی موردِ در اطلاعاتͬ ͬ توانیم م است،

احتمالِ صورت این غیرِ در باشد. مثبت حتماً باید ͬ شود، م ظاهر P در که Φ از توانͬ بزرگ ترین

|∇Φ|2 ضریبِ b2 یا داشت. بهنجاری احتمالِ ͬ توان نم و است بیش تر بزرگ تر، Φ با آرایش هایِ

این هستند. محتمل تر شدیدتر تغییراتِ با آرایش هایی صورت این غیرِ در زیرا باشد، مثبت باید هم

داشته کار سرو هم وارتری آرایش هایِ با بزرگ تر مقیاس هایِ در داریم انتظار ما که است حالͬ در

میͺروسͺوپی ͬ یِ همیلتون در که این به توجه با هستند. دما از توابعͬ ضرایب این ضمن در باشیم.

بدرفتار ضرایب این کردن دانه درشت با نداریم انتظار بودند، خوش رفتاری کمیت هایِ ضرایب

حالت در واقع در باشند. دما از تحلیلͬ توابعͬ ضرایب این که است این انتظار این بر بنا شوند.

است ممͺن کردن دانه درشت با ولͬ است، 1/(kT ) صورتِ به دما به بستگͬ میͺروسͺوپی

کنیم. بسنده زیر جملات با مدلͬ به که است این حالت ساده ترین باشند. دما از پیچیده تری توابع̧

L =a0(T ) + a2(T )Φ
2(x) + a4(T )Φ

4(x) + b2|∇Φ|2. (۹ .۶)

ͷی را b2 ضریبِ ،Φ مقیاس کردنِ با ͬ توانیم م همواره باشند. مثبت باید b2 و a4 صورت این در

کنیم عمل ͬ کردیم، م اضافه مغناطیسͬ میدانِ آیزینگ مدلِ به که همان گونه بخواهیم اگر کنیم.

m(x) → −m(x) تقارنِ طبیعتا جمله این البته کنیم. اضافه h·Φ−هم مثل̞ جمله ای است کافͬ

صورت این در ͬ شͺند. م را

L =a0(T ) + a2(T )Φ
2(x) + a4(T )Φ

4(x) + |∇Φ|2 − h · Φ. (۱۰ .۶)

که است، L در a0(T ) جمله یِ محاسبه به مربوط محاسبه ∫ساده ترین
dNx a0(T ) = V a0(T ) (۱۱ .۶)

Ⅼanⅾau−Ginzburg۱
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۱۱۶
لانداو⁃گینزبرگ مدل ۶

دو به را L در جملات بقیه کنیم. جدا ͬ توانیم م را بخش این است. سیستم حجم̧ V ͬ شود. م

ͬ کنیم م تقسیم است آن از تابعͬ Ψ(Φ) دیͽری و Φ(x) مشتقاتِ شامل̞ ͬͺی که بخش

Ψ(Φ) = a2Φ
2 + a4Φ

4 − h · Φ. (۱۲ .۶)

سهم مهم ترین بͽیریم. نظر در را سهم مهم ترین پارش تابع̧ محاسبه یِ در که است این تقریب ͷی

این که گرفتن̞ نظر در با باشد. مقدار بزرگ ترین نمایی تابع̧ نمایِ یعنͬ دارد. جمله محتمل ترین را

است، مثبت آن) ͬ یِ نزول ناحیه در چه و صعودی ناحیه در (چه تابعͬ هر برایِ |∇Φ|2 جمله یِ

منفͬ نمایی تابع̧ نمایِ در سهمش نما، در منفͬ ضریبِ خاطر به اما دارد. انرژی در مثبت سهمͬ

جوابی است کافͬ تقریب این در پس ͬ کند. م کم را بیش تر تغییراتِ با توابعͬ احتمالِ و است،

یعنͬ Ψ کوچͷ ترین که بͽیریم را آرایشͬ و باشد صفر جمله این تا باشد ثابت که کنیم انتخاب

مغناطیسͬ میدانِ راستایِ در را آن Φ برایِ برداری جوابِ ͷی برایِ است کافͬ بدهد. را Ψmin

و بͽیریم

dΨ

dΦ

∣∣
Φ=m

= 2a2m+ 4a4m
3 − h = 0. (۱۳ .۶)

a2 > 0 پس دارد. را ϕ توانِ بزرگ ترین Φ2 صورت این در باشد. a4 = 0 کنیم فرض ابتدا

کنیم. بررسͬ جدا را مختلف حالتِ سه است.

h = 0 ازایِ به Φ حسبِ بر Ψ دارد. m1 = 0 ͬ یِ بدیه جوابِ ͷی معادله این .h = 0 ●

و است سهمͬ ͷی

d2Ψ

dΦ2

∣∣
Φ=0

= 2a2 > 0 (۱۴ .۶)

مغناطش̞ خارجͬ، ͬ یِ مغناطیس میدانِ غیابِ در یعنͬ است. کمینه m1 = 0 نقطه یِ و

است. صفر متوسط

h > 0 ازایِ به Φ حسبِ بر Ψ .m2 =
h

2a2
> 0 دارد، جوابِ ͷی معادله این .h > 0 ●

و است سهمͬ ͷی هم

d2Ψ

dΦ2

∣∣
Φ=m2

= 2a2 > 0 (۱۵ .۶)
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لانداو⁃گینزبرگ مدل ۱ .۶
۱۱۷

منحنͬ این شیبِ Φ = 0 در که داریم توجه است. کمینه m2 > 0 نقطه یِ و

dΨ

dΦ

∣∣
Φ=0

= −h < 0. (۱۶ .۶)

خارجͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ حضورِ در یعنͬ ببینید. را (۱ .۶) شͺل̞ در رنگ سبز ͬ یِ منحن

است. ،m > 0 آن با هم راستا متوسط مغناطش̞ ،h > 0

h < 0 ازایِ به Φ حسبِ بر Ψ .m3 =
h

2a2
< 0 دارد، جوابِ ͷی معادله این .h < 0 ●

و است سهمͬ ͷی هم

d2Ψ

dΦ2

∣∣
Φ=m3

= 2a2 > 0 (۱۷ .۶)

منحنͬ این شیبِ Φ = 0 در که داریم توجه است. کمینه m3 < 0 نقطه یِ و

dΨ

dΦ

∣∣
Φ=0

= −h > 0. (۱۸ .۶)

خارجͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ حضورِ در یعنͬ ببینید. را (۱ .۶) شͺل̞ در رنگ قرمز ͬ یِ منحن

است. ،m < 0 آن با هم راستا متوسط مغناطش̞ ،h < 0

مثبت حتما باید a4 این صورت در است. a4 ̸= 0 که بͽیریم نظر در را حالتͬ بیایید حالا

آوردنِ دست به برایِ است. a2 > 0 کنیم فرض ابتدا باشد. منفͬ یا مثبت ͬ تواند م a2 و باشد

معادله ها یِ باید کمینه نقاط˼ یا نقطه

Ψ′ = 2a2m+ 4a4m
3 − h = 0

Ψ′′ = 2a2 + 12a4m
2 > 0. (۱۹ .۶)

اما باشد. داشته ͬ تواند م جواب سه ͬ الاصول عل و است ۳ درجه یِ اول معادله یِ کنیم. حل را

هستند. کمینه جواب ها همه یِ یعنͬ است، برقرار هم واره ،a2, a4 > 0 به توجه با دوم معادله یِ

که این گرفتن̞ نظر در با باشد. بیشینه دو بین̞ باید کمینه هر زیرا ندارد امͺان چیزی چنین اما

lim
Φ→±∞

Ψ → ∞, (۲۰ .۶)
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۱۱۸
لانداو⁃گینزبرگ مدل ۶

h < 0 Φ Ψ m3 =
h

2a2
< 0 h < 0

d2Ψ

dΦ2

∣∣
Φ=m3

= 2a2 > 0

Φ = 0 m3 < 0

dΨ

dΦ

∣∣
Φ=0

= −h > 0.

Ψ

Φ

h < 0

h = 0

h > 0

h > 0 h = 0 Φ Ψ

h < 0

a4 a4 �= 0

m = ±
√
−a2

2a4
a2

m = 0 a2 > 0

سبزرنگ)، ͬ یِ (منحن h > 0 نقطه چین)، ͬ یِ (منحن h = 0 ازایِ به Φ حسبِ بر Ψ ͬ یِ منحن ۱ .۶ شͺل
قرمزرنگ). ͬ یِ (منحن h < 0 و

برایِ یعنͬ است. Ψ′(0) = −h که باشید داشته توجه ضمن در دارد. کمینه ͷی تنها Ψ است،

مقداری ازایِ به Ψ کمینه یِ h < 0 برایِ و m برایِ مثبت مقداری ازایِ به Ψ کمینه یِ h > 0

کیفͬ طورِ به که ͬ شود م (۲ .۶) شͺل̞ Φ حسبِ بر Ψ تغییراتِ ͬ یِ منحن است. m برایِ منفͬ

مغناطیسͬ میدانِ پیوسته تغییرِ با است. آن شبیه˼ نیز ͬ اش ͺفیزی نتایج̧ و است (۱ .۶) شͺل̞ شبیه˼

متوسط مغناطش̞ و ͬ شود م تبدیل قرمزرنگ ͬ یِ منحن به تدریج به پیوسته طورِ به سبزرنگ ͬ یِ منحن

منفͬ مقداری به و کرده عبور صفر مغناطش̞ از مثبت مقداری از پیوسته طورِ به Ψ(Φ) کمینه یِ در

ͬ رسد. م مغناطش برایِ

ͬ تواند م Ψ′ و ͬ شود م بزرگ هم Ψ بزرگ Φ حد در این که به توجه با باشد، a2 < 0 اگر

دیͽر تایِ دو و بیشینه آن ها از ͬͺی حتماً داشت جواب سه اگر صفر شود، نقطه سه در حداکثر

Φ حسبِ بر Ψ است. کمینه حتما جواب آن داشت جواب ͷی که صورتͬ در و هستند کمینه

ͷی هر برایِ ولͬ برابرند کمینه دو است h = 0 که حالتͬ در ͬ شود. م (۳ .۶) شͺل̞ شبیه˼ چیزی

است مطلق کمینه یِ آن ها از ͬͺی مورد هر در که دارد وجود کمینه دو منفͬ یا مثبت میدان هایِ از
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لانداو⁃گینزبرگ مدل ۱ .۶
۱۱۹

a2 > 0

Ψ

Φ

h < 0

h < 0

h > 0

h > 0

h = 0

h > 0 h = 0 Φ Ψ

h < 0

◦

a2 a2

a2(T ) = a2(0) + a
(1)
2 (T − Tc) + · · · .

a2 = 0

a2(0) = 0, a
(1)
2 > 0

T < Tc T > Tc

ͬ ها یِ (منحن h > 0 نقطه چین)، ͬ یِ (منحن h = 0 ازایِ به Φ حسبِ بر Ψ ͬ یِ منحن ۲ .۶ شͺل
قرمزرنگ). ͬ ها یِ (منحن h < 0 و سبزرنگ)،

به سبزرنگ ͬ یِ منحن مغناطیسͬ میدانِ پیوسته یِ تغییرِ با شده اند. داده نمایش ◦ با شͺل در که

تغییرِ با طور همین و است مثبت مطلق کمینه یِ هم واره ولͬ ͬ کند م تغییر تدریج به و پیوسته طورِ

هم واره ولͬ ͬ کند م تغییر تدریج به و پیوسته طورِ به قرمزرنگ ͬ یِ منحن مغناطیسͬ میدانِ پیوسته یِ

فرق (۳ .۶) و (۲ .۶) شͺل̞ دو بین که چیزی ͬ بینیم م که همان طور است. منفͬ مطلق کمینه یِ

ͬ یِ ͺنزدی در است دما از تحلیلͬ تابعͬ a2 که آن جا از است. a2 بودنِ منفͬ یا مثبت ͬ گذارد، م

بحرانͬ دمایِ

a2(T ) = a
(0)
2 + a

(1)
2 (T − Tc) + · · · . (۲۱ .۶)

ͬ دهد م نتیجه دو این سازگاری یِ است، فاز دو بین̞ جدایی یِ نقطه ی a2 = 0 نقطه یِ و

a
(0)
2 = 0, a

(1)
2 > 0 (۲۲ .۶)
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۱۲۰
لانداو⁃گینزبرگ مدل ۶

است. T < Tc برایِ (۳ .۶) شͺل̞ و T > Tc برایِ (۲ .۶) شͺل̞ صورت این در است.

a2 < 0

Φ

Ψ

h < 0

h < 0

h > 0

h > 0

h = 0

h > 0 h = 0 Φ Ψ

h = 0 h < 0

◦

Ψ

2a2m+ 4a4m
3 − h = 0.

a2 = 0

m =

(
h

4a4

)1/3

,

h = 0 δ = 3

a2 > 0

a2 < 0 m = 0

ͬ ها یِ (منحن h > 0 نقطه چین)، ͬ یِ (منحن h = 0 ازایِ به Φ حسبِ بر Ψ ͬ یِ منحن ۳ .۶ شͺل
هر برایِ ولͬ برابرند کمینه دو است h = 0 که حالتͬ در قرمزرنگ). ͬ ها یِ (منحن h < 0 و سبزرنگ)،
که است مطلق کمینه یِ آن ها از ͬͺی مورد هر در که دارد وجود کمینه دو منفͬ یا مثبت میدان هایِ از ͷی

است. شده داده نمایش ◦ با شͺل در

ͬ آید م دست به زیر رابطه یِ از Ψ هایِ کمینه

2a2m+ 4a4m
3 − h = 0. (۲۳ .۶)

و a2 = 0 فاز گذارِ دمایِ در

m =

(
h

4a4

)1/3

, (۲۴ .۶)

h = 0 در است. δ = 3 ͬ یِ بحران نمایِ پس است. (۴ .۶) شͺل̞ در سیاه رنگ نمودارِ که

و است a2 > 0 بحرانͬ، دمایِ از بالاتر دمایِ در است. متفاوت مختلف فازِ دو برایِ مغناطش
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لانداو⁃گینزبرگ مدل ۱ .۶
۱۲۱

سیاه رنگ)، ͬ یِ (منحن T = Tc ازایِ به h مغناطیسͬ میدانِ حسبِ بر ،m مغناطش ͬ یِ منحن ۴ .۶ شͺل
است T ≥ Tc که حالتͬ در قرمزرنگ). ͬ ها یِ (منحن T > Tc و آبی رنگ)، ͬ ها یِ (منحن T < Tc

است. ناپیوسته نمودار این T < Tc برایِ ولͬ است پیوسته مغناطیسͬ میدانِ حسبِ بر مغناطش ͬ یِ منحن

در سیستم ،a2 < 0 بحرانͬ، دمایِ از پایین تر دمایِ در است. m = 0 و بی نظم فازِ در سیستم

خلاصه طورِ به است. m = ±
√

−a2
2a4

و منظم فازِ

m =


0, T ≥ Tc

±

√
−a

(1)
2 (T − Tc)

2a4
, T < Tc.

(۲۵ .۶)

ͬ شود. م β = 1/2 ͬ یِ بحران نمایِ این جا از

مغناطیسͬ پذیرفتاری یِ تعریفِ از استفاده و h به نسبت (۲۳ .۶) رابطه یِ از مشتق گیری با

χ =

(
∂m

∂h

) ∣∣∣
h=0

, (۲۶ .۶)

به ͬ رسیم م

2a2χ+ 12a4m
2χ− 1 = 0 ⇒ χ =

1

12a4m2 + 2a2
. (۲۷ .۶)
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۱۲۲
لانداو⁃گینزبرگ مدل ۶

سیستم بحرانͬ، دمایِ از بالاتر دماهایِ در .h = 0 ازایِ به T − Tc حسبِ بر m ͬ یِ منحن ۵ .۶ شͺل
از ͬͺی ͬ تواند م سیستم و ͬ دهد م رخ فاز گذارِ Tc دمایِ در است. صفر مغناطش و است بی نظم فازِ در

کند. اختیار خارجͬ ͬ یِ مغناطیس میدانِ غیابِ در را خود به خود مغناطش̞ ͬ یِ منف یا و مثبت مقدارِ دو

ͬ شود م نتیجه خلاصه طورِ به

χ =


1

2a
(1)
2 (T − Tc)

, T ≥ Tc

1

−4a
(1)
2 (T − Tc)

, T < Tc.
(۲۸ .۶)

تکین χ بحرانͬ دمایِ در ͬ بینیم م که طور همان ͬ شود. م γ± = 1 ͬ یِ بحران نمایِ این جا از

بالاتر دماهایِ برایِ که ثابت هایی اندازه یِ مورد در ͬ توانیم نم ما تقریب این در چند هر ͬ شود. م

آخرین است. ۲ ثابت ها این نسبتِ خاص موردِ این در بͽوییم چیزی بحرانͬ دمایِ از پایین تر و

است. مغناطیسͬ میدانِ غیابِ در گرمایی ظرفیت کنیم محاسبه ͬ خواهیم م مدل این در که کمیتͬ

تعریف مطابق̞

C =
∂U

∂T
= − ∂

∂T

(
∂ lnZ

∂β

)
. (۲۹ .۶)

تقریب این در

Z ≈ exp
[
−V (a0(T ) + a2(T )m

2 + a4(T )m
4)
]

(۳۰ .۶)
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لانداو⁃گینزبرگ مدل ۱ .۶
۱۲۳

دمایِ در .h = 0 ازایِ به T − Tc حسبِ بر ،χ مغناطیسͬ، پذیرفتاری یِ تغییراتِ ͬ یِ منحن ۶ .۶ شͺل
ͬ شود. م تکین χ بحرانͬ

و

− lnZ ≈ V (a0(T ) + a2(T )m
2 + a4(T )m

4) (۳۱ .۶)

دمایِ تابع̧ بخش̞ مشتق بͽیریم. دما به نسبت عبارت این از باید گرمایی ظرفیتِ محاسبه یِ در

ͬ یِ ͺنزدی در گرمایی ظرفیتِ در سهمش طبیعتا و است تحلیلͬ تابعͬ a0(T ) یعنͬ اول جمله یِ

و ͬ نامیم م گرمایی ظرفیت منظم̧ بخش̞ را بخش این ما ͬ شود. نم تکین یا ناپیوسته بحرانͬ دمایِ

استفاده با شوند. محاسبه دقت به است لازم بعدی بخش های اما ͬ دهیم. م نمایش Cregular با

از

∂

∂β
= −kT 2 ∂

∂T
(۳۲ .۶)

به ͬ شود م تبدیل (۲۹ .۶)

C = Cregular + V
∂

∂T

(
−KT 2 ∂

∂T
· (a2(T )m2 + a4(T )m

4)

)
. (۳۳ .۶)

و شود صفر نامنظم بخش̞ ͬ دهد م نتیجه که است m = 0 بحرانͬ دمایِ از بالاتر دمایِ برایِ

بحرانͬ دمایِ از پایین تر دمایِ برایِ بماند. باقͬ گرمایی ظرفیت منظم̧ بخش تنها حالت این در
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۱۲۴
لانداو⁃گینزبرگ مدل ۶

نامنظم بخش̞ حالت این ،T ⪅ Tc فاز، گذارِ دمایِ ͬ یِ ͺنزدی در است. m2 =
−a2
2a4

Cirregular = −V KT 2
c

∂2

∂T 2

(
−a22
4a4

)
=

V KT 2
c (a

(1)
2 )2

2a4
. (۳۴ .۶)

نمایِ و دارد محدود پرش̞ ͷی فاز گذارِ دمایِ در گرمایی ظرفیتِ تقریب این در خلاصه طورِ به یا

است α = 0 بحرانͬ

C = Cregular +


0, T > Tc,

V KT 2
c (a

(1)
2 )2

2a4
, T ⪅ Tc.

(۳۵ .۶)

مسائل

بͽیرید نظر در زیر صورتِ به را لانداو انرژی ۱ .۶

L =

∫
ddx{(∇Φ)2 + a2Φ

2 + a4Φ
4 + a6Φ

6},

است. مغناطش Φ که

کنید. رسم مختلف هایِ t ازایِ به و یͷ نواخت Φ برایِ را Ψ(Φ) انرژی دانسیته یِ الف⁃

بͽویید؟ ͬ توانید م چه فاز گذارِ نقطه یِ ̞ͬͺنزدی در مغناطش موردِ در

چه گونه t حسبِ بر فاز گذارِ نقطه یِ ̞ͬͺنزدی در مغناطیسͬ پذیرفتاری یِ تابعیتِ ب⁃

است؟

بͽیرید نظر در زیر صورتِ به را لانداو انرژی ۲ .۶

L =

∫
ddx{(∇Φ)2 +

t

2
Φ2 +Φ3 +Φ4}, u > 0

است. مغناطش Φ که
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مسائل
۱۲۵

کنید. رسم مختلف هایِ t ازایِ به و یͷ نواخت Φ برایِ را Ψ(Φ) انرژی دانسیته یِ الف⁃

چیست؟ فاز گذارِ نقطه یِ طرفِِ دو در مغناطش ب⁃

بͽیرید نظر در زیر صورتِ به را لانداو انرژی ۳ .۶

L =

∫
ddx{(∇Φ)2 + a2Φ

2 + a2nΦ
2n − hΦ},

است. صحیح عددی n > 1 که

چرا؟ منفͬ؟ یا است مثبت a2n الف⁃

یͷ نواخت Φ برایِ را Ψ(Φ) انرژی دانسیته یِ ،h = 0 مغناطیسͬ، میدانِ غیابِ در ب⁃

کنید. رسم کیفͬ طورِ به ممͺن مختلفِ حالت هایِ برایِ

یͷ نواخت Φ برایِ را Ψ(Φ) انرژی دانسیته یِ ،h > 0 مغناطیسͬ، میدانِ حضورِ در ج⁃

چه β, δ ͬ یِ بحران نماهایِ کنید. رسم کیفͬ طورِ به ممͺن مختلفِ حالت هایِ برایِ

هستند؟ چه γ± ͬ یِ بحران نماهایِ هستند؟
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